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Fir Frauke und Almut



Vorwort

Zahlreiche Vorgédnge in Natur, Medizin, Wirtschaft und Technik werden durch
partielle Differenzialgleichungen (PDGen) beschrieben. Dies erkldrt das enorme
Interesse an PDGen, das sich u.a. an der riesigen Zahl von Veroffentlichungen in
diesem Gebiet zeigt. Es tiberrascht daher nicht, dass es auf dem Markt eine grofse
Anzahl von Lehrbiichern gibt. Warum also noch ein Lehrbuch?

Die Umstellung der bisherigen Diplom-Studiengidnge auf Bachelor und Master
hat auch zu einer Verdnderung der klassischen Vorlesungszyklen gefiihrt. Wenn
man von Veranstaltungen im bisherigen Umfang ausgeht, dann ist das Ziel einer
breiten mathematischen Ausbildung, die laut den Bologna-Beschliissen gleich-
sam berufsqualifizierend sein soll, fast nicht zu erreichen. Will man sowohl die
Breite der mathematischen Ausbildung erhalten als auch Wahlmoglichkeiten fiir
Studierende sichern, dann kann man dies z.B. durch einfithrende Vorlesungen
realisieren, die mehrere Themen miteinander verbinden. Analysis und Numerik
von PDGen eignen sich fiir eine solche Verbindung. Fiir derartige Veranstaltun-
gen sind jedoch kaum einfithrende Lehrbticher auf dem Markt.

Diese Kombination ist inhaltlich begriindet. Es liegt in der Natur der Sache, dass
PDGen auf allgemeinen Gebieten (wie man sie fiir die Anwendung braucht) nicht
exakt gelost werden konnen. Was damit gemeint ist, wird im Buch genau er-
lautert. Man ist in solchen Fillen auf Naherungsverfahren auf dem Computer
angewiesen, also auf numerische Methoden. In den letzten Jahren hat sich aber
immer mehr gezeigt, dass besonders gute numerische Methoden auf modernen
Erkenntnissen aus der Analysis von PDGen beruhen. Daher ist die Kombination
von analytischen und numerischen Methoden sowohl innerhalb der Mathematik
als auch in den jeweiligen Anwendungen von grofser Bedeutung.

Wir haben versucht, ein einfithrendes Lehrbuch zu schreiben, das die Aspekte
Analysis und Numerik kombiniert und aufeinander abstimmt. Die Auswahl der
Inhalte ist durch diese Kombination gepragt. Dabei versuchen wir auch, eine
Briicke zu den Anwendungen zu schlagen. Das Buch beginnt mit einem Kapitel
tiber Modellierung, also der Ubersetzung eines speziellen Anwendungsproblems
in die Sprache der Mathematik, hier also speziell in eine PDG. Wir beschreiben
die Kategorisierung von PDGen und stellen danach elementare Losungsmetho-
den zusammen. Es stellt sich heraus, dass sowohl die Modellierung als auch
numerische Verfahren auf die Verwendung von Hilbert-Rdumen fiihren. Unse-
re Einfithrung zeigt, dass die entsprechenden Methoden auch mathematisch ,die
richtigen” sind. Wir beschreiben die Hilbert-Raum-Methode moglichst einfach
und beschrénken uns auf zentrale Klassen von PDGen (elliptische und paraboli-
sche Gleichungen). Besonders fiir die numerischen Verfahren sind Aussagen iiber
die maximale Regularitdt von Losungen von grofier Bedeutung. Neben den klas-



sischen numerischen Verfahren (Finite Differenzen und Finite Elemente) fiir ellip-
tische und parabolische Probleme geben wir abschlieffend einige Hinweise, wie
man auch mit Hilfe von computerbasierten Formel-Manipulationssystemen wie
etwa Maple® zumindest einige PDGen losen kann.

Schliefllich haben wir ein Thema in das Buch aufgenommen, das in besonderer
Weise fiir Studierende der Wirtschaftsmathematik von Interesse ist. Die Bewer-
tung von risikobehafteten Produkten auf dem Finanz- und Versicherungsmarkt
erfordert eine tiefere mathematische Analyse. Gerade in der Finanz- und Versi-
cherungswirtschaft werden heute zunehmend PDG-basierte Modelle eingesetzt.
Wir behandeln in diesem Buch exemplarisch die Black-Scholes-Gleichung.

Ein paar Worte zur Gliederung des Buches konnten dessen Nutzung erleichtern.
Es besteht aus drei Teilen:

A Elementare Methoden und Modellierung (Kapitel 1 bis 3)

B Hilbert-Raum-Methoden (Kapitel 4 bis 8)

C  Numerische und computerbasierte Methoden (Kapitel 9 und 10)

Teil A kann vollig unabhédngig gelesen werden, er vermittelt in konkreten Si-
tuationen ein Gefiihl fiir das Wesen von PDGen und enthilt insbesondere die
oben erwdhnte Untersuchung der Black-Scholes-Gleichung. Teil B hat wachsen-
den Schwierigkeitsgrad, was den Inhalt und die Darstellung angeht. Er enthalt
eine Einfiihrung in Hilbert- und Sobolev-Rdume, die zunéchst in einer Dimen-
sion betrachtet werden. Eine Besonderheit ist die konsequente Verwendung von
Sobolev-Raumen zur Behandlung von harmonischen Funktionen und des Dirich-
let-Problems. In Teil C wird u.a. eine Einfiihrung in die Methode der Finiten
Elemente gegeben. Durch Einschrankung auf lineare Dreieckselemente in zwei
Raumdimensionen haben wir eine einfache Situation gewéhlt, in der aber die
wesentlichen Ideen transparent werden. Jedes Kapitel endet mit einer Sammlung
von Aufgaben, die vielfach zusétzliche Information geben. Losungen befinden
sich auf der Homepage des Buches. Mit * gekennzeichnete Abschnitte enthalten
niitzliche Zusatzinformationen.

Ohne die Hilfe zahlreicher Kollegen, Freunde und Mitarbeiter wére dieses Buch
sicher nicht entstanden. Wir danken dem Spektrum Akademischer Verlag, beson-
ders Dr. Andreas Riidinger und Bianca Alton fiir die Moglichkeit, dieses Buch zu
schreiben, und fiir die Unterstiitzung bei der Umsetzung. Fiir zahlreiche wert-
volle Hinweise danken wir unseren Kollegen Tom ter Elst, Wilhelm Forst, Stefan
Funken, Riidiger Kiesel, Werner Kratz, Stig Larsson und Delio Mugnolo. Wei-
terhin danken wir Thomas Richard (Scientific Computers) sowie unseren Mit-
arbeitern Markus Biegert, Iris Hédcker, Daniel Hauer, Sebastian Kestler, Michael
Lehn, Robin Nittka, Mario Rometsch, Manfred Sauter, Kristina Steih, Timo Tonn
und Faraz Toor und unseren Studenten fiir viele hilfreiche Bemerkungen, Ergan-
zungen und sorgfiltiges Korrekturlesen des Manuskriptes. Petra Hildebrand gilt
unser besonderer Dank fiir die sehr sorgfiltige Umsetzung des Manuskriptes in
ETEX und die Erstellung zahlreicher Graphiken.

Ulm, im Wolfgang Arendt
Februar 2010 Karsten Urban
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1 Modellierung oder wie man
auf eine Differenzial-
gleichung kommt

Partielle Differenzialgleichungen beschreiben zahlreiche Vorgiange in der Natur,
der Technik, der Medizin oder der Wirtschaft. In diesem ersten Kapitel wollen wir
fiir einige prominente Beispiele die Herleitung von partiellen Differenzialglei-
chungen mit Hilfe von Naturgesetzen und mathematischen Tatsachen beschrei-
ben. Eine solche Herleitung nennt man (mathematische) Modellierung. Die Bei-
spiele sollen auch die Vielféltigkeit der partiellen Differenzialgleichungen illus-
trieren, die in diversen Anwendungen auftreten. Eine erste grobe Klassifizierung
wird am Ende des Kapitels vorgenommen.

Ubersicht
1.1 Mathematische Modellierung . . . . . . ... ... ... ... ...... 2
1.2 Transportprozesse . . . . . . . . i e e e e 4
1.3 Diffusion . . . ... .. 8
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1.10 Aufgaben . . . . . . . 30
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1.1 Mathematische Modellierung

Wir beginnen mit einigen grundsétzlichen Bemerkungen zur Modellierung mit
partiellen Differenzialgleichungen. Mit dem Begriff Modellierung ist aber Vor-
sicht geboten, denn in vielen Wissenschaftsdisziplinen wird ,Modellierung” be-
trieben, teilweise mit unterschiedlichen Bedeutungen. Auch innerhalb der Ma-
thematik wird der Begriff Modellierung manchmal anders benutzt, so z.B. in der
Stochastik oder der Finanzmathematik.

1.1.1 Modellierung mit partiellen Differenzialgleichungen

Modellierung mit partiellen Differenzialgleichungen geschieht typischerweise in
drei Schritten:

1. Spezifikation des zu modellierenden Vorganges
2. Anwendung von (Natur-)Gesetzen
3. Formulierung des mathematischen Problems

Im ersten Schritt, der Spezifikation des zu modellierenden Vorganges, muss zundchst
geklart werden, welcher reale Vorgang modelliert werden soll. Beispielhaft wol-
len wir in diesem Abschnitt die Abgasstromung in einer Kfz-Auspuffanlage be-
trachten. Nehmen wir an, dass man an der Menge und der rdumlichen Vertei-
lung von CO4, bei einer vorgegebenen Motorleistung interessiert ist. Offensicht-
lich spielt hier eine ganze Reihe von Prozessen eine Rolle, etwa

e chemische Reaktionen zwischen diversen Stoffen in Luft und Abgas,

e Verbrennungsprozesse im Motor,

e Stromung des Abgases durch das Auspuffrohr.
Es wird schnell klar, dass die Modellierung des gesamten Prozesses sehr komplex
ist. Daher nimmt man oft Vereinfachungen vor. In dem Beispiel konnte man etwa
reaktive Prozesse und die Verbrennung zunéchst aufier Betracht lassen und sich
auf das reine Stromungsproblem beschranken.

Der zweite Schritt ist die Anwendung von (Natur-)Gesetzen: Die (z.B. physikali-
schen) Grofien, die fiir die Beschreibung des realen Vorganges notwendig sind,
miissen zueinander in Beziehung gesetzt werden. Das geschieht in der Regel
durch die Gesetzméfigkeiten, die aus der jeweiligen Disziplin bekannt sind, zum
Beispiel Naturgesetzen (etwa Kraft ist Masse mal Beschleunigung, das zweite New-
ton’sche Gesetz).

Oftmals ergibt sich durch die Anwendung von (Natur-)Gesetzen alleine jedoch
noch keine partielle Differenzialgleichung, dazu bedarf es in der Regel noch ma-
thematischer Theorie. Diese konnte z.B. in Integraltransformationen, Grenziiber-
gangen oder grundlegenden Sitzen der Analysis bestehen. So gelangt man dann
schlieflich (oft mit reichlich Kreativitadt) zur Formulierung des mathematischen Pro-
blems, dessen Losungen den modellierten Vorgang beschreiben. Hier trifft man
wiederum hdufig vereinfachende Annahmen, etwa indem man voraussetzt, dass
Funktionen gentigend oft differenzierbar sind.
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Im oben erwéhnten Beispiel der Abgasstromung erhdlt man aus dem Prinzip der
Masse- und Impulserhaltung sowie dem dritten Newton’schen Gesetz (Wechsel-
wirkungsprinzip) die Navier-Stokes-Gleichungen, die Grundgleichungen der Stro-
mungs- und Gas-Dynamik, vgl. Abschnitt 1.7.4*.

Unsere Herleitungen dienen aber nicht nur dazu, den Nutzen der Theorie der
partiellen Differenzialgleichungen zum Verstdndnis von Naturvorgéngen zu er-
lautern. Es geht uns auch um die umgekehrte Richtung. Das Verstandnis der phy-
sikalischen Situation, die durch eine Gleichung beschrieben wird, hilft vielfach,
die mathematischen Eigenschaften zu verstehen und eine mathematische Intuiti-
on zu entwickeln.

Eine der Gleichungen, die wir ndher betrachten, beschreibt keinen Naturvorgang,
sondern ein wirtschaftliches Problem. Die Losungen der Black-Scholes-Gleichung
geben an, welchen Preis verniinftigerweise die Option wert ist, eine bestimm-
te Aktie an einem zukiinftigen Zeitpunkt zu einem festgelegten Preis kaufen zu
diirfen, vgl. Kapitel 1.5. Unsere Herleitung benutzt den auch von Black, Scholes
und Merton gewidhlten Zugang tiber stochastische Differenzialgleichungen. In
diesem Zusammenhang kénnen wir die notwendige Mathematik nicht vollstan-
dig herleiten. Wir denken aber, dass die beschriebenen Argumente das finanz-
wirtschaftliche Modell transparenter machen.

1.1.2 Modellierung ist nur der erste Schritt

Mit der Herleitung einer partiellen Differenzialgleichung zur Beschreibung eines
realen Vorganges ist man nattirlich nicht fertig. Vielleicht hat die Gleichung keine
Losung oder unendlich viele. Um diese und andere naheliegende Fragestellun-
gen zu klédren, fithrt man eine mathematische Analyse der Gleichungen durch.
Neben der Frage der Korrektgestelltheit (im Sinne von Hadamard) versucht man,
das Losungsverhalten qualitativ zu beschreiben, das Problem zu reduzieren oder
auf bereits bekannte Gleichungen zuriickzufiihren. Diese mathematische Analy-
se partieller Differenzialgleichungen ist ein zentrales Thema dieses Buches.

Will man den realen Vorgang veranschaulichen oder aber bestimmte Parameter
optimieren, dann braucht man neben der mathematischen Analyse des Problems
auch die Losung der Gleichung. Diese kann man manchmal explizit durch eine
Formel bestimmen (man sagt, es liegt eine analytische Losung vor), manchmal
kann man eine Gleichung aber auch nicht explizit l16sen. Dann verwendet man
Néherungsverfahren auf dem Computer, also numerische Losungsverfahren. Auch
auf diesen Aspekt partieller Differenzialgleichungen gehen wir in diesem Buch
ein.

Kommen wir ein letztes Mal auf das Beispiel der Abgasstromung zuriick. Die
Navier-Stokes-Gleichungen kann man nicht analytisch 16sen. Es stellt sich her-
aus, dass man bei geeigneten numerischen Iterationsverfahren sehr haufig linea-
re partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, insbesondere die Poisson-
Gleichung, zu losen hat. Lineare partielle Differenzialgleichungen zweiter Ord-
nung untersuchen wir intensiv in diesem Buch. Sie bilden — wie beschrieben —
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auch einen Kern fiir komplexere Gleichungen, die wir in Kapitel 1.7* zumindest
kurz vorstellen wollen.

1.2 Transportprozesse
Wir betrachten ein diinnes Rohr R mit konstantem Querschnitt A € R* (in m?),
das entlang der x-Achse orientiert ist. Weiterhin betrachten wir im Folgenden

einen Rohrabschnitt [a, b] mit a,b € R, a < b, vgl. Abbildung 1.1.

R

. ,
-, ,

: LA

\ \
—— :

|

T

a b

Abbildung 1.1. Horizontales Rohr mit konstantem Querschnitt A € RT.

Das Rohr R werde z.B. von Wasser durchstromt. Wir nehmen an, dass das Rohr
diinn ist, d.h., der Querschnitt A sei als , klein” vorausgesetzt. Hierbei soll , klein”
bedeuten, dass wir nur die Stromung in horizontaler Richtung zu berticksichti-
gen brauchen, andere Richtungen konnen vernachléssigt werden.

1.2.1 Bilanzgleichungen

Wir wollen die Wasserstromung durch R mathematisch beschreiben. Dazu be-
zeichnen wir mit u = u(t, z) die Dichte (gemessen in kg/m?3) des Wassers am Ort
x € (a,b) zur Zeit t. Damit ist also die Wassermenge im Intervall [z, 2+Ax] C [a, ]
(mit Az hinreichend klein) zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

rz+Ax
/ u(t,y) Ady. (1.1)

Wir wollen nun den Wasserfluss in einer Zeitspanne von ¢ bis ¢ + At, At > 0,
t € R, beschreiben. Die Differenz der Wassermenge im Rohrabschnitt [z, z + Ax]
zu beiden Zeiten lautet offenbar

z+Ax
[ s any) — ay) Ady (1.2)
Wodurch kann sich die Menge zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ + At d&ndern?
Hierzu gibt es zwei mogliche Ursachen, namlich

e den Wasserfluss,
e eine mogliche Quelle oder Senke.
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In der Physik bezeichnet ein Fluss die Anzahl von Teilchen, Masse, Energie etc.,
die sich pro Zeiteinheit durch eine Fldche bewegt. Der Wasserfluss (¢, z) gibt
also an, wie viel Wasser zum Zeitpunkt ¢ pro Sekunde und pro Quadratmeter
durch den Rohrquerschnitt an der Stelle «x fliefdt. Damit ist

tHAL
/ AY(r,x)dr
¢

die Wassermenge, die im Zeitintervall [¢, ¢+ At] durch das Rohr fliefSt. Eine Quelle
oder Senke wird durch eine Funktion f = f(¢, z) beschrieben, die angibt, wie viel
Wasser pro Quadratmeter und Sekunde in einem Abschnitt der Lange 1 an der
Stelle x zur Zeit ¢ erzeugt wird. Es ist also

/tt+At /:+A-t Jr.y) Adydr (1.3)

die Wassermenge, die im Rohrabschnitt [x,2 + Azx] im Zeitintervall [¢,¢ + At]
erzeugt (oder abgegeben) wird. Ist f > 0, so spricht man von einer Quelle, im Fall
f < 0 von einer Senke.

Nun besagt eines der grundlegenden Prinzipien der Physik, dass Masse in einem
geschlossenen System weder erzeugt noch zerstort werden kann, es gilt also das
Prinzip der Masseerhaltung. Dies konnen wir in Form einer Bilanzgleichung mathe-
matisch formulieren. Zunéchst in Worten:

Wassermassendifferenz = Zustrom — Abfluss + Quellen.

Fiir alle Terme in dieser Gleichung haben wir Formeln in (1.2) und (1.3) hergelei-
tet. Fithren wir sie zusammen, so erhalten wir in einem Rohrabschnitt [z, z + Ax]
folgende Gleichung:

z+Ax
| A+ aty) - utt)y -

t+AL t+AL prtAz
:/ (AY(r,2) — A(r,x + Ax)) dr —|—/ / f(ry)Adydr (1.4)
t t x

Links steht also die Differenz der Wassermengen im Rohrabschnitt [z, 2+ Az] zur
Zeit t + At und ¢ und rechts steht Zufluss (bzw. Abfluss) durch den Querschnitt
minus dem Zufluss (bzw. Abfluss) durch den Querschnitt z + Az im Zeitintervall
[t, t+At] zuziiglich der Wassermenge, die im Zeitintervall [¢, t+At] durch Quellen
hinzugekommen ist (bzw. durch Senken abgefiihrt wurde). Es handelt sich bei
(1.4) also um eine Bilanzgleichung.

1.2.2 Von der Bilanzgleichung zur Differenzialgleichung

Nun koénnen « und v in Zeit und Ort stark variieren. Die Gleichung (1.4) ist um-
so genauer, je kleiner das Zeit- und Ortsintervall ist. Nehmen wir an, dass die
Funktionen u und 1 stetig differenzierbar sind. Zunéachst teilen wir (1.4) durch
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(AAt) und gehen zum Grenzwert At — 0 iiber. Dann diirfen wir Integral und
Ableitung vertauschen und erhalten

z+Ax b r+Az
[ guttwdy=vin) —vita+ an+ [ feg)dy
Mit Division durch Az und dem weiteren Grenziibergang Az — 0 folgt dann
0 0
Eu(t,m) = —%w(ﬁ,m) + f(t, x), (1.5)
falls f in t und = stetig ist. Man schreibt (1.5) oft kurz als
U+ g = f. (1.6)

Aus der Herleitung ist klar, dass es sich um eine reine Erhaltungsgleichung han-
delt. Wir erkennen nun auch, dass wir ganz dhnliche Uberlegungen anstellen
konnen, wenn u nicht die Wasserdichte ist, sondern die Dichte irgendeiner an-
deren Grofse, wie z.B. Energie, Ladung, Bakterien, Teilchen, Autos, Molekiile etc.
Die Wasserrohre kann dann z.B. eine Leiterbahn, Blutbahn, Strafde oder Nerven-
bahn sein. Man nennt daher u = u(t, z) allgemein auch Zustandsvariable.

In vielen Modellen hiangt der Fluss (¢, z) in bestimmter Weise von der Dichte
u(t, z) ab, es ist also ¢(t,x) = ¢(t, x, u(t, z)) mit einer Funktion ¢ : [0,00) x R x
R — R. Dann wird (1.6) zu einer partiellen Differenzialgleichung fiir die unbe-
kannte Funktion u. Wir werden in den folgenden drei Abschnitten Beispiele fiir
solch eine Abhingigkeit zeigen. Von besonderer Bedeutung ist die Diffusion. In
diesem Fall hangt ¢ von der Ortsableitung u, ab, siehe Abschnitt 1.3. Es kon-
nen aber sehr wohl noch andere Abhingigkeiten auftreten (z.B. von Temperatur,
Geschwindigkeit, Beschleunigung, Konzentration etc.).

1.2.3 Die lineare Transportgleichung

Kehren wir zuriick zum Beispiel der Wasserrohre. Nehmen wir an, dass f = 0ist,
es also keine Quellen und Senken gibt. Weiterhin nehmen wir an, dass sich das
Wasser mit konstanter Geschwindigkeit ¢ € R bewegt. Der Wasserfluss betragt
also ¢(t, z) = ¢ - u(t, z) und die Flussfunktion lautet in diesem Fall

¢ =o¢(t,x,u) :==c-ut,z), cekR. (1.7)

Dies ist eine in u lineare Funktion, d.h., der Fluss ist proportional zur Dichte w.
Damit wird (1.6) hier zu

us + cuy = 0. (1.8)

Man nennt (1.8) die lineare Transportgleichung (auch Konvektionsgleichung oder Ad-
vektionsgleichung). Offenbar ist (1.8) eine homogene Differenzialgleichung.
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1.2.4 Die Konvektions-Reaktions-Gleichung

Nehmen wir an, dass der Zustand v in der Zeit mit der Rate A < 0 zerfillt, et-
wa durch einen radioaktiven Zerfallsprozess. Dies entspricht der gewohnlichen
Differenzialgleichung u; = Au mit der Losung u(t, z) = u(0, z) e*. Dies kann als
Quellterm mittels

ausgedriickt werden. Dann lautet (1.6) mit der Flussfunktion (1.7)
U + cuy — Au = 0. (1.10)

Diese Gleichung (die in « immer noch homogen und linear ist) nennt man auch
eine Konvektions-Reaktions-Gleichung. Allgemein werden Terme nullter Ordnung
im unbekannten Zustand u Reaktionsterme genannt.

Ein weiteres Charakteristikum der Gleichungen (1.8) und (1.10) besteht darin,
dass beide Gleichungen linear in u sind. Dies ist natiirlich nur in sehr wenigen
realistischen Problemstellungen der Fall, oft stellen lineare Gleichungen nur ein
stark vereinfachtes Modell der Realitét dar.

1.2.5* Die Burgers-Gleichung

Um ein erstes nichtlineares Modell einzufiihren, sei u(¢,z) die Verkehrsdichte, d.h. die
Anzahl der Autos zur Zeit t am Ort = auf einer einspurigen Straffe. Um nun auch Staus
modellieren zu konnen, lautet ein erster einfacher Ansatz fiir die Flussfunktion

Y=y =a-u-(f-u)

mit zwei Konstanten «, 5 > 0. Folgende Uberlegungen zeigen, dass dies in der Tat ein
erstes einfaches Stau-Modell ist. Bei moderater Verkehrsdichte u, also 0 < u < 3, ist ¥
etwa proportional zu u, ¢ ~ afu, d.h. man erhélt den Fluss der linearen Transportglei-
chung (1.8) mit Transportgeschwindigkeit ¢ = a3. Dies entspricht unserer Intuition: Sind
wenige Autos auf der Straf3e, so verlduft der Verkehr reibungslos und staufrei. Bei hoherer
Verkehrsdichte hingegen, also etwa fiir u ~ (3, gilt ¢ ~ 0, die zunehmende Fahrzeugdich-
te bringt den Verkehrsfluss also allméhlich zum Erliegen. Ohne Quellterm (also wenn die
Strafle keine Verzweigungen besitzt) lautet die Staugleichung

ur + a(u- (8 —u)). =0. (1.11)
In dieser Form ist die Gleichung etwas unhandlich. Mit der Variablen-Transformation
t
u(t,z) =0 —2u (a,x) (1.12)
gilt (die Argumente lassen wir zur Vereinfachung der Darstellung weg)

Ve Vv, = —%ut + (8 —2u)(—2uz) = <—%> (ut + afus — 20uuy)

_ (%) (ur + a(u(B — u))a).
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Wegen (1.11) ist also
vt + vvg = 0. (1.13)

Diese Gleichung heifit Burgers-Gleichung, benannt nach dem niederldndischen Physiker

Johannes Martinus Burgers (1895-1981). Nun gilt vo, = 220> = 1(v?),, also lautet die
Flussfunktion (¢, z,v) := v(t,z)*. Man nennt (1.13) auch die nichtlineare Transportglei-

chung.

Zusitzliche Viskositit. Nattirlich kann man dieses Modell weiter verfeinern. Eine Mog-
lichkeit besteht in der Annahme, dass ein Autofahrer nicht erst bei grofier Verkehrsdichte
(also bei u =~ () die Geschwindigkeit reduziert, sondern bereits dann, wenn die Verkehrs-
dichte zunimmt, also bei u, > 0. Wir addieren zu ¢ in obigem Stau-Modell also den Term
—&ug, & > 0 hinzuw: ¢(t, 2, u, us) = au(t, z)(8 — u(t,z)) — Eus (¢, z). Wie oben transformie-
ren wir u zu v aus (1.12) und erhalten

Vt + VVg = EVgzyp (1.14)

mit dem Viskositits-Koeffizienten ¢ := < > 0. Man nennt (1.14) die Burgers-Gleichung mit
zusétzlicher Viskositat oder auch die viskose Burgers-Gleichung.

Der Unterschied von (1.14) zu den davor eingefiihrten Gleichungen besteht darin, dass in
(1.14) mit vy, ein Term zweiter Ordnung auftritt, wir es also mit einer partiellen Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung zu tun haben.

1.3 Diffusion

Anstelle des Rohres in Abbildung 1.1 betrachten wir nun einen massiven Stab S
mit sehr kleinem Querschnitt A € R", siche Abbildung 1.2.

S

o )

; f T

a b
Abbildung 1.2. Horizontaler diinner Stab mit konstantem Querschnitt.

Wir interessieren uns fiir die Temperatur § = (¢, z) des Stabes zur Zeit ¢ am Ort
z € [a,b]. Dabei nehmen wir an, dass der Stab homogen ist, d.h., seine Dichte
p € R* konstant ist. Wie iiblich bedeutet Dichte Masse pro Volumeneinheit, die
entsprechende Einheit ist kg/m?.

Zur Herleitung der Wirmeleitungsgleichung bendtigen wir nun noch den Begriff
der spezifischen Wirmekapazitit ¢ eines Korpers. Diese ist definiert als diejenige
Energie, die man einem Korper von 1 kg Masse zufiigen muss, um seine Tempe-
ratur um 1 Kelvin zu erhohen. Die Einheit lautet J/(kg K). Die Temperatur ist also
proportional zur Warmemenge pro Masse und damit entspricht sie der Dichte in
Abschnitt 1.2.1.

Die Flussfunktion 1 gibt an, wie viel Warmemenge pro Sekunde und pro Qua-
dratmeter durch den Rohrquerschnitt flieSt. Wir haben also wie vorher die Bi-
lanzgleichung 6, (¢, x) + 1 (¢, ) = 0. Das Fourier’sche Gesetz der Warmeleitung
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besagt, dass der Warmefluss 1) in jedem Punkt proportional zum Warmeabfall
—0, ist. Daher ist also 6, (t,z) = (k(x) 0.(t,x)) = 0.Ist der Proportionalitatsfak-
tor (auch Wirmediffusionskonstante genannt) k(x) unabhédngig von z, so erhalten
wir die Warmeleitungsgleichung

0, — k6,, = 0. (1.15)

Wiederum ist diese Gleichung das einfachste Modell fiir die Warmeleitung. Eine
erste Verfeinerung ergibt sich, wenn wir die Einschrankung fallen lassen, dass
k auf dem gesamten Stab konstant sind. Falls %k ortsabhédngig ist, dann wird aus
(1.15)

0, — (k(x) 04)0 = 0, — K (x) 0y — k(2) 20 = O. (1.16)

Es treten also erste und zweite Ortsableitungen auf, die Gleichung ist jedoch wei-
terhin in @ linear. Geht man davon aus, dass die Warmeleitfdhigkeit zusatzlich
auch noch von der Temperatur abhédngig ist, & = k(z, ), dann wird (1.16) zu
einer nichtlinearen Gleichung der Form 60; — (k(0) 6,), = 0.

1.4 Die Wellengleichung

Zur Herleitung des dritten (und letzten) Typs rdaumlich eindimensionaler Glei-
chungen betrachten wir eine vollkommen elastische und biegsame Saite mit kon-
stanter linearer Massendichte pg, die an zwei Enden fixiert ist, vgl. Abbildung 1.3.
Die konstante Spannung der Saite sei mit S bezeichnet.

Abbildung 1.3. Elastische, an beiden Enden fixierte Saite.

Wir lenken die Saite aus ihrer Ruhelage aus und wollen die vertikale Auslenkung
u = u(t,z) in Abhdngigkeit von Zeit und Ort bestimmen. Dabei nehmen wir an,
dass die Auslenkung ,klein” ist, so dass horizontale Bewegungen vernachléssigt
werden konnen. Auch gehen wir davon aus, dass sich die Saite wieder vollstan-
dig in ihre Ruhelage zuriickbewegen kann, also keine plastischen Verdnderungen
auftreten. Wir betrachten nun ein kleines Stiick [z, z + Az] der Saite wie in Ab-
bildung 1.4 dargestellt. Unsere Herleitung beruht alleine auf dem zweiten New-
ton’schen Gesetz

Kraft = Masse mal Beschleunigung,

benannt nach Sir Isaac Newton (1642-1727). Die Beschleunigung in vertikaler
Richtung ist die zweite Ableitung des vertikalen Weges (also der Auslenkung
u) nach der Zeit, d.h.

2

Beschleunigung = t,x) = uu(t, x).

2
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a T T+ Ax b
|
T
|
|
|
|
|

|
T
|
|
l
|
|
|
|
|
|

u(z)

Abbildung 1.4. Spannung an einem Stiick [z, z + Az] der Saite.

Also ist (pg Ax) uy(t, z) die Kraft, die auf das Stiick der Saite mit Lange Az wirkt.
Um eine Differenzialgleichung fiir die Auslenkung u(¢,z) zu erhalten, werden
wir nun einen Zusammenhang zwischen der Kraft und der Spannung S herlei-
ten. In Abbildung 1.4 sind die tangentialen Spannungskomponenten S(x) und
S(x + Az) an den Punkten z,x + Az € [a,b] dargestellt. Daraus ergeben sich
leicht die horizontalen Spannungskomponenten, die aufgrund der Annahme den
konstanten Wert S haben, also

S(x 4+ Az)cosf = S(z)cosa = S. (1.17)

Die vertikalen Spannungskomponenten konnen ebenso leicht aus Abbildung 1.4
ermittelt werden und die Differenz der beiden stimmt mit der Kraft tiberein, die
wir mit Hilfe des zweiten Newton’schen Gesetzes bestimmt haben:

S(x 4+ Az) sin 8 — S(x) sina = (pg Az) ug (t, x). (1.18)

Wir wollen eine Beziehung zu u(t, z) herleiten. Wiederum aus Abbildung 1.4 er-
halten wir tan o = u, (¢, ) und tan 8 = u, (¢, z + Ax). Dividieren wir (1.18) durch
S, so erhalten wir daraus mit Hilfe von (1.17)

po Ax

uge(t, ) = tan f — tan o = uy (¢, + Ax) — u, (¢, x).

Division durch % und Grenziibergang Az — 0 liefert
U — Uy = 0, (1.19)
die Wellengleichung mit der Wellengeschwindigkeit
2_ 5
po’
Diese Gleichung geht auf Jean-Baptiste le Rond d’Alembert im Jahre 1746 zurtick.

c c>0.
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1.5 Die Black-Scholes-Gleichung

Die meisten der hier vorgestellten partiellen Differenzialgleichungen haben ih-
ren Ursprung in Naturwissenschaft und /oder Technik. Wir beschreiben nun eine
beriihmte Gleichung aus einem anderen Bereich, ndmlich den Wirtschaftswissen-
schaften, genauer gesagt der Finanzwirtschaft. Das zu Grunde liegende finanz-
mathematische Modell wurde 1973 vom US-amerikanischen Wirtschaftswissen-
schaftler Fischer Sheffey Black und dem kanadischen Wirtschaftswissenschaft-
ler Myron Samuel Scholes verdffentlicht. An den Arbeiten war ebenfalls der US-
amerikanische Mathematiker und Okonom Robert Carhart Merton beteiligt. Da
er an der viel beachteten Veroffentlichung 1973 nicht beteiligt war, wird sein Na-
me in diesem Zusammenhang zu Unrecht oft nicht genannt. Merton und Scholes
erhielten 1997 zusammen den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften , fiir ihre
Ausarbeitung einer mathematischen Formel zur Bestimmung von Optionswerten
an der Borse”, wie es in der Begriindung hief3. Fischer Black war 1995, zwei Jahre
vor der Preisvergabe, verstorben. Black wurde jedoch im Rahmen der Verleihung
der Nobelpreise eine posthume Wiirdigung zuteil.

Eine Option hiangt zunédchst von einem Basis-Wert (engl. underlying) ab. Dies kann
z.B. ein Wechselkurs, eine Aktie oder ein Aktienbtiindel oder der Preis einer Ware
sein, die an einer Borse gehandelt wird. In jedem Fall besitzt dieser Basis-Wert
einen Kurswert, der mit S(t) bezeichnet wird. Diese Funktion ist ein so genannter
stochastischer Prozess (s.u.).

Eine Option auf diesen Basis-Wert ist nun ein Finanzprodukt (ein Vertrag zwi-
schen einem Anbieter, z.B. einer Bank, und einem Kunden), das dem Besitzer
der Option (dem Kunden) das Recht (aber nicht die Verpflichtung) zusichert,
den Basis-Wert zu einem Zeitpunkt, dem Ausiibungs-Zeitpunkt (engl. maturity) T,
zu einem vereinbarten Preis (dem so genannten Ausiibungs-Preis, engl. strike) K
zu kaufen bzw. zu verkaufen. Bei einem Kaufrecht spricht man von einer Call-
Option, bei einem Verkaufsrecht von einer Put-Option. Wir betrachten hier nur
den Fall, dass ausschliefllich zum Austibungs-Zeitpunkt ge- bzw. verkauft wer-
den darf. Eine solche Option nennt man Europiische Option, wobei das Adjektiv
hier keinerlei geographische Bedeutung hat. Es gibt heutzutage eine ganze Reihe
von komplexen Finanzprodukten, deren Betrachtung aber den Rahmen hier bei
Weitem sprengen wiirde; fiir Details verweisen wir z.B. auf [13].

Gesucht ist nun der ,faire” Preis V'(0,y) der Option in Abhingigkeit des heuti-
gen Aktienkurses y (hier bedeutet ,fair”, dass bei diesem Preis niemand einen
Handelsgewinn erzielen kann, ohne gleichzeitig dabei ein Verlustrisiko einzuge-
hen — man nennt dies arbitragefrei). Es wird giinstig sein, sich fiir jeden Zeitpunkt
t € [0,T] einen Preis V (¢, y) zu liberlegen, der zum Zeitpunkt ¢ € [0, T'] bei einem
Aktienpreis y zu diesem Zeitpunkt fair sein soll.

Wir wollen den Fall eines Europédischen Calls auf eine Aktie betrachten, also
das Recht, die Aktie zum Zeitpunkt 7" zu einem vereinbarten Preis K zu kau-
fen. Man spekuliert also auf steigende Aktienkurse. Ist der Aktienkurs zu diesem
Zeitpunkt niedriger als K, dann ist die Option wertlos, da man die Aktie ja am
freien Markt zu einem giinstigeren Preis kaufen konnte. Falls aber der Kurs S(T")
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des Basis-Wertes zum Zeitpunkt 7" tiber K liegt, dann kann man durch die Aus-
tibung der Call-Option einen Gewinn von S(T') — K erzielen, indem man den
Basis-Wert zum garantierten Preis K kauft und denselben Basis-Wert dann sofort
an der Borse zum aktuellen Preis S(T") > K wieder verkauft. Also hat die Option
zum Ausiibungs-Zeitpunkt den Wert V (T, S(T")) mit

y— K, fallsy > K,

1.20
0, sonst. ( )

V(T,y)=(y—K)* :={

Man nennt diese Funktion auch Payoff. Offenbar ist (1.20) eine Endbedingung im
Gegensatz zu einer Anfangsbedingung, die wir bei der Transportgleichung be-
trachtet haben. Man sagt auch, dass die Black-Scholes-Gleichung ,riickwirts in
der Zeit” erklart ist.

Nun beginnt die eigentliche Modellierung, da wir Annahmen tiber das Verhalten
des Basis-Wertes treffen miissen. Bei den obigen Beispielen konnten wir Natur-
gesetze verwenden, hier miissen wir Annahmen tiber das Verhalten einer Aktie
in der Zukunft machen. Dies hat zwei wesentliche Konsequenzen:

e Man geht davon aus, dass sich der Basis-Wert (z.B. ein Aktienkurs) stochas-
tisch entwickelt. Wir miissen also das Verhalten von S(t) stochastisch mo-
dellieren und benétigen dazu einige Grundlagen der Theorie stochastischer
Prozesse.

e Man kennt das Verhalten des Basis-Wertes in der Vergangenheit aus der Be-
obachtung des Marktes. Ob dies die Zukunft gut vorhersagt, kann man na-
tirlich nicht wissen.

1.5.1 Grundlagen aus der Stochastik

Wir beginnen mit der Bereitstellung der benétigten Grundlagen. Dabei setzen wir
Begriffe wie Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsvariable als bekannt voraus.

Definition 1.1. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann nennt man eine
Familie X = X (t);>0 von Zufallsvariablen X (¢) : 2 — R einen stochastischen
Prozess. Man sagt, dass X stetige Pfade besitzt, falls die Funktion ¢ — X (t;w) :
[0,00) — R fiir jedes w € 2 stetig ist. A

Beispiel 1.2. Ein Beispiel ist der Wiener-Prozess W . Dies ist ein stochastischer Pro-
zess mit stetigen Pfaden, fiir den insbesondere gilt

b 2
P({W, € (a,b)}) = \/%m/ e” 2 da,

d.h., W, ist normalverteilt. Genauer ist W dadurch eindeutig bestimmt, dass die
Zuwichse W; — Wy, t > s > 0 stochastisch unabhingig und N (0,t — s)-verteilt
(also normalverteilt mit Erwartungswert ;4 = 0 und Varianz ¢ = ¢t — s) sind mit
Wo = 0. A
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Der néchste Schritt ist die Definition eines Integrals beziiglich eines stochasti-
schen Prozesses, z.B. um kumulierte Gewinne modellieren zu konnen. Man kann
recht leicht sehen, dass Standard-Integralbegriffe wie etwa das Riemann- oder
Lebesgue-Integral bei allgemeinen stochastischen Prozessen nicht zum Ziel fiih-
ren, da man letztlich Funktionen zu integrieren hat, die eine unendliche Variation
besitzen.

In der Stochastik wird das It6-Integral eines stochastischen Prozesses X beziiglich
eines zweiten stochastischen Prozesses W, in Formeln

/0 X (s)dW (s), (1.21)

definiert. Die Bezeichnung ,Itd-Integral” wurde zu Ehren von Kiyoshi Itd ge-
wahlt, der den entsprechenden mathematischen Kalkiil 1951 eingefiihrt hat. Wir
verweisen auf Spezialliteratur fiir Details zu diesem Begriff.

1.5.2 Black-Scholes-Modell

Nun muss man die Modellannahme tiber das zukiinftige Verhalten des Preises S
des Basis-Wertes treffen. Im Black-Scholes-Modell nimmt man an, dass S(t) eine
geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift y und Volatilitit o ist. Wir stellen die
wesentlichen Eigenschaften zusammen.

Bemerkung 1.3. Die geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift 1 und Volatilitat
o ist der durch

S(t) := S(0) exp (,ut +oW(t) — %0%‘)

definierte stochastische Prozess S, wobei hier W den in Beispiel 1.2 eingefiihrten
Wiener-Prozess bezeichnet. Er hat folgende Eigenschaften:
(a) S(t) ist log-normalverteilt (d.h. log(S(t)) ~ N (i, 0?)) mit Erwartungswert

E(S(t)) = S(0) e# und Varianz Var(S(t)) = S2e2# (7"t — 1).
(b) Die Pfade S(t), t € [0,T] sind stetig.

(c) Es gilt folgende Integralgleichung

S(t) = S(0) + /O 1 S(s)ds + /0 o S(s)dW (s), (1.22)

wobei das letzte Integral im Sinne von (1.21) als Ito-Integral zu verstehen
ist. Die Integralgleichung (1.22) wird oft geschrieben als

dS(t) = pS(t)dt + o S(t) dW (t). (1.23)

Diese Gleichung heif3t auch It6-Differenzialgleichung mit Driftterm 4 .S(t) dt
und Diffusion o S(t) dW (¢). A
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Der nédchste Schritt ist nun die Bestimmung des Wertes der Option V (¢, S(t)) in
Abhingigkeit vom stochastischen Modell fiir die Aktie in (1.23). Wir setzen al-
so in der Wert-Funktion V' = V(¢,y) fiir die Variable y nun den stochastischen
Prozess S mit (1.23) als Modell fiir den Aktienkurs ein. Falls man annimmt, dass
V € C?*(|0,T] x R), dann kann man das stochastische Gegenstiick der Ketten-
regel verwenden, das so genannte Itd-Lemma. Man erhilt dann die stochastische
Differenzialgleichung

dv(t,S(t)) = (Vt +uS(t)\V, + %UQS(t)QVyy)dt + oSV, dW(t).  (1.24)

1.5.3 Der faire Preis

Schliefslich macht man sich Gedanken dartiber, was ein ,fairer” Preis sein konnte.
Wir betrachten dazu einen sehr einfachen Markt, in dem es nur zwei Anlagemog-
lichkeiten gibt. Einmal kann Geld risikolos zu einem festen Zinssatz r > 0 ange-
legt werden. Wenn man den Geldbetrag B, fiir den Zeitraum ¢ > 0 anlegt, dann
erhélt man zur Zeit ¢ den Betrag B(t) = Bpe", vgl. Bemerkung 3.47*. Wir neh-
men weiter an, dass man sich in unserem idealisierten Markt Geld zum gleichen
Zinssatz r leihen kann. Leiht man also den Betrag Z zum Zeitpunkt 0, so muss
man zum Zeitpunkt ¢ > 0 den Betrag Zpe"" zuriickzahlen. In unserem Markt
gibt es weiterhin eine zweite, risikobehaftete Anlagemoglichkeit S, die durch die
oben beschriebene geometrische Brown’sche Bewegung gegeben ist. Wir stellen
uns eine Anlage in eine Aktie ohne Dividendenzahlung vor. Nun betrachten wir
ein Portfolio (den Wert einer Handelsstrategie)

X(t) = c1()B(¢) + 2 (£)S(L), (1.25)

wobei B(t) = " und ¢y, ¢z stochastische Prozesse sind. Da S(0,w) = Sy (w € Q)
deterministisch ist (Sy ist der bekannte Aktienkurs zum Zeitpunkt 0), wollen wir
annehmen, dass auch ¢;(0) und ¢3(0) deterministisch sind (also Zahlen). Es han-
delt sich also um eine Anlagestrategie mit einem Bestandteil Aktien (c2(¢)S(%))
und einem festverzinslichen Anteil ¢, (t) B(t). Wir wollen annehmen, dass diese
Anlage selbstfinanzierend ist, d.h., es wird kein Gewinn abgezogen und es wird
auch kein zusétzliches Geld eingelegt. Die zeitliche Verdnderung des Wertes des
Portfolios besteht also nur im Umschichten zwischen Aktienanteil und festver-
zinslicher Anlage. Mathematisch bedeutet dies Folgendes: Der (kumulierte) Ge-
winn des Portfolios ergibt sich aus den Zinsgewinnen plus dem Aktiengewinn zu
X Gewinn () . — j: c1(s) resds+ fot ca(s) dS(s). In der Schreibweise als stochasti-
sche Differenzialgleichung lautet dies dX GVt (t) = ¢, (t) dB(t) + c2(t) dS(t). Ei-
ne Strategie ist genau dann selbstfinanzierend, wenn sich der Wert zum Zeitpunkt
t als die Summe aus Anfangswert und dem kumulierten Gewinn zum Zeitpunkt
t ergibt, also wenn X (t) = X (0) + X GeVinn(¢). Dies bedeutet dX (t) = dX“evinn(¢)
und damit

dX (t) = c1(t) dB(t) + ca(t) dS(t). (1.26)

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe: Suche eine stetige Funktion V' : [0, 7] x
R — R,V =V(t,y), die auf (0,T) x R stetig differenzierbar nach ¢ und zweimal
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stetig differenzierbar nach y ist, und eine selbstfinanzierende Anlagestrategie c;,
co derart, dass fiir den Prozess

Y (t) = e1(t) B(t) + ea(t) S(t) — V (¢, (1)) (1.27)

gilt: Y(¢) = Yoe™ mit Yy = ¢1(0)B(0) + ¢2(0)So — V(0, Sp). Mit anderen Worten:
Y ist eine risikolose Anlage, der Prozess X (t) enthalt das gleiche Risiko wie die
Option V (¢, S(t)). Man spricht von einem replizierenden Portfolio. Wir zeigen nun
zundchst, dass daraus folgt, dass V' die Black-Scholes-Gleichung erftillt. Anschlie-
Bend erkldren wir, wie man den Preis verniinftigerweise bestimmt. Der Prozess
Y erfiillt die Differenzialgleichung (in stochastischer Schreibweise)

dY (t) = r Y (t) dt. (1.28)

Nun setzt man die stochastischen Differenzialgleichungen (1.28) fiir dY'(¢), (1.23)
fur dS(t), (1.24) fir dV (¢) und (1.28) in die Gleichung (1.26) ein, und dann erhilt
man (das Argument ¢ lassen wir hier weg)

dY = c1dB+cydS —dV

02

c1rBdt + co(pSdt + o SdW) — (Vy + uSV, + 7szvyy)dt — oSV, dW

[cl rB4+cpsS— (Vt + SV, + %UQS2Vyy>:|dt
+[cQas - asvy]dw. (1.29)

Da das Portfolio Y (¢) risikolos und selbstfinanzierend sein soll, gelten (1.28) und
(1.26), also dY = rY dt = r(cy B+ c2 S — V) dt und damit muss der Term in
der zweiten Zeile von (1.29) verschwinden (Koeffizientenvergleich), also ist co —
Vy(t,S(t)) = 0, dh. co(t) = Vy(t,S(¢)). Durch Koeffizientenvergleich bzgl. dt
erhilt man

r(en(®) BU) + SOV, (¢ S®) = V(£,5(1)) =

= (al)r BO) - V(. S®) - %JQS(t)QVyy(t, S®))-

Der Term rc; B kiirzt sich weg und wir erhalten die Identitat

Vi(t,S(t)) + %25(t)zvyy(t, S()+rSt)Vy(t,S(t)—rV (¢, S(t)) =0. (1.30)
Wir erinnern daran, dass S ein stochastischer Prozess ist. Damit bedeutet (1.30)
ausgeschrieben, dass
Vi(t, S(t,w)) + O;S(t,w)?Vyy(t, S(t,w)) +rS(t,w)Vy(t, S(t,w))
—rV(t,S(t,w)) =0, (1.31)
fur alle ¢ € [0,7') und fast alle w € 2. Man weif3, dass S(t,w) fiir jeden festen

Zeitpunkt ¢ in Abhingigkeit von w jeden beliebigen Wert in [0, co) mit positiver
Wahrscheinlichkeit annimmt. Daraus folgt, dass (1.31) fiir alle ¢ € [0, 7)) und fast
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alle w €  dann und nur dann gilt, wenn V' : (0,7) x Ry — R die Black-Scholes-
Gleichung erfiillt:

1
Vi + 502y2Vyy +ryV, —rV =0, (t,y) € (0,T) x R. (1.32)

Wir werden in Kapitel 3.5 sehen, dass die Gleichung (1.32) eine eindeutige (po-
lynomial beschrdnkte) Losung V hat, die den Endwert V (7, y) = (y — K)" an-
nimmt. Der Anfangswert V;, := V' (0, Sp) dieser Losung V' im Punkt y = Sy mit
dem Aktienkurs Sy zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 ist der faire Preis fiir die Op-
tion. Um dies zu verstehen, versetzen wir uns in die Rolle des Bankiers. Er er-
hélt den Betrag Vo zum Zeitpunkt ¢ = 0 von seinem Kunden und muss diesem
den Betrag (S(T') — K)*, der vom Aktienkurs S(T') (einer Zufallsvariablen) ab-
héngig ist, zum Zeitpunkt 7" zahlen. Um dieses Geld zu erwirtschaften, geht er
folgendermafien vor. Er legt ein gemischtes selbstfinanzierendes Portfolio (1.25)
so an, dass Y (t) := X(t) — V(t,S(t)) risikolos ist, also Y (t) = Ype". Hier ist
V die obige Losung der Black-Scholes-Gleichung mit V (T, y) = (y — K)™. Wir
hatten gesehen, dass fiir die Existenz des Portfolios notwendig ist, dass V' die
Black-Scholes-Gleichung erfiillt. Fiir die Handelsstrategie des Bankiers miissen
wir umgekehrt die Prozesse c;, c; konstruieren (wir hatten schon gesehen, dass
c2(t) = Vy(t, S(t)) sein muss); wir verzichten auf die mathematischen Details. In
der Praxis muss der Bankier durch tigliches (eigentlich sogar zeitstetiges) Um-
schichten sein Portfolio aufbauen, eine Tatigkeit, die man hedgen nennt.

Zum Zeitpunkt T betrdgt der Wert des Portfolios des Bankiers X (T) = Ype'” +
(S(T) — K)*, wihrend die Anfangsinvestition in das Portfolio X (0) = Yy + Vo
betrédgt. Sie unterscheidet sich um Y; von dem Betrag, den der Bankier von sei-
nem Kunden erhélt. Der Bankier muss nun drei Félle unterscheiden und seine
Strategie entsprechend wéhlen:

1. Fall: Yy = 0: Der Bankier erhilt aus seinem Portfolio zum Zeitpunkt 7" genau
den Betrag, den er seinem Kunden zahlen muss.

2. Fall: Yy < 0: Der Bankier erhilt aus seinem Portfolio nur (S(T') — K)* — |Yple™,
muss aber (S(T) — K)* zahlen. Aber er muss auch nur X (0) = Vy — |Yp] in sein
Portfolio investieren. Den restlichen Betrag |Y;| investiert er festverzinslich, was
ihm zum Zeitpunkt 7' die fehlende Summe |Yj|e"” einbringt. So kann er genau
die geforderte Auszahlung leisten.

3. Fall: Yo > 0: Der Bankier muss X (0) = V{ + Yj investieren, hat aber von seinem
Kunden nur V; bekommen. Also leiht er sich den Betrag Yy. Zum Zeitpunkt T’
muss er dafiir Ype"? zuriickzahlen. Aus seinem Portfolio nimmt er aber (S(7') —
K)T + Ype™ ein und kann so den Kredit zuriickzahlen und die Auszahlung an
seinen Kunden leisten.

In allen drei Fillen ist der Preis fair: Der Bankier kann risikolos den zugesicherten
Payoff (S(T') — K) " erwirtschaften.
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1.6 Jetzt wird es mehrdimensional

In den obigen Beispielen des Rohrs oder der Saite haben wir jeweils die vertikale
Ausdehnung vernachldssigt und so eine partielle Differenzialgleichung in einer
Raumdimension erhalten. Auch die Black-Scholes-Gleichung ist eine zeitabhan-
gige eindimensionale Gleichung, da y € R eine eindimensionale Variable ist. Die-
se Betrachtungsweise stellt nattirlich in vielen realen Situationen eine zu starke
Vereinfachung dar. Daher betrachten wir jetzt den raumlich mehrdimensionalen
Fall.

1.6.1 Transportprozesse

Wir beginnen wie oben mit der Beschreibung von Transportprozessen. Dazu er-
setzen wir das Rohr R in Abbildung 1.1 durch ein allgemeines Gebiet & C R,
d = 2,3, in dem sich der Transportvorgang abspielen soll. Wiederum sei u =
u(t,x) @ [t1,t2] x Q@ — R die zeit- und ortsabhingige Dichte. Wir wollen eine
Bilanzgleichung auf einem Kontrollvolumen V' C ( betrachten, z.B. einem ach-
senparallelen Quader oder einer Kugel. Die Masse in V' ist dann analog zu (1.1)
gegeben durch

/ u(t, z) dx. (1.33)
1%

Ohne den Einfluss von Quellen oder Senken besagt das Prinzip der Masseerhal-
tung, dass eine Anderung der Masse nur durch Zu- bzw. Abfluss geschehen kann.
Beztiglich V' bedeutet dies Zu- und Abfluss iiber den Rand 9V von V. Diesen
driicken wir durch eine Flussfunktion @ = J(¢t, ), @ = (¢1, ..., ¢q) aus. Sie gibt
an, welche Menge des Stoffes (z.B. Wasser) pro Sekunde und pro Quadratmeter
aus einem kleinen Oberflachenstiick austritt. Genauer ist 7 : Ry x © — R? eine
(stetig differenzierbare) Funktion, so dass

/t - /av s, 2) v(z) do(2) ds

die durch die Oberflache 9V einer kleinen Kontrollmenge V im Zeitintervall [¢, ¢+
At] austretende Menge des Stoffes ist. Dabei soll V eine kleine Menge mit C'-
Rand sein, so dass V' C . Mit v(z) bezeichnen wir die d&ulere Normale an V im
Punkt z € 0V und mit do das Oberflichenmaf auf OV (siehe Kapitel 7 fiir prazise
Definitionen). Unsere Bilanzgleichung lautet also (im Falle fehlender Quellen und
Senken)

[ttt 80.0) ~ wit. ) = - [ o [ otz dotz) .

Dabei steht links die Differenz der Stoffmengen in V' zu den Zeitpunkten ¢ + At
und ¢ und rechts steht die Stoffmenge, die in dieser Zeit durch die Oberfldche ge-
flossen ist. Dividieren wir die Bilanzgleichung durch At und lassen wir At gegen
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0 streben, so erhalten wir (bei entsprechender Differenzierbarkeit der Funktio-
nen)

/V wi(t, ) do + / B(t, 2) v(z) do(2) = 0.

v
Nach dem Divergenzsatz 7.6 ist [, 3(t, z) v(z) do(z) = [, div @(t, z) dz, wobei
sich div @ := Z?Zl % @;(x) auf die Ortsvariablen bezieht. Damit erhalten wir also

/ ug(t, x) da:—|—/ div g(t,x)dx =0
v v

fur jedes Kontrollvolumen V. Fiir eine stetige Funktion f : Q — R gilt

1

f(z) =lim ——— I (y)dy,

@ =BG Jpeny T

wobei z € Q, B(x,e) := {y € R?: |x — y| < ¢} und |B(z,¢)| das Volumen von
B(z, ) ist. Somit erhalten wir schliefllich die infinitesimale Version

ue(t, ) + divg(t,z) =0 (1.34)

der Bilanzgleichung. Diesen Grenziibergang nennt man Lokalisierung. Nun erhal-
ten wir eine partielle Differenzialgleichung fiir u, falls ¢ als Funktion von u ausge-
driickt werden kann. Falls z.B. eine Fliissigkeit mit konstanter Geschwindigkeit
¢ > 0in die Richtung b = (by, ..., bs)T mit [b] = (b2 + - - -+ b2)1/2 = 1 flieft, so hat
die Flussfunktion die Form o(t, ) = ¢b-u(t, z). Damit lautet die Bilanzgleichung
wi(t, ) + b Vu(t,z) = 0
mit dem Gradienten Vu(t,z) = (2%, ..., (%;)T bzgl. der Ortsvariablen. Dies ist
die Transportgleichung, die einen reinen Transport in eine Richtung bei konstan-
ter Geschwindigkeit ausdriickt.

1.6.2 Diffusions-Prozesse

Die Flussfunktion ¢ in der Bilanzgleichung (1.34) hangt bei Diffusions-Prozessen
von der Anderung der Teilchendichte ab. Im einfachsten Fall lautet die Flussfunk-
tion F(t,z) = —c(x) Vu(t, z). Dies bedeutet, dass sich die Teilchen von dichten
Mengen wegbewegen hin zu weniger dichten Mengen. Setzt man diesen Aus-
druck in die Bilanzgleichung (1.34), so erhélt man u,(t,z) = div (c(z) Vu(t, z)).
Ist der Proportionalitdtsfaktor ¢ unabhingig vom Ort, ¢ = ¢(z), so erhalten wir
die Wirmeleitungsgleichung

ui(t, z) = c Au(t, ).

Diese Gleichung beschreibt chemische Diffusionsvorgiange (z.B. Tinte in Wasser)
und auch die Wéarmeausbreitung. Aber auch in Populationsmodellen (z.B. fiir
Bakterien) beobachtet man solch eine Diffusion: Die einzelnen Individuen beob-
achten die Bevolkerungsdichte in ihrer Umgebung. Sie haben die Tendenz, in die
Richtung des stdrksten Abstiegs (die durch den Gradienten gegeben ist) abzu-
wandern.
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1.6.3 Die Wellengleichung

In Abschnitt 1.4 hatten wir die Wellengleichung in einer Raumdimension als
ein Modell fiir die Auslenkung einer Saite kennen gelernt. Betrachtet man et-
wa anstelle der Saite eine eingespannte elastische und biegsame Membran, dann
kann man mit dhnlichen Argumenten wie oben die mehrdimensionale Wellen-
gleichung herleiten. Die Spannungskomponenten in (1.17) bzw. (1.18) betrachtet
man nun in jede Raumrichtung und daher wird u,, durch Au ersetzt. Damit lau-
tet die allgemeine Form der Wellengleichung

Uy — Au = f. (1.35)

1.6.4 Die Laplace-Gleichung

Wir kommen nun zur Herleitung der Laplace-Gleichung, die uns durch einen
groflen Teil des Buches begleiten wird. Wir betrachten eine elastische Membran

f

Abbildung 1.5. Auslenkung einer Membran 2 unter Belastung durch eine vertikale Kraft.

(ohne Biegesteifigkeit), z.B. die Haut einer Trommel. Die Membran habe die Form
eines zweidimensionalen Gebietes (2 C R? und sei am Rand fest eingespannt. Auf
diese Membran wirke eine vertikale Kraft f : 2 — R gemessen in N/m? und wir
interessieren uns fiir die vertikale Auslenkung v : 2 — R gemessen in m. Da die
Membran am Rand eingespannt ist, erhalten wir die Randbedingung

Ulgn = 0, (136)

was bedeutet, dass u(z) = 0 fiir alle € 99 gilt und wir damit implizit anneh-
men, dass u € C(2), Q2 = QU IN.

Nun verwenden wir das erste Newton'sche Gesetz, das Trigheitsprinzip. Es be-
sagt, dass ein Korper im Ruhezustand verharrt, solange die Summe aller auf ihn
wirkenden Kriéfte null ist. Mit anderen Worten: Ein Korper verhalt sich so, dass
die innere Energie minimal ist. Deswegen hat eine eingespannte Membran ohne
dufdere Krifte keine ,, Beulen”.

Die Gesamtenergie J ist die Summe der Spannungsenergie J; und der potentiellen
Energie J,, J = J1+Jo2. Diese beiden Bestandteile leiten wir nun einzeln her. Nach
dem Hooke’schen Gesetz ist zur Verformung eines elastischen Korpers eine Kraft F’
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notwendig, die zur Verformung s proportional ist, d.h., es ist /" = «s, wobei « oft
Elastizitit genannt wird (bei einer Feder ist dies die Federkonstante). Die in einem
Korper gespeicherte Energie entsteht durch Arbeit, die an dem Korper verrichtet
wurde. Arbeit wiederum ist das Produkt von Kraft und zurtickgelegtem Weg

Arbeit = Kraft mal Weg. (1.37)

u(z + Az) — u(z)

/ Az

| |
; ;
T z+ Az

Abbildung 1.6. Auslenkung einer Membran (Schnitt).

Also ist die Spannungsenergie proportional zur Oberflachendnderung mit Pro-
portionalitdtsfaktor o Die Oberflache der Membran in Ruhelage lautet [, 1dz,
also das Lebesgue-Maf3 des Gebietes (). Fiir eine Funktion u einer Verdnderlichen
ist die Auslenkung nach dem Satz von Pythagoras

VAL + (u(z + Az) — u(z))? =~ Azy/1+u/(x)2,
vgl. Abbildung 1.6. Bei Funktionen mehrerer Veranderlicher lautet diese analog
dz+/1+ [Vu(x)|? mit der Euklid’schen Vektornorm |z|? := 2% + -+ + 2%, 2 =
(z1,...,24)7 € R Nun integrieren wir iiber 2, um die Oberflichendnderung
und damit die Spannungsenergie zu erhalten:

Jy = Ji(u) ~ oz/Q (\/1 T Vu@)? - 1)dx. (1.38)

Da J; offenbar von der Funktion u (der Auslenkung) abhéngt, spricht man auch
von einem Energie-Funktional. Diesen Ausdruck wollen wir weiter vereinfachen.
Fiir z nahe null kénnen wir folgende lineare Taylor-Approximation benutzen
V1+z =14 1z + O(2?). Fiir kleine Verzerrungen |Vu(z)| gilt also

1
V1+|Vu(z)]? =1~ §|Vu|2
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mit dem Gradienten Vu. Damit erhalten wir (zumindest ndherungsweise, hier im
Rahmen der linearen Elastizitdtstheorie) folgenden Ausdruck fiir die Spannungs-
energie

~ %/QWu\de. (1.39)

Die potentielle Energie wird durch die dufiere Kraft f erzeugt und bestimmt sich
nach (1.37) aus dem Produkt von Kraft und Weg (Auslenkung) als

- / f(z)u(zx) de. (1.40)
Q

Also haben wir insgesamt folgendes Energie-Funktional zu minimieren:

-2 /Q Vuf? dz — /Q F(@) u(e) de. (1.41)

Wie tiblich betrachtet man die Nullstelle der ersten Ableitung, um ein Minimum
(Maximum) zu bestimmen. Im Falle eines Funktionals bedeutet dies, dass die
erste Variation verschwinden muss, also

d
EJ(U +ev)|e=0 =0 (1.42)

fiir jede mogliche Auslenkung v mit v = 0. Wir bestimmen nun also die erste
Variation. Fiir den zweiten Term in (1.41) gilt

/ fz )+ ev(x)) de = / fz
unabhédngig von ¢. Fiir den ersten Ausdruck erhalten wir
—/|V +ev)|Pde = /Vu—i—av Vvdac€1>o2/Vu~Vvdac7
Q

also

d
EJ(U—FE’UHE:O :a/QVu~VvdIf/Qf(x)v(x) dx = 0. (1.43)

Schliefilich modifizieren wir den ersten Term mittels partieller Integration unter
Beachtung der Tatsache u|pq = vj9q = 0

i/ 9 u 9 vdx

o1 Q 895@ 8177;
& ) oo

= v —uv;ds — /—uvdx:/ —Au)vdr,
;/69 Ox; ; o 01?2 Q( )

wobei v = (vy,...,v4) die dullere Normale von (2 ist. Damit ist also

/Vu-Vvdx
Q

fa/Q(Au)vd:L':/vadx (1.44)
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fiir alle (gentigend glatten) Funktionen v : 2 — R mit vj5q = 0 eine notwendige
Bedingung dafiir, dass u das Energie-Funktional J minimiert. Dies impliziert

—aAu=f inQ (1.45)
mit der so genannten Dirichlet-Randbedingung
Ujpn = 0 aufof). (146)

Nach unserer obigen Herleitung ist das Randwertproblem (RWP) (1.45, 1.46) also
die Euler-Lagrange-Gleichung des Minimierungsproblems

u = argmin{.J(v) : vist Auslenkung mitv o = 0}.
Man nennt dieses RWP das Poisson-Problem. Im Falle von f = 0 nennt man
Au=0 inQ (1.47)

die Laplace-Gleichung und deren C2-Losungen harmonische Funktionen. Wir ver-
weisen auf Satz 4.23 fiir eine abstrakte und auf Abschnitt 6.5 fiir eine systemati-
sche Behandlung des Poisson-Problems.

1.7 Es gibt noch mehr

Die Gleichungen, die wir bislang vorgestellt haben, werden wir im weiteren Verlauf des
Buches genauer untersuchen. Nattirlich sind diese Gleichungen nur ein kleiner Ausschnitt
aus der unermesslichen Zahl von partiellen Differenzialgleichungen, die in Anwendungen
auftreten. Einige besonders prominente weitere Beispiele wollen wir in diesem Abschnitt
zusammenstellen. Dabei gehen wir weder im Detail auf die Modellierung ein, noch wer-
den wir spéter etwas zur mathematischen Analyse dieser Gleichungen sagen.

1.7.1* Die KdV-Gleichung

Diese raumlich eindimensionale Gleichung wurde 1895 von Diederik Korteweg und Gus-
tav de Vries zur Beschreibung und Analyse von Flachwasserwellen in engen Kanélen vor-
geschlagen. Sie lautet

Ut — 6 UUL + Ugze =0 (1.48)

und ist offenbar eine nichtlineare Gleichung dritter Ordnung. Die urspriinglich von Kor-
teweg und de Vries hergeleitete Gleichung hatte eine etwas andere Gestalt, kann aber in
obige, heute typischerweise verwendete Form transformiert werden. Abkiirzend spricht
man von der KdV-Gleichung. Wir verzichten hier auf die Beschreibung der Herleitung.

Die KdV-Gleichung erklart mathematisch eine experimentelle Beobachtung. Wir alle ken-
nen aus der Beobachtung von Wellen zwei Effekte: Das Verlaufen und das Brechen von
Wellen. Wenn sich Wellen verlaufen, spricht man von Dispersion. Es handelt sich um einen
linearen Effekt, wiahrend das Brechen nur durch nichtlineare Einfliisse erkldrbar ist. Beide
Effekte scheinen sich zu widersprechen. Umso {iberraschender war 1834 die Beobachtung



1.7* Es gibt noch mehr 23

des jungen britischen Ingenieurs John Scott Russell, dass sich beide Effekte die Waage hal-
ten konnen und dann zu Wellen fithren, die sich ohne Veranderung ihrer Form ausbreiten.
Solche Wellen werden als Solitonen bezeichnet und konnen mathematisch durch

o _o /x — vt
u(t,x) = A cosh ( 17 )
beschrieben werden, wobei L die Breite der Welle, v die Geschwindigkeit und A die Am-
plitude ist. Diese Solitonen sind eine Losung der KdV-Gleichung, so dass die KdV-Glei-
chung in der Tat eine mathematische Rechtfertigung fiir die Beobachtungen von Russell
bilden. Solche stehenden Wellen treten etwa in einem Tsunami auf.

Ein weiteres Anwendungsfeld der KdV-Gleichung bildet das so genannte Fermi-Pasta-
Ulam-Experiment, benannt nach dem italienischen Kernphysiker Enrico Fermi (1901-1954),
dem amerikanischen Physiker und Informatiker John R. Pasta (1918-1984) und dem pol-
nischen Mathematiker Stanislaw Marcin Ulam (1909-1984). Bis 1955 war man davon tiber-
zeugt, dass sich die Energie eines Systems von gekoppelten Oszillatoren durch eine kleine
nichtlineare Stérung gleichméfiig auf alle Eigenschwingungen verteilen wiirde. Daher war
das Ergebnis eines Computerexperimentes von Fermi, Pasta und Ulam 1955 auch sehr
tiberraschend. Die drei zeigten, dass ein quasiperiodisches Verhalten der Energievertei-
lung auftritt, d.h., die Energieverteilung kehrt quasi immer wieder zur Anfangsverteilung
zurlick. Es dauerte bis 1965, ehe es Martin David Kruskal und Norman ]. Zabusky gelang,
den Grundstein zur Erklarung dieses Phdnomens zu legen, indem sie zeigten, dass das
Fermi-Pasta-Ulam-Experiment durch die KdV-Gleichung beschrieben werden kann.

Die mathematische Losung der KdV-Gleichung geht auf Clifford Gardner, John M. Gree-
ne, Martin D. Kruskal und Robert Miura (1974) zurtick. Sie verwendeten dazu die inverse
Streutheorie aus der Quantenmechanik und verbanden so zwei zuvor vollkommen un-
zusammenhangende Gebiete. Damit wurde auch der Zusammenhang zur Schrodinger-
Gleichung erkannt. Peter David Lax schlussendlich entwickelte einen einheitlichen mathe-
matischen Zugang, der auch die Erweiterung auf andere Solitonengleichungen erlaubte.

1.7.2* Geometrische Differenzialgleichungen

Differenzialgleichungen, deren Ursprung ein geometrisches Variationsproblem darstellt,
werden als geometrische partielle Differenzialgleichungen bezeichnet. Es handelt sich in
der Regel um nichtlineare Gleichungen. Die mathematische Analyse solcher Gleichungen
ist ein Gegenstand aktueller Forschungen. Wir wollen hier zwei Beispiele kurz vorstellen.

Monge-Ampére-Gleichung

Gaspard Monge (1746-1818) beschiftigte sich unter anderem mit darstellender Geometrie
und betrachtete dabei das Problem des Erdaushubs und der Erdaufschiittung, allgemei-
ner untersuchte er Massentransportprobleme. Monge fiihrte zu diesem Zweck 1784 die
erste Form der spiter unter dem Namen Monge-Ampeére-Gleichung bekannten partiel-
len Differenzialgleichung ein. Der beriihmte franzosische Physiker André-Marie Ampeére
(nach dem auch die Mafeinheit fiir die elektrische Stromstidrke benannt ist) betrachtete
1820 diese nichtlineare partielle Differenzialgleichung, um die Geometrie von Oberflachen
zu untersuchen.

Die allgemeine Form der Gleichung lautet

det(H (u)) = f, (1.49)
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wobei

Uzy,zq e Uzy,zq
H(u) = (Ua,,2))ij=1,...d = : : = D*(u)
Uzg,zy 0 Uzg,zg

die Hesse-Matrix der gesuchten Funktion u :  — R (z.B. der Parametrisierung einer Fla-
che) ist. Die rechte Seite f = f(z,u, Uz, ,...,uz,) : @ x R x R? — R ist eine gegebene
Funktion (z.B. die Kriimmung einer Flache). Im zweidimensionalen Fall (d = 2) verein-
facht sich die Gleichung mit der Bezeichnung (z1, z2) =: (2, y) ZU Ugs Uyy — u2, = f. Man
nennt diese Gleichung voll nichtlinear, da sie in allen Termen der hochsten Ableitungen
(also hier der zweiten Ableitungen) nichtlinear ist (hier quadratisch).

Interpretiert man f als gegebene Kriimmung, dann beschreiben die Losungen der Monge-
Ampeére-Gleichung eine Flache mit vorgegebener Kriimmung (diese Aufgabenstellung
nennt man auch Minkowski-Problem). Das Problem wurde 1953 von Louis Nirenberg ge-
16st. Eine weitere (unerwartete) Anwendung der komplexen Monge-Ampere-Gleichung
ergab sich 1978 im Bereich der so genannten String-Theorie bei so genannten Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeiten.

Die Minimalflachengleichung

Eine Fliche M C R? heifit Minimalfliche mit Rand OM = T', wenn M minimalen Fl&-
cheninhalt bzgl. aller Flachen mit dem Rand I besitzt. Man denke etwa an eine Seifenhaut
ohne eingeschlossene Luft (also ohne Blasen). Bezeichnet wiederum u die Auslenkung ei-
ner Flache, dann entsteht eine Minimalfliche durch die Minimierung des Fldcheninhaltes

Az) = /Q Vg(u(z))de, g(u) := det H(x), =T, wur=0,

des so genannten Fldacheninhalts-Funktionals mit der Determinante der Hesse-Matrix wie
oben. Man bestimmt einen kritischen Punkt des Flacheninhalts-Funktionals (was ja nicht
notwendigerweise ein Minimum sein muss) und erhélt die Minimalflichengleichung. Ein
spezielles Beispiel (die Scherk-Minimalfldche) geht auf den deutschen Mathematiker und
Astronom Heinrich Ferdinand Scherk (1798-1885) zuriick, der eine Flache der Form

z=u(z,y) = f(z) + g(y), u(0,0) =0, Vu(0,0)=0

suchte. Man erhélt dann durch Einsetzen in obiges Flacheninhalts-Funktional und Bestim-
mung eines kritischen Punktes die partielle Differenzialgleichung

1+ ug)um — Uty Uy + (14 u2)uyy = 0.

1.7.3* Die Plattengleichung

Bei der Herleitung der Laplace-Gleichung hatten wir eine elastische Membran betrachtet.
Da die Membran als ,,diinn” angesehen werden kann, konnten wir simtliche Biegesteifig-
keit vernachldssigen. Wenn wir nun anstelle der Membran eine eingespannte Platte (mit
einer gewissen Dicke) betrachten, dann kénnen wir diese Vereinfachung nicht mehr oh-
ne Weiteres rechtfertigen. Wir nehmen wieder an, dass auf die Platte eine vertikale Kraft
durch eine Funktion f : Q@ — R wirkt und dass die Geometrie der Platte durch das Gebiet
Q beschrieben wird.



1.7* Es gibt noch mehr 25

Eine Herleitung analog zur Herleitung der Laplace-Gleichung fiihrt auf die partielle Dif-
ferenzialgleichung

A’u=AAu = f, (1.50)

die als Plattengleichung bezeichnet wird. Man beachte, dass es sich hier um ein Problem
vierter Ordnung handelt.

Das Problem der eingespannten Membran fiihrte durch das Einspannen am Rand zu ei-

nem Randwertproblem. Das ist natirlich auch hier so. Durch die nicht zu vernachldssigen-

de Dicke der Platte erhalten wir hier zusitzliche Randbedingungen, die wie folgt lauten:
0

Ujpo = 0, —u =0 aufdf. (151)

ov

Zusitzlich zu den Dirichlet-Randbedingungen treten hier also Neumann-Randbedingungen

auf. Man nennt dieses Platten-Modell auch Kirchhoff-Platte.

1.7.4* Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die Grundgleichungen der Stromungs- und Gasdy-
namik. Sie beschreiben die Stromung so genannter Newton’scher Fluide (z.B. Wasser, Luft
sowie viele Ole und Gase).

Man betrachtet ein Gebiet Q ¢ R?, das von einem Fluid gefiillt ist. Das Fluid wird be-
schrieben durch seine Dichte p = p(t,x), seinen Geschwindigkeitsvektor @ = u(t,x) =
(u1,...,uq)” (wobei u; die Geschwindigkeit in die i-te Koordinatenrichtung beschreibt)
und die Energie e = e(t, ), womit hier die gesamte Energie gemeint ist (innere und kineti-
sche Energie). Nun kénnte man p, % und e zu einem (d+2)-dimensionalen Zustandsvektor
zusammenfassen. Wir erkennen also bereits, dass wir es mit einem System von Gleichun-
gen (im Gegensatz zu einer skalaren Gleichung wie bislang) zu tun haben. Insbesondere hat
man bei Systemen oftmals die Schwierigkeit, dass die einzelnen Komponenten teilweise
untereinander auf komplizierte Art gekoppelt sind.

Anstelle von p, @ und e betrachtet man zweckmaéfBigerweise folgenden Vektor

p
U=U(t,z):=| pi | e R (1.52)

pe
wobei pt = p(t, z) t(t, x) die Massenstromdichte, also den Impuls pro Volumeneinheit, und

pe = p(t, z) e(t, z) die Gesamtenergiemenge pro Volumen bezeichnet. Der Vektor U wird als
Zustandsvektor bezeichnet. Mit dem Kronecker-Delta fiir i, j € N

1, fallsi=j
5ij = { e (1.53)
0, sonst,
seie; := (61,i,...,0a,4)" = (0,...,0,1,0,...,0)T der i-te kanonische Einheitsvektor und

damit definieren wir

— — — pu,L
Fi=Fi(U) = | (pu))u+pe [,
u; (pe + p)
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wobei p = p(t,z) der Druck des Fluids ist. Die Vektoren F; modellieren die konvektiven
Terme. Die diffusiven Terme werden durch folgenden Vektor dargestellt
0
Gi = GL(U ) = _Fi ;
— Tyt

wobei 7 = 7(@) = (7j,i)i,j=1,...,a, Mit 75 ; := N( L4 g aul ) — 6;,i2p div @ der viskose Span-
nungstensor ist und 7; der i-te Zeilenvektor. Welterhm bezeichnet p € RT die dynamische

Zahigkeit und ¢ = (q1, ..., qa)”, 4 = A5 9T den Wiirmestrom mit der Temperatur T und
der Wirmeleitfihigkeit X. Damit lauten die (kompre551blen) Navier-Stokes-Gleichungen

d d

. 9 = - 0 = -

U+ a:EiE(U)JFE 5 Gil) =0, (1.54)
i=1 i=1

Aufgrund der Abhingigkeit der konvektiven Fliisse F; von U handelt es sich um ein nicht-
lineares System partieller Differenzialgleichungen.

Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Falls die Dichte p beztiglich Raum und Zeit konstant ist, p = p(t,x) = const, nennt man
das Fluid inkompressibel. Streng genommen existieren inkompressible Fluide in der Natur
nicht, aber z.B. bei Wasser oder Luft mit geringer Geschwindigkeit kann man ohne grofie
Fehler von einer konstanten Dichte ausgehen. Bei konstanter Dichte vereinfacht sich die
erste Komponente in (1.54), also p; + div(p@) = 0, die so genannte Kontinuititsgleichung,
zZu

diva = 0. (1.55)
Man kann dann weiter nachrechnen, dass sich die tibrigen Gleichungen vereinfachen zu
piis+p(@-V)i—nAi+Vp=f. (1.56)

Hier versteht man den Laplace-Operator komponentenweise, A4 = (Auy,..., Aud)T,
und die Abktirzung der konvektiven Terme bedeutet

)
)

Wir erhalten also d Gleichungen in (1.56) und eine Gleichung in (1.55) fiir die d + 1 Unbe-
kannten # und p. Beide Gleichungen zusammen, also (1.55, 1.56)

piy —nAi+p(i-V)i+Vp = f,

1.57
div @ = 0, (1.57)

heifsen die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Fluide. In der Form (1.57) nennt

man die Gleichungen auch instationidr. Wenn die Geschwindigkeit zeitlich konstant ist,
verschwindet die Ableitung nach der Zeit und wir erhalten die stationiren Navier-Stokes-
Gleichungen

—VAG+ (@-V)i+Vp = f

1.58
div @ = 0, (1.58)
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fiir die Unbekannten @ = (), p = p(z) und die rechte Seite f = f(x). Die GroRe
v = np~ ! heidt kinematische Viskositit und wird oft mit dem Inversen der Reynolds-Zahl
identifiziert: v = Re™"'. Die Reynolds-Zahl driickt das Verhiltnis von Trégheits- und Z&-
higkeitskraften aus.

Obwohl die Navier-Stokes-Gleichungen ,nur” eine quadratische Nichtlinearitit in dem
Term (u- V)i besitzen und die Kopplung durch die Nebenbedingung div @ = 0 der Inkom-
pressibilitdt scheinbar schwach ist, ist die mathematische Theorie dufierst schwierig. Die
Navier-Stokes-Gleichungen gehtren zu den sieben so genannten Millennium-Problemen,
ftir deren Losung das Claymath-Institut jeweils 1 Mio. US$ ausgesetzt hat [18]. Bei den in-
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ist selbst der Beweis einer lokalen Losung fiir
beliebig kurze Zeiten ein offenes Problem.

1.7.5* Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen bestehen aus einem System von vier Gleichungen und bilden
die Grundlage der Elektrodynamik und der theoretischen Elektrotechnik. Diese vier Glei-
chungen beschreiben die Erzeugung von elektrischen und magnetischen Feldern durch
Ladungen und Strome sowie die Wechselwirkung zwischen diesen beiden Feldern. Dabei
werden elektrische und magnetische Felder als instationdr (also zeitabhingig) angesehen
und die zeitliche Wechselwirkung modelliert.

Die wesentliche wissenschaftliche Leistung von Maxwell bestand darin, dass er eine ein-
heitliche Theorie schaffte, die folgende Gesetze vereinigte:

das Ampere’sche Gesetz (elektrodynamisches Gesetz),

das Faraday’sche Gesetz (magnetodynamisches Gesetz),

das Gaufd’sche Gesetz (elektrostatisches Gesetz) und

das magnetostatische Gesetz.

Um die Konsistenz mit der Kontinuitatsgleichung der Elektrodynamik p; + V - j = 0 mit
der Stromdichte j = j(t,z) = (j1,j2,j3)" zu erhalten, fiigte Maxwell den Maxwell’schen
Verschiebungsstrom als zusétzlichen Term zum Ampeére’schen Gesetz hinzu. Wir erken-
nen die Analogie zur Kontinuitatsgleichung der Strémungsmechanik, bei der anstelle von
J der Ausdruck pu steht. Typischerweise werden Vektorfelder in der Elektrodynamik fett-
gedruckt, in der Stromungsmechanik hingegen mit einem Pfeil gekennzeichnet.

Wir beschreiben nun die Gleichungen im Einzelnen. Wir bezeichnen mit £ = E(t,z) =
(F1, B2, E3)T die elektrische Feldstirke und mit B = B(t,z) = (Bi, B2, B3)T die magneti-
sche Feldstirke sowie mit p die Ladungsdichte, die eine gegebene Konstante ist. Damit lauten
die vier Gleichungen:

Bi+rot E=0 (magnetodynamisches Gesetz, Faraday) (1.59a)
divE =4mp (elektrostatisches Gesetz, Gaufd) (1.59b)
E:—rot B=—4nj (elektrodynamisches Gesetz, Ampere) (1.59¢)
divB =0 (magnetostatisches Gesetz) (1.594d)

Zusammen sind dies die Maxwell-Gleichungen. Hierbei bedeutet rot E := V x E, also

9 s
Oxo E3 = Dz E2
_ 9 _ 9 p
rot £ = B3 E B Es
Io) 9
dxq E, — Oz Ey.
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Offenbar handelt es sich bei (1.59) um ein gekoppeltes System linearer, instationdrer parti-
eller Differenzialgleichungen. Eine Besonderheit dieser Gleichungen ist das Auftreten der
Differenzialoperatoren div und rot bzw. deren Kombination.

1.7.6* Die Schrédinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung ist die wesentliche Grundgleichung der nichtrelativistischen
Quantenmechanik. Sie wurde im Jahr 1926 von Erwin Schrodinger (1887-1961) zuerst als
Wellengleichung aufgestellt. Fiir seine Arbeiten wurde Schrodinger 1933 mit dem Nobel-
preis fiir Physik ausgezeichnet. Die Losungen der Schrodinger-Gleichung werden auch
als Wellenfunktionen bezeichnet. Diese Wellenfunktionen beschreiben die raumliche und
zeitliche Entwicklung des Zustandes eines Quantensystems.

Die Schrodinger-Gleichung ist ein Postulat (dhnlich den Newton’schen Axiomen in der
klassischen Physik) und lésst sich deshalb nicht streng mathematisch herleiten. Die Glei-
chung wurde unter Berticksichtigung bestimmter physikalischer Grundprinzipien postu-
liert, wobei sich Schrodinger auf die bereits zu seiner Zeit bekannten quantenmechani-
schen Phanomene als neue Theorie stiitzte. Man findet dabei auch zahlreiche Parallelen
zur Optik.

Im Gegensatz zu allen bisher aufgetretenen Gleichungen ist die Schrodinger-Gleichung
komplexwertig, was sich aus der quantenmechanischen Herleitung ergibt. Die Gleichung
lautet fiir ein einzelnes Teilchen (etwa ein Elementarteilchen oder ein Atom) im Potential
V, dessen Zustand durch die Wellenfunktion ¢ beschrieben ist:

2
ih, = —zh—mmp V(L) . (1.60)

Hierbei ist i = /—1 die imginire Einheit,  die Planck’sche Konstante (auch Wirkungs-
quantum genannt, i = 6 626 - 10™3* Js) und m die Masse. Gesucht ist die komplexwertige
Wellenfunktion ¢ = ¥(¢,x) : Q x [0,7] — C. Die rechte Seite von (1.60) kann man auch
schreiben als

(f %A + V(t,a;)) o =: He

mit dem Hamilton-Operator H.

1.8 Klassifikation partieller Differenzialgleichungen

Wir hatten ja angekiindigt, dass wir versuchen wollen, partielle Differenzialglei-
chungen nach bestimmten Eigenschaften zu klassifizieren. Man kann zunéchst fol-
gende Eigenschaften verwenden, um Kategorien zu definieren:

1.) Dimension (bzgl. des Ortes)
2.) Ordnung der Gleichung (bzgl. Ort und Zeit)
3.) Algebraischer Typ der Gleichung

Wir werden etwas spéter (in Kapitel 2) noch eine weitere (zumindest fiir die ma-
thematische Untersuchung wichtigere) Klassifizierung kennen lernen. Dort ge-
ben wir in Tabelle 2.1 (Seite 51) auch eine Ubersicht iiber die vorgestellten partiel-
len Differenzialgleichungen und ordnen diese nach den hier genannten Kriterien.
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1.) Dimension

Diese Kategorie ist klar, oft aber auch nicht sonderlich aussagekréftig. Allerdings
gibt es sehr wohl partielle Differenzialgleichungen, deren Verhalten stark von der
jeweiligen Raumdimension abhangt.

2.) Ordnung der Gleichung

Die Ordnung einer partiellen Differenzialgleichung ist die hochste auftretende
Ableitung. Diese kann nattirlich fiir die unterschiedlichen Variablen (z.B. Ort und
Zeit) verschieden sein. So ist die viskose Burgers-Gleichung von zweiter Ord-
nung im Raum (wegen ¢ u,,) und von erster Ordnung in der Zeit.

3.) Algebraischer Typ der Gleichung

Damit ist zunéchst die Unterscheidung in lineare und nichtlineare Gleichungen
gemeint. Dabei bedeutet linear, dass die Gleichung(en) in der/den Unbekannten
linear ist. Dies ist also eine rein algebraische Eigenschaft der Gleichung(en). Bei
nichtlinearen Gleichungen unterteilt man diese typischerweise ([26]) weiter in

e Semilineare Gleichungen:
Dies bedeutet, dass die Gleichung linear in der hochsten auftretenden Ablei-
tung ist, also bei Ordnung k folgende Form hat:

Z ao(z) DU+ ag(D*u,. .., Du,u,z) =0,

| =F
wobei a = (ay,...,aq)T € N? ein Multiindex mit |a| := a; + -+ + ag ist,
2 € R4 und Doy := —2%u _ die entsprechende Ableitung bezeichnet. Al-

9z -9z
le oben vorgestellten Gleichlingen mit Ausnahme von Minimalfldchenglei-
chung und Monge-Ampeére-Gleichung sind semilinear.
e Quasi-lineare Gleichungen:
Eine partielle Differenzialgleichung mit variablen Koeffizienten, die von der
Verédnderlichen und von Ableitungen der Losung bis zu einem Grad weniger
als die maximale Ordnung abhidngen, nennt man quasi-linear, wenn ansons-
ten die Gleichung in der hochsten auftretenden Ableitung linear ist. Diese
Gleichungen sind also bei Ordnung & von der Form
Z ao(D¥ Y, ... Du,u,z) D®u+ ag(D* u,..., Du,u,z) = 0.
|| =k
Alle oben vorgestellten Gleichungen aufier der Monge-Ampeére-Gleichung
sind quasi-linear. Die Minimalflichengleichung ist quasi-linear, aber nicht se-
milinear.
e Voll nichtlineare Gleichungen:
Alle Terme in der hochsten auftretenden Ableitung treten nichtlinear auf. Die
Monge-Ampere-Gleichung ist ein Beispiel einer solchen voll nichtlinearen
(hier quadratischen) Gleichung.

1.9* Kommentare zu Kapitel 1

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) gilt als der Pionier der Modellierung physikalischer
Phénomene durch partielle Differenzialgleichungen. Sein erster Beitrag Réflexions sur la
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cause générale des vents erhielt den Preis der preuflischen Akademie 1747. Die physikali-
schen Annahmen in dieser Arbeit waren jedoch relativ unrealistisch und fithrten zu einem
Disput. Im gleichen Jahr leitete d’Alembert aus den Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen die Wellengleichung her, um die schwingende Saite zu beschreiben. Seine sehr ele-
gante und physikalisch treffende Herleitung haben wir im Text dargestellt. Wir verweisen
auf [32, Seite 441-449] was die interessante Geschichte dieses Problems betrifft, das ent-
scheidend zu unserem heutigen Verstindnis von Funktionen beigetragen hat. Tatsachlich
ist jede stetige Anfangsposition der Saite physikalisch sinnvoll und wir werden spéter se-
hen, dass es eine eindeutige Losung gibt (siehe Abschnitt 3.1.2). In diesem Beispiel sind es
physikalische Griinde, die den Begriff der schwachen Losung erfordern, siehe Aufgabe 5.13.
D’Alembert wurde auch durch eine ganz andere Taitigkeit bekannt: Zusammen mit Denis
Diderot gab er 1751 die wohl bertihmteste frithe Enzyklopédie heraus, die mit insgesamt
35 Banden 1780 vollstandig war.

Das Studium der Warmeausbreitung geht auf Fourier zuriick, der im Ubrigen in seinem
bahnbrechenden Werk Analytische Theorie der Wiirme 1822 auch den Begriff des Treibhaus-
effektes (I'effet de serre) schuf. Fourier nahm an Napoleons Agyptenfeldzug teil und wur-
de dort Sekretdr des Institut d’Egypte. Nach seiner Riickkehr nach Frankreich ernannte
man Fourier 1802 zum Prafekten des Departement Isére. Er bekleidete dieses Amt erfolg-
reich und sorgte z.B. fiir die Trockenlegung von Stimpfen. Ab 1815 lebte Fourier wieder in
Paris und wurde 1817 Sekretédr der Académie des sciences.

Als Begriinder der Finanzmathematik gilt heute Louis Bachelier (1870-1946), der im Jahr
1900 bei Henri Poincaré mit dem Thema Théorie de la Spéculation promovierte. Er war seiner
Zeit voraus und arbeitete mit der Brown’schen Bewegung (fiinf Jahre vor Albert Einstein
und 23 Jahre vor Nobert Wieners rigorosem Beweis). Ferner gab er eine Preisformel fiir
Optionen 73 Jahre vor der beriihmten Black-Scholes-Formel an. Sein Buch Le Jeu, la chance
et le hasard von 1914 war sehr erfolgreich, aber seine eigentliche Arbeit blieb lange uner-
kannt. Nach mehreren akademischen Stellen in Paris, Dijon und Rennes war Bachelier von
1927 bis zu seiner Emeritierung Professor in Besangon (Franche-Comté).

1.10 Aufgaben

Aufgabe 1.1. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir den in Abbildung 1.7
dargestellten ungedampften Zweimassenschwinger her. Stellen Sie dazu jeweils
die Kréftebilanz beziiglich der einzelnen Massen auf.

Hinweis: Benutzen Sie das Hooke’sche Gesetz: Wird eine Feder durch eine Kraft
gedehnt, so ist ihre Liangendnderung proportional zur Grofie der angreifenden
Kraft: F' = k s (s: Lingendnderung, k: Federkonstante).

Aufgabe 1.2. Die Auslenkung u einer schwingenden Saite sei durch ein Hinder-
nis beschrankt, u > g. Geben Sie die entsprechende Differenzial-Ungleichung
an. Betrachten Sie dazu analog zur Herleitung der Wellengleichung die vertikale
Auslenkung S(z) und formulieren Sie die punktweise Beschrankung durch das
Hindernis.

Aufgabe 1.3. Gegeben sei ein Fluid mit der Dichte p(t,z) und dem Geschwin-
digkeitsfeld (t, z). Leiten Sie aus physikalischen Gesetzen die Kontinuitétsglei-
chung p; + div(pt) = 0 her. Hinweis: Verwenden Sie das Prinzip der Masseerhal-
tung und den Gaufd’schen Integralsatz.
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Abbildung 1.7. Zweimassenschwinger mit Massen m1, mz, Dampfungen ci, ¢z, Federun-
gen k1, k2 und dueren Anregungen F1(t), F2(t). Gesucht sind die vertikalen Auslenkun-
gen si(t), s2(t).

Aufgabe 1.4. Bestimmen Sie fiir u; = g, + u alle Losungen der Form u(t,z) =
@(x — ct) (so genannte travelling waves).

Aufgabe 1.5. Leiten Sie die Gleichung u + @*Ugrer = 0, a € R der Auslenkung
u(t, x) eines beidseitig aufliegenden Stabes der Lange ¢ her. Benutzen Sie dazu die
Beziehung () = % zwischen dem Kriimmungsmoment M und der Querkraft Q).
Die Beziehung zwischen M und der gesuchten vertikalen Auslenkung u lautet
M = —Elu,, mit dem Elastizititsmodul £ und dem Tragheitsmoment /. Diese

beiden Grofien gehen u.a. in die Konstante a ein.



2 Kategorisierung und
Charakteristiken

Wir haben die Herleitung einer ganzen Reihe von partiellen Differenzialgleichun-
gen aus Naturvorgdngen kennen gelernt. Aus der Vielfalt der Gleichungen kann
man bereits vermuten, dass es keine einheitliche mathematische Theorie und
keine einheitliche Losungsstrategie fiir partielle Differenzialgleichungen gibt. Es
stellt sich aber die Frage, ob man partielle Differenzialgleichungen in Kategorien
einteilen kann, fiir die man jeweils eine geschlossene Theorie entwickeln kann.

Wir stellen die Haupttypen elliptisch, parabolisch und hyperbolisch vor. In Kapitel 6
wird dann eine Methode entwickelt, um elliptische Gleichungen systematisch zu
untersuchen. Fiir parabolische und hyperbolische Gleichungen verwenden wir
zwar in Kapitel 8 jeweils die gleiche Methode (Trennung der Variablen bzw. Spek-
tralzerlegung); es wird sich aber herausstellen, dass diese Gleichungen sehr un-
terschiedliche Eigenschaften haben.

Fiir Gleichungen erster Ordnung gibt es eine generelle Losungsstrategie, die Me-
thode der Charakteristiken. Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Einfiihrung in
diese Methode. Thre Grundidee ist die Riickfiihrung auf eine gewohnliche Diffe-
renzialgleichung.

Ubersicht
2.1 Charakteristiken von AnfangswertproblemenaufR . . . ... ... ... 34
2.2 GleichungenzweiterOrdnung. . . . . . . . . . ... ... ... ..... 43
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2.4*  Gleichungen héherer Ordnungund Systeme . . . . . ... ... .... 48

25 Aufgaben . . . ... 49
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Notationen

Wir wollen folgende Bezeichnungen benutzen. Ist Q2 eine Teilmenge des R, so
bezeichnen wir mit C(£2) den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf .
Wenn 2 offen ist, so ist C'(2) der Raum der stetigen Funktionen u : Q — R,
die stetig partiell differenzierbar sind. Weiterhin ist C'(Q) der Raum der Funk-

tionen, deren partielle Ableitungen eine stetige Fortsetzung in C({2) besitzen. Die
partiellen Ableitungen von u € C*((2) bezeichnen wir mit 2% und behalten die

J —
Bezeichnungen fiir die stetigen Fortsetzungen bei, wenn u € C'(Q). Fiir eine of-
fene Menge Q2 C R? setzen wir

ou
200) — 1) . 4% 1 C_
C2(Q) == {ueC (@ 5, €CQ). 1,...,d},
womit fiir u € C%(Q) die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung #28% alle in
C(92) sind. Induktiv definieren wir weiter

ou
k+1 — 1 .27 k e >
CFHL(Q) ; {uec (@) 5 € @), 1,...,d}, k> 2.
Schlieflich ist C>° () := ,—, C*(Q) der Raum der unendlich oft differenzierba-
ren reellwertigen Funktionen auf Q. Wir definieren C*(Q) induktiv durch

CHHQ) = {ueC'(Q): 837“ cC*Q),j=1,...,d}
J
und C*(Q) := (;.cn C*(). Gelegentlich betrachten wir gemischte Riume der
Form C*(Q)NC(). Damit meinen wir die Menge derjenigen stetigen Funktionen
auf O, deren Einschrankung auf 2 in C*(Q) liegt. Ist u € C(2), so heif}t die Menge

supp u:={z € Q: u(z) A0} NN (2.1)

der Triger (engl. suport) von u. Die Menge 2 \ supp w ist die groite offene Teil-
menge von {2, auf der u verschwindet. Mit C,(12) bezeichnen wir den Raum der-
jenigen Funktionen v € C(Q), die einen kompakten Trager haben. Wir setzen
weiterhin C*(Q) := C.(Q) N C*(Q), k € NU {o0}.

2.1 Charakteristiken von Anfangswertproblemen auf R

In diesem Abschnitt erldutern wir die Methode der Charakteristiken in der ein-
fachsten Situation, namlich fiir lineare Gleichungen in zwei Variablen. Anhand
der Burgers-Gleichung geben wir einen kleinen Einblick in die viel komplizierte-
re nichtlineare Situation.

2.1.1 Homogene Probleme

Hier betrachten wir zunichst Probleme auf [0, 7] xR, T > 0, d.h., die Zeitvariable
t liegtin [0, T] und der Ortsraum ist eindimensional. Der Anfangswertu, : R — R
ist also eine Funktion auf R.
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Wir beginnen mit der homogenen partiellen Differenzialgleichung erster Ord-
nung

ue(t, ) + a(t,x) u.(t, z) = 0, zeR,te(0,T), (2.2a)
u(0,z) = uop(z), z €R, (2.2b)

fur T > 0. Es handelt sich um ein Anfangswertproblem oder Cauchy-Problem. Vor-
gegeben ist der Anfangswert ug : R — R, eine stetige Funktion. Die partielle Dif-
ferenzialgleichung (2.2a) ist von erster Ordnung und hat einen variablen Koeffi-
zienten a = a(t, z). Dies ist eine vorgegebene Funktion a : R x R — R, die wir als
stetig differenzierbar voraussetzen wollen. Wir vergessen zunéchst die Anfangs-
bedingung (2.2b) und betrachten nur die partielle Differenzialgleichung (2.2a).
Die Grundidee besteht darin, Kurven im Zeit-Orts-Raum R x R zu suchen, auf
denen jede Losung von (2.2a) konstant ist. Eine solche Kurve nennt man Charak-
teristik der Gleichung (2.2a), vgl. Abbildung 2.1.

t

Zo

Abbildung 2.1. Charakteristik. Die Losung u(t,v(¢)) ist konstant mit dem Wert uo(zo).

Wir machen dazu folgenden Ansatz. Sei I' : J — R? eine Kurve der Form I'(s) =
(s,7(s)), wobei J C R ein offenes Intervall und v € C*(J) ist. Damit ist ' genau
dann eine Charakteristik, wenn

0= d%“(& () = ue(s, 7(s)) +¥(s)ua(s, 7(s))

fiir alle s € J und fiir jede Losung u gilt. Also ist I' eine Charakteristik, falls v die
gewohnliche Differenzialgleichung

Y(s) = als,7(s)), s €, (2.3)

erftillt. Wir wollen nun versuchen, mit Hilfe einer Losung dieser Differenzial-
gleichung das Anfangswertproblem (2.2) zu untersuchen. Nehmen wir an, dass
u € C([0,T] x R) eine Losung von (2.2) ist. Wir wollen u(t,z) fiirein 0 < ¢t < T
und ein z € R bestimmen. Nach dem Satz von Picard-Lindelof [3, (7.6)] hat die
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gewohnliche Differenzialgleichung (2.3) genau eine maximale Losung v € C*(.J)
mit

V() =z (2.4)

Hier ist J C R ein offenes Intervall mit ¢ als innerem Punkt. Die Maximalitat
von J bedeutet, dass lim,_, 4 |y(s)| = oo, falls J = (a, b) mit a > —oc (also einem
endlichen linken Randpunkt) und analog fiir einen endlichen rechten Randpunkt
b.Ist 0 € J (was nicht immer der Fall ist, siehe Beispiel 2.5), so wissen wir, dass

u(t, ©) = u(tyy (1) = u(0,7(0)) = uo(v(0)).

In diesem Fall haben wir also u(¢, ) durch die Losung des Anfangswertproblems
(2.3), (2.4) (es ist eigentlich eher ein Endwertproblem) bestimmt. Wir wollen dies
als Satz formulieren.

Satz 2.1. Seiuw € C1([0,T] x R) eine Losung von (2.2) und v € C*|0,t] eine Losung
von (2.3), (2.4) fiir ein (t,x) € (0,T] x R. Dann gilt

u(t, ) = uo(v(0))
und w ist entlang der Charakteristik T konstant. O

Falls wir also wissen, dass fiir alle = eine Losung von (2.3), (2.4) auf [0, T] existiert,
dann kénnen wir schlieflen, dass (2.2) hochstens eine Losung besitzt. Dies ist z.B.
der Fall, wenn ein L > 0 existiert, so dass |a(s,z)| < L(1 + |z|) furallex € R, s €
[0,T7] (siehe Aufgabe 2.7). Im Allgemeinen kann (2.2) jedoch mehrere Losungen
zu einem Anfangswert haben (siehe Beispiel 2.5). In jedem Fall liefert nun das
Anfangswertproblem (2.3), (2.4) eine Strategie zum Ermitteln von Losungen. Man
nennt sie die Methode der Charakteristiken. Wir betrachten nun einige Beispiele.

Beispiel 2.2 (Lineare Transportgleichung). Das Anfangswertproblem fiir die li-
neare Transportgleichung ist gegeben durch

ug +au, = 0, reR, t>0,
U(O,ZL’) = UO(x)v M Ra

also (2.2) mit konstantem Koeffizient a = const. In diesem Fall wird die gewohn-
liche Differenzialgleichung (2.3) zu (s) = a. Ihre Lésungen v € C'(R) haben die
Form «y(s) = c+as, s € R, wobei ¢ € R. Also sind diese Geraden hier Charakteris-
tiken, vgl. Abbildung 2.2.

Seinun = € R, ¢ > 0. Die Gerade durch (z,t) lautet v(s) = ¢t + a(s — x), s € R.
Nach Satz 2.1 gilt damit u(t, z) = ug(7(0)) = ug(z—at). Falls ug € C*(R), so priift
man leicht nach, dass diese Formel eine Losung der linearen Transportgleichung
definiert. Wir haben also mit Hilfe der Charakteristik Existenz und Eindeutigkeit
bewiesen. A

Charakteristiken konnen uns auch die Bedeutung der Wahl der Anfangs- und
Randwerte erkldren, um Existenz und Eindeutigkeit einer partiellen Differenzi-
algleichung zu erhalten. Wir beschrdanken uns zunéchst auf Gleichungen erster
Ordnung und betrachten die Transportgleichung, diesmal jedoch auf einem In-
tervall im Ort, also einem Rechteck im Zeit-Orts-Raum.
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c+at

Abbildung 2.2. Bei der linearen Transportgleichung sind die Charakteristiken Geraden.

Beispiel 2.3. Wir suchen die Losungen v € C'([0,7] x [0,1]), v = u(t,x) der
Gleichung

up + 2T u, = 0. (2.5)

Ist (t,x) € (0,T) x (0,1), so ist eine Charakteristik durch den Punkt (¢, z) gegeben
durch v(s) = = — 2T(t — s), s € R. Diese Gerade durchstofit zwei Seiten des
Rechtecks [0, T] x [0,1], vgl. Abbildung 2.3. Ist u eine Losung von (2.5), so nimmt
sie an beiden DurchstofSpunkten denselben Wert an. Damit wird ersichtlich, wo
man welche Randbedingungen auf dem Rechteck stellen kann, um Existenz und
Eindeutigkeit der Losungen zu erhalten. Beispielsweise kann man Bedingungen
auf {(0,2) : 0 <z <1} und {(¢,0) : 0 < ¢ < T} stellen. Dann hat tatsdchlich jede
Charakteristik genau einen Schnittpunkt mit diesem Rand. Im Nullpunkt miissen
diese Bedingungen mit der Differenzialgleichung vertriglich sein. Zum Beispiel
kann man Folgendes leicht zeigen: Seien g € C*[0,1] und h € C'[0,T] mit g(0) =
h(0) und h/(0) = —2T'¢’'(0). Dann gibt es genau eine Lésung u € C'*([0, 7] x [0,1])
von (2.5) derart, dass u(0,z) = g(z), € [0,1] und u(¢,0) = h(t), t € [0,T], siche
Aufgabe 2.6. A

1 x

Abbildung 2.3. Charakteristiken ~y(s) = 2T's + (z — 2T't) fur (2.5).
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Beispiel 2.4 (Transportgleichung mit variablen Koeffizienten). Als zweites Bei-
spiel betrachten wir das Problem

ur +xu, = 0, zeR, t>0,
U(O,.T) = UO(x)a T e Rv

also (2.2) mit a(t,z) = z. Die gewdhnliche Differenzialgleichung fiir die Cha-
rakteristik lautet also 4(s) = ~v(s), s € R, mit der Losung ~(s) = ce®. Will
man nun die Losung der partiellen Differenzialgleichung im Punkt (¢, z) bestim-
men, so bestimmt man diejenige Charakteristik, die durch diesen Punkt verlduft,
also © = ce' und damit y(s) = xe 'e®. Daraus ergibt sich v(0) = ze~! und
u(t,z) = up(ze ). Man priift leicht nach, dass diese Formel auch die Losung
angibt. Die Charakteristiken (s, ze®™") sind hier also keine Geraden wie oben,
sondern haben die Form wie in Abbildung 2.4 gezeigt. A

x

Abbildung 2.4. Krummlinig verlaufende Charakteristiken bei der Transportgleichung mit
variablen Koeffizienten.

Die Charakteristiken ermoglichen in diesem Fall auch eine physikalische Inter-
pretation. Man kann sagen, dass die Anfangsdaten entlang der Charakteristiken
transportiert werden. Dies bedeutet, dass zumindest bei reinen Transportvorgan-
gen (d.h. Konvektion und keine Diffusion) die Anfangsdaten die Losung bereits
vollstindig bestimmen. Wie bereits angekiindigt, geben wir nun ein Besipiel an,
bei dem die Eindeutigkeit der Losung verletzt ist.

Beispiel 2.5. Sei uy € C!(R), d.h., up : R — R ist stetig differenzierbar und
verschwindet auferhalb einer beschrénkten Menge. Gesucht ist u € C((0, 00) x
R) N C([0,00) x R) mit

ug(t, r) = x2u,(t, ), t>0, z€R, (2.6a)
u(0,x) = uo(x), z € R. (2.6b)
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Wir wollen die Methode der Charakteristiken verwenden. Zu (¢, z) € (0,00) x R
miissen wir also das Problem 4(s) = —7(s)?, s € R, y(t) = z losen. Die Lésung
lautet v(s) = (s —t + 1)~!, wenn = # 0, und v = 0, wenn z = 0, mit maximalem
Losungsintervall

(t—%,oo), wenn x > 0,
J=4¢ (-o0,t—1), wenn z <0,
R, wenn z = 0.

Damit ist 0 € J genau dann, wenn = < 1. In diesem Fall ist

1—at

ult,0) = ult, 1) = u(0.9(0) = uar(0) = o ().

Damit gibt es hochstens eine Losung im Gebiet G := {(t,z) : t > 0,z < 1}, vgl.
Abbildung 2.5.

Abbildung 2.5. Gebiet G := {(t,z) : t > 0,z < 1}.

Definieren wir umgekehrt

ult, ) = uo <

fi 1

11— xt) ur r < .

soist u € C1(G) mit limgjou(t,z) = ug(x) fiir alle z € R. Ferner ist u(t,z) =
0 in einer Umgebung der Kurve A = {(¢,}) : ¢ > 0}, da uo auferhalb einer
beschrédnkten Menge verschwindet. Man sieht leicht, dass dieses u die Gleichung
(2.6a) in G 16st. Ist nun u; € C}(R) eine beliebige Funktion und setzen wir

T 1
4 = — | fur ¢ -
u(t, x) u1<1_$t) ur t >0, :v>t

sowie u(t,z) := 0 fiirt > 0 und z = 1, so 16st u das Anfangswertproblem (2.6).
Also ist die Eindeutigkeit hier verletzt. A
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2.1.2 Inhomogene Probleme

Nun betrachten wir das inhomogene Problem
ug +a(t,r)uy =b(t,x), r € R, t >0, u(0,z)=up(z), z €R, (2.7)

mit einer gegebenen stetigen Funktion b : [0,00) x R — R. In diesem Beispiel
ist es nicht klar, wie man fiir b # 0 Kurven findet, auf denen alle Losungen
konstant sind. Es stellt sich aber heraus, dass es Kurven gibt, auf denen die Lo-
sung einer gewohnlichen Differenzialgleichung gentigt. Wir nennen in diesem
Abschnitt auch eine solche Kurve Charakteristik. Dazu betrachten wir wiederum
die gewohnliche Differenzialgleichung

i(s) = als,4(s)), s €R. 2.8)
Satz 2.6. Sei u € C'((0,00) x R) N C([0,00) x R) eine Lisung von (2.7). Sei t > 0,
x € Rund sei v € C0,t] eine Losung von (2.8) mit v(t) = x. Dann gilt

t
u(t.) = un(1(0) + [ b(s,2(5) s,
0
Beweis: Mit der Kettenregel, (2.8) und (2.7) gilt fiir s € [0, ¢]

%U(S, V(s)) = wils,7(s)) +ua(s, v(s)) ¥(s)

= u(s,7(s)) +als,7(s)) ux(s, 7(s)) = bls,7(s))-
Die Funktion ~ erfiillt also eine inhomogene lineare gewohnliche Differenzial-
gleichung erster Ordnung. Physikalisch kann man dies so interpretieren, dass
die Geschwindigkeit von u entlang der Charakteristik gleich der dufieren Kraft
b ist. Da u(0,7(0)) = wuo(v(0)), folgt aus dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung

ut, ) = u(t, (1)) = uo(+(0)) + / b(s,~(s)) ds,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

In diesem Fall ist u entlang der Charakteristik nicht konstant, aber nach wie
vor ist u(t,v(t)) durch den Anfangswert u(0,7(0)) eindeutig (als Losung eines
Anfangswertproblems einer gewthnlichen Differenzialgleichung) bestimmt, falls
(2.8) eine Losung auf [0, ¢] ist.

Beispiel 2.7 (Inhomogene lineare Transportgleichung). Mit der speziellen Inho-
mogenitat b(t, z) = x betrachten wir die lineare Transportgleichung

up+u, =x, x€Rt>0, u(0,2) = up(z), zeR.

Wie im homogenen Fall erhalten wir die Charakteristiken y(s) = s+c. Sei (¢, z) €
(0,00) xR. Dann ist y(s) = #+ s—t die Charakteristik durch (¢, z). Damit erhalten
wir folgende Formel fiir eine Losung der partiellen Differenzialgleichung:

u(t, ) = up(y(0)) + /Ot v(s) ds = up(z —t) + t(a: — %)

Es handelt sich tatsdchlich um eine Lésung, wenn ug € C'(R). A
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2.1.3* Die Burgers-Gleichung

Offenbar sind allgemeine quasi-lineare Gleichungen von obigem Zugang so nicht abge-
deckt, weil der Koeffizient a bei quasi-linearen Gleichungen auch von der Lésung ab-
hingen kann. Zumindest fiir den Spezialfall der Burgers-Gleichung werden wir aber in
diesem Abschnitt Charakteristiken finden. Zur Erinnerung: Das Anfangswertproblem der
Burgers-Gleichung lautet

us +uue =0, u(0,z) = uo(z).

Wir verwenden formal den gleichen Ansatz wie bei den linearen Gleichungen. Sei also
u € C'([0,00) x R) eine Losung der Burgers-Gleichung und sei (¢,7) € (0,00) x R. Wir
betrachten analog zu oben die Differenzialgleichung

Y(s) = uls,7(s), () ==, (29)

da die rechte Seite von (2.9) hier der Koeffizient vor u, ist. Nun konnen wir diese Glei-
chung natiirlich so nicht 16sen, weil sie die unbekannte Losung « der Burgers-Gleichung
enthdlt (wir stellen uns ja hier auf den Standpunkt, dass wir v bestimmen wollen und
nicht kennen). Wir brauchen also eine weitere Bedingung. Diese zweite Gleichung ergibt
sich aus der Burgers-Gleichung selber:

F(s) = ut + Y(8)ue = ur + vuz = 0.

Dies bedeutet, dass die Charakteristiken durch (¢, z) in diesem Fall wieder Geraden sind,
und es gilt v(s) = Y(t)(s — t) + « = u(t, z)(s — t) + =. Damit existiert die Losung von (2.9)
fur alle s > 0. Wegen

d .
Eu(s,’y(s)) = us + Y(8)ue = us + uuy =0

ist u wiederum entlang der Charakteristik (s,~(s)) konstant, also gilt insbesondere

u(t, ) = u(t,y(t)) = u(0,7(0)) = uo(v(0)) = uo(z — tu(t, z)).

Dies ist eine implizite Gleichung fiir u.

Wir wollen nun einen wichtigen Spezialfall fiir die Anfangsfunktion uo ndher untersu-
chen, namlich den Fall, dass uo linear ist, d.h. uo(z) = az, @ € R, a # 0. Nach den obigen
Uberlegungen erhalten wir u(t,r) = az — atu(t,z), also fir die Lésung der Burgers-
Gleichung

azx

1+at’
Man kann leicht nachrechnen, dass (2.10) tatsdchlich eine Losung ist. Nun sei G :=

{(t,z) : t >0, z € R, u(t,z) = c}, wobei u die Form (2.10) hat. Dann unterscheiden
wir zwei Félle.

u(t,z) = (2.10)

Fall1: o > 0. Dieser Fall bedeutet wegen (2.10) und 1 + at > 0, dass u(¢, z) das gleiche
Vorzeichen wie z besitzt, und die Niveaulinien G. haben die Form

1
t=2_ 2
C 0%

die Charakteristiken sehen also aus wie in Abbildung 2.6 dargestellt. Offenbar wird der
Strom ,,verdiinnt”, man spricht von einer Verdiinnungswelle. In diesem Fall ist die Losung
eindeutig.
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Abbildung 2.6. Verdiinnungswelle bei der Burgers-Gleichung.

Fall 2: « < 0.In diesem Fall kann der Nenner in (2.10) null werden, und zwar fiir ¢t =
|a|~". Also laufen die Charakteristiken G im Punkt (0, |71\) zusammen, wie in Abbildung
2.7 dargestellt. Dies bedeutet, dass Teilchen mit unterschiedlicher (Anfangs-)Geschwindig-
keit zum Zeitpunkt |a| ™! aufeinandertreffen. Die so entstehende Unstetigkeit nennt man
einen Schock oder auch Implosion, da die Losung hier zusammenbricht.

t

Bl

Abbildung 2.7. Bei der Burgers-Gleichung tritt fiir « < 0 ein Schock auf, die Losung in
(Ja|™*, 0) wird unstetig bei nichtkonstanten Anfangswerten.

Diese beiden obigen Phianomene, Schock und Verdiinnungwelle, treten bei einer ganzen
Klasse von nichtlinearen partiellen Differenzialgleichungen, den so genannten nichtlinea-
ren hyperbolischen Gleichungen, auf. Dieses einfache Beispiel und die obige Bemerkung
mogen bereits einen Eindruck vermitteln, warum die Untersuchung derartiger Gleichun-
gen so schwierig ist. Wir werden dies in diesem Buch nicht weiter vertiefen.
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2.2 Gleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten nun lineare partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung.
Deren allgemeine Form lautet

d d
E Qjj Uy + E Qi Ug, + aou = f, (2.11)
i,j=1 i=1
fQCRY uy, = 2 = S0 mj R, 4,5 = 1,...,d und
au - s Uy 7= g, gy my = m,mlt aij,ai,a0 € R, 2,7 = 1,...,aun

einer Funktion f : ) — R. Wir betrachten Lésungen u € C?({2) von (2.11). Nach
dem Satz von Schwarz gilt u,, ., = s, »,- Demnach kénnen wir stets

aij = aji, ,j=1,....d, (2.12)

annehmen, indem wir andernfalls a; j durch £ (a; ; + a; ;) ersetzen. Man Klassifi-
ziert (2.11) nach dem Hauptteil

d
=) s, (2.13)
ij=1
und sieht oft Terme niederer (erster, nullter) Ordnung als Storung an.

Wir suchen ein Koordinatensystem, beztiglich dessen (2.11) eine moglichst einfa-
che Form annimmt. Dies fiihrt zu einer Klassifikation. Das gesuchte Koordinaten-
system werde mit £ = (&,...,&:)" bezeichnet und die Transformation habe die
Form ¢ = Br,z € Q C R?, mit B € R¥*? orthogonal. Ersetzen wir nun u € C?(2)
durch v(z) := u(B~'x), also u(z) = v(Bx) = v(£), so gilt

d

Ug, = E Ve bk, B = (bki)ki=1,....d,
=1

also

amz Z’” s’ amﬁx] ZZ’““agag

k=1+¢=1

Damit gilt fiir den Hauptteil

d d d
= i tae, = ) > bk aijbey | vee, = Av
4,5=1 k=1 \i,j=1

mit A := BABT. Offensichtlich wird der transformierte Hauptteil A besonders
einfach, wenn A eine Diagonalmatrix ist. Da A symmetrisch ist, kénnen wir A
diagonalisieren, und wir wéhlen B als die entsprechende orthogonale Transfor-
mation, so dass A = diag (A1,...,Aq¢). Dannsind Ay, ..., Aq gerade die Eigenwer-
te von A. Die Klassifikation ist besonders einfach fiir d = 2. Wir beschrdnken uns

zundchst auf diesen Fall. Dann hat A zwei reelle Eigenwerte A1, Ao. Wir nehmen
an, dass A # 0.
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Definition 2.8. Die Differenzialgleichung (2.11) mit d = 2 heift
(a) parabolisch, wenn ein Eigenwert von A null ist;
(b) elliptisch, wenn beide Eigenwerte das gleiche Vorzeichen besitzen, und

(c) hyperbolisch, talls A; und A verschiedene Vorzeichen haben. JAN

Mit A = (a;,5):,j=1,2 ergibt sich sofort folgende alternative Charakterisierung;:
Lemma 2.9. Fiir d = 2 ist (2.11) genau dann

(a) parabolisch, wenn det(A) = 0;

(b) hyperbolisch, wenn det(A) < 0;

(c) elliptisch, wenn det(A) > 0.

Beweis: Fiir die Eigenwerte A von A gilt 0 = det(4 — A\I) = A? — (a1,1 + az2)A +
det(A), also A1 2 = %(au +ag2) + \/i(aLl + as,2)? — det(A), woraus sofort die
Behauptung folgt. O

Als Néchstes wollen wir fiir die drei Kategorien je eine Normalform, die reprasen-
tativ fiir die jeweilige Kategorie ist, angeben. Der Einfachheit halber sei (z,y) :=
(21, 22). Nach Durchfithrung der Koordinatentransformation hat also eine all-
gemeine lineare partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten in zwei Variablen (xz,y) die allgemeine Form

MUz + AoUyy + G1Uz + G2uy + aou = f.

Dabei sind A1, A2 die Eigenwerte von A. Sind A1, A2 # 0, so kann man || =
|A2] = 1 annehmen, indem man « durch w(z|A; \_1/2, y\)\2|_1/2) ersetzt. Nun se-

hen die Normalformen folgendermafien aus.

Parabolische Gleichungen: Da ein Eigenwert null (dies sei 0.B.d.A. ;) ist, lautet
die Normalform

Ugy + A1UL + A2Uy + QU = f

Um zu verhindern, dass sich diese Gleichung zu einer in y parametrisierten ge-
wohnlichen Differenzialgleichung in = reduziert, fordert man as # 0. Man kann
dies auch so ausdriicken, dass man verlangt, dass die Matrix (A, (a1,a2)T) €
R?*3 vollen Rang 2 besitzt. Offenbar ist die Warmeleitungsgleichung u; —ug, = f
(mit y = ¢t) parabolisch.

Hyperbolische Gleichungen: In diesem Fall besitzen die Eigenwerte verschiede-
ne Vorzeichen. Die Normalform lautet

Ugy — Uyy + A1Uz + a2y + apu = f.

Damit ist die Wellengleichung u++ — u,, = f hyperbolisch.
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Elliptische Gleichungen: Da beide Eigenwerte das gleiche Vorzeichen besitzen,
lautet die Normalform

Ugg + Uyy + Q1UL + a2uy + aou = f,

z.B. ist die Laplace-Gleichung uz, + uy, = f elliptisch.
Die Namen der Typen riihren daher, dass die Gleichung

« LY _ eine Parabel,
(051 (6]
2 2
« LY _ eine Hyperbel und
a1 (%)
2 2
o L Y~y eine Ellipse
a1 (%)

beschreibt, wenn «; > 0, ap > 0. Die Assoziation zu partiellen Differenzialglei-
chungen ist aber rein formal: Die drei Typen von Kurven haben keine Verbindung
mit den jeweiligen Typen von partiellen Differenzialgleichungen.

Natiirlich kénnen wir diesen Zugang sofort auf lineare partielle Differenzialglei-
chungen zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten im R? verallgemeinern,
indem wir obige Bedingungen in jedem Punkt = € R? fordern. Dann hingt aller-
dings der Typ vom Ort ab.

Nach der obigen Herleitung ist klar, dass diese Kategorisierung in Dimension
d = 2 vollstandig ist, d.h., eine lineare partielle Differenzialgleichung zweiter
Ordnung der Form (2.11) mit reellwertigen Koeffizienten ist entweder parabo-
lisch, hyperbolisch oder elliptisch, falls A # 0. Mit Hilfe der Eigenwerte kann
man die obige Kategorisierung auch fiir Gleichungen zweiter Ordnung im R?
mit d > 2, durchfiihren. Es wird sich jedoch zeigen, dass sie nicht mehr vollstan-
dig ist. Wir erinnern daran, dass eine symmetrische Matrix positiv definit heif3t,
wenn alle Eigenwerte positiv sind. Sind sie nicht negativ, so nennt man die Ma-
trix positiv semidefinit.

Definition 2.10. Gegeben sei die lineare partielle Differenzialgleichung

d d

=3 a0y @)ty (@) + S bil@) s, @) + ) ule) = £(x) (2.14)

i,j=1 i=1

mit Koeffizienten A(I) = (am(x))i,j:l,m,d S RdXd, so dass Qi 5 = Qji, b(SC) =

(bi(2))i=1....a € RYund ¢(x) € R, fiir * € Q C RY. Man nennt dann (2.14)

(a) elliptischin z € , falls A(x) oder —A(x) positiv definit ist;

(b) hyperbolischin x € Q, falls A(x) oder —A(x) genau einen negativen und (d—1)
positive Eigenwerte hat;

(c) parabolisch in x € , falls A(z) oder —A(z) positiv semidefinit, aber nicht
definit ist und die Matrix (A(x),b(z)) € R?(@+1) yollen Rang d besitzt. A
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Bemerkung 2.11. Man kann in Definition 2.10 Teil (c) auch ersetzen durch:
(¢’) parabolisch in z € ), falls A(z) genau einen Eigenwert hat, der 0 ist, und alle
anderen Eigenwerte das gleiche Vorzeichen haben.

Dies ist in der Tat dquivalent zu (c), denn falls A(z) oder —A(z) positiv semi-
definit, aber nicht definit ist, besitzen alle nicht verschwindenden Eigenwerte das
gleiche Vorzeichen. Weiterhin folgt aus dem vollen Rang von (A(z), b(x)), dass
nur ein Eigenwert verschwindet. Die umgekehrte Implikation ist trivial. A

Wir betrachten nun unsere obigen Beispiele.
Beispiel 2.12. Der Laplace-Operator im R? hat die Form
d_ g2 ]
Au(z) = ; 8—%2u(1;), xz € RY,

also gilt in (2.14) A(z) = diag(1,...,1). Da diese Matrix natiirlich positiv definit
ist, ist das Poisson-Problem bzw. die Laplace-Gleichung elliptisch. A

Beispiel 2.13. Nun betrachten wir die Wellengleichung uss — Au = f. Wir sehen
leicht, dass die Matrix A hier folgende Gestalt annimmt

und diese Matrix hat offensichtlich den einfachen Eigenwert (—1) und den d-
fachen Eigenwert 1. Man beachte, dass (t,z) € R?*1. Wir haben also eine Glei-
chung in d + 1 Dimensionen. Demnach ist die Wellengleichung im R?*! hyper-
bolisch.

Bemerkung 2.14. Eine Gleichung in Ort und Zeit der Form w; + Lu = f mit
einem elliptischen Differenzialoperator L zweiter Ordnung beztiglich des Ortes
x € Q C RY ist parabolisch. Ist insbesondere die Koeffizientenmatrix von L aus
(2.14) positiv definit, so handelt es sich um den wichtigsten Fall einer paraboli-
schen Gleichung.

Beweis: Es treten keine Terme der Form w und uy,, ¢ = 1,...,d, auf. Also hat A
die Form
0 0
_ J (d+1)x (d+1)
4 ( . ) R

mit der Koeffizientenmatrix A € R**¢ von L. Diese ist nach Voraussetzung po-
sitiv definit und somit ist A positiv semidefinit, aber nicht definit. Damit ist die
Gleichung parabolisch. ]

Beispiel 2.15. Die Warmeleitungsgleichung u; — Au = f ist parabolisch. A
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Bereits aus Definition 2.10 ist klar, dass die drei Kategorien im R4, d > 2, nicht
mehr vollstindig sind, da die Koeffizientenmatrix ein Spektrum besitzen kann,
das nicht in eine der drei Kategorien fallt. Manchmal findet man auch die Be-
zeichnung ultra-hyperbolisch, falls fiir die Eigenwerte A\, von A gilt: A, # 0, k =
1,...,d, und mindestens zwei Eigenwerte sind positiv und mindestens zwei sind
negativ.

Am Ende dieses Kapitels geben wir in Tabelle 2.1 (Seite 51) eine Ubersicht iiber
die vorgestellten partiellen Differenzialgleichungen und ordnen diese nach den
genannten Kriterien.

2.3* Nichtlineare Gleichungen zweiter Ordnung

Bislang haben wir lineare Gleichungen betrachtet. Nun verallgemeinern wir das obige
Konzept der Kategorisierung auf nichtlineare Gleichungen zweiter Ordnung. Zunéchst
schreiben wir eine nichtlineare partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung in der
Form

F(:CJL(I),UM (x)vuivi,icj (I)) = f(l‘), (215)

wobei hier z € Q C R? die Variable (dies kann Ort und Zeit sein), f : Q — R eine gegebene
rechte Seite und u : Q@ — R die gesuchte Losung ist. Also beschreibt (2.15) eine skalare
Gleichung ((2.15) ist eine Identitdt von reellen Zahlen, nicht von Vektoren). Die Gleichung
selber wird beschrieben durch die (nichtlineare) Funktion F : & x R x R? x R™¢ — R.
Man betrachtet dann die Funktion F' angewendet auf Variablen ¢ = (¢;)i—1,...a € R% und
p = (pij)i; € R¥*? also F(z,u,q,p), und definiert die Matrix

A(z) = A(u, ) == Fp (@, u(), Ua, (¥), Uz, z; (2)) (2.16)

4,5=1,...,d
fur z € ©, wobei wir folgende Abkiirzung verwenden: Fy(x,u,q,p) := E%F(ac,u7 a,p),
also der Gradient bzgl. der letzten d x d Variablen. Nun betrachtet man die Approximation
durch das lineare Taylor-Polynom von (2.15), d.h.

Vu(z)" A(z) Vu(z) + G(z,u, Vu) = f(z), (2.17)

und sagt, dass (2.15) in « € Q elliptisch (parabolisch, hyperbolisch) bzgl. u ist, falls (2.17)
diese Eigenschaft besitzt.

Beispiel 2.16". Wir betrachten nun als ein Beispiel die Monge-Ampeére-Gleichung in zwei
Raumdimensionen (mit den Variablen z und y), also uaa(z,y) uyy(z,y) — ui,(z,y) —
f(z,y) = 0. Falls u € C*(Q), kénnen wir die zweiten Ableitungen vertauschen. Also gilt
UpyUys = UsylUsy = Usy, und wir konnen die Funktion F' schreiben als F(z,y,u, g, p) =
P1,1 P2,2 — P1,2 P2,1- Damit erhalten wir

Fp(u;z,y) = ( fijﬁ;;y;) ;ii?g;/%) )

Wir benutzen das wohlbekannte Kriterium von Hurwitz (manchmal auch Sylvester-Krite-
rium genannt), um zu untersuchen, wann diese Matrix positiv definit ist. Dazu betrachten
wir die Haupt-Minoren. Diese lauten (von unten angefangen) u.. und det Fy,(u;z,y) =
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UzeUyy — UzyUye. Nun gilt aufgrund der Differenzialgleichung det Fy (u; , y) = Uzatyy —

UpyUye = Uzallyy — s, = f, und damit ist die Matrix F,(z, y) positiv definit, falls

Also ist die Monge-Ampere-Gleichung elliptisch in allen Punkten (z,y), in denen die Be-
dingung (2.18) erfiillt ist. Ist einer der Terme in (2.18) positiv oder negativ, der andere null,
dann ist die Gleichung dort parabolisch; ist einer positiv und einer negativ, dann ist sie
hyperbolisch. Wir haben also hier ein Beispiel, bei dem der Typ im Ort variabel ist und
auflerdem von der gesuchten Unbekannten u abhéngt. A

2.4 Gleichungen héherer Ordnung und Systeme

Bei Gleichungen erster Ordnung haben wir Kurven (¢, z(t)) gesucht, entlang derer die Lo-
sung konstant (oder zumindest durch ein Anfangswertproblem einer gew6hnlichen Diffe-
renzialgleichung bestimmt) ist. Bei Gleichungen zweiter Ordnung sucht man nach lokalen
Koordinatensystemen, die eine Reduktion auf eine Normalform zulassen. Es ist klar, dass
ein solcher Zugang mit steigender Ordnung immer komplizierter wird.

In einigen Fillen kann man aber auch Gleichungen hoherer Ordnung leicht reduzieren.
Als Beispiel betrachten wir die Plattengleichung A%u(x) = f(x), = € Q C R?. Mittels
v = (v1, v2) = (u, Au) wird diese Gleichung zu

V2 _ 0
ar-(3)=(5)
also zu einem System zweiter Ordnung. Ubertragen wir obige Definitionen analog auf
Systeme, dann ergibt sich daraus, dass die Plattengleichung elliptisch ist.

Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich in der Form
Ut — Au + G(Vu,u,p) = f

schreiben, sind also parabolisch. Die (quadratische) Nichtlinearitdt (u - V)u sorgt aber
sowohl analytisch als auch numerisch fiir erhebliche Schwierigkeiten. Bei der KdV-Glei-
chung gibt es keine so offensichtliche Reduktion. Die Maxwell-Gleichungen lassen sich
in Abhéngigkeit vom Gebiet auf ein parabolisches Problem reduzieren. Die Schrodinger-
Gleichung iht); = (—%A + V(t,x))y lasst sich mit der Darstellung ¢ = u + iv umschrei-
ben

2
ihuy — hoy = (—;—mA + V(t,x)) (u + v)

und damit in ein System

h(ﬂt>: 0 — A+ V() (u)
vt A V(L) 0 v

umschreiben. Die Koeffizientenmatrix des Hauptteils hat also die Form A = ( 70 A ,[4)1 )

mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix A. Also hat A komplexe Eigenwerte mit
verschiedenen Vorzeichen. Wenn wir in den obigen Definitionen komplexe Eigenwerte
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zuliefien, wire die Schrodinger-Gleichung hyperbolisch. Trotzdem wird die Schrédinger-
Gleichung in der Literatur eher selten hyperbolisch genannt. Dies liegt daran, dass man
bei hyperbolischen Gleichungen eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit hat, was fiir
die Schrodinger-Gleichung aber nicht gilt. Wir beschranken uns in diesem Buch auf die
Untersuchung der Standardtypen elliptisch, parabolisch und hyperbolisch.

2.5 Aufgaben

Aufgabe 2.1. Klassifizieren Sie folgende partielle Differenzialgleichungen im R?:
(@) (Oru(x))? + e®20qu(z) = sin(x1)
(b) O?u(x) + e*20u(x) = sin?(x)
(c) O?u(z) + exp(au(z)) = sin®(z)
Aufgabe 2.2. Man betrachte folgendes Problem:
—u(z) + =—u(z) = u(r)?, x € R? u(zy, —x1) =21, 1 € R.
Losen Sie diese Gleichung in einem geeigneten Bereich mit der Methode der Cha-
rakteristiken.

Aufgabe 2.3. Bestimmen und skizzieren Sie die Charakteristiken der partiellen
Differenzialgleichung (2z2 — 31)9y, 4 — 220,,u = 23(222 — 5z1) und bestimmen
Sie die Losung u(x1, z2) fiir die Anfangswerte u(z1,1) = z1 + 1.

Aufgabe 2.4. Bestimmen Sie den Typ der folgenden partiellen Differenzialglei-
chungen:

(a) —2ugz + Ugy + Uyy =0
(€) Yugy + 12ugy + 4uyy, =0

Aufgabe 2.5. Bestimmen Sie den Typ der partiellen Differenzialgleichung im R?

2 2 2

0
(z® — 1)@14 + meaxayu +(y? - 1)

8—y2u = JZ%U + ya—yu.

Aufgabe 2.6. Sei @ > 0 eine Konstante und seien g,h € C'[0,1] derart, dass
—ag’(0) = A'(0) und g(0) = h(0). Zeigen Sie, dass es genau ein u € C'*(]0,1] x [0,1])
gibt derart, dass

ut(t, ) + aug(t,z) = 0, t,xz € (0,1),
u(0,2) = g(z), x € [0,1],
u(t,0) = h(t), t € [0,1].

Benutzen Sie die Methode der Charakteristiken.
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Aufgabe 2.7. Seia : R x R — R stetig differenzierbar. Zu jedem 7" > 0 gebe es
ein L > 0 derart, dass |a(t, z)| < L(1 + |z|) fur ¢t € [0,T], z € R. Zeigen Sie, dass
es dann hochstens eine Losung von (2.2) gibt.

Anleitung: Benutzen Sie das Lemma von Gronwall: Ist y : («,t] — R stetig und
sind ¢, A > 0 derart, dass

o) < e [l s,

so gilt [y(s)] < ceMt=9), s € (a, t].

Aufgabe 2.8. Zeigen Sie, dass es keine Funktion u € C''((0, 00) x R) gibt, so dass
ug(t, r) = 22u,(t,z),t > 0, x € R, ltllIgl u(t,z) = sinx.

Aufgabe 2.9 (Trivialitdt der Charakteristiken fiir die Laplace-Gleichung). Bestim-

me die Kurven der Form T'(t) = (71 (t),v2(t)) mit 71,72 € C*[0,1], auf denen alle
Losungen der Laplace-Gleichung u, + u,, = 0 konstant sind.
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o
= w2 | 8
o g 1)

. o | B E | E oF
Gleichung Z | 80| A =
(Name und Formel)

Lineare Transportgleichung

up +cuy = f Iin |11 1| —
Burgers-Gleichung

Ut +uty = f nl 11 1| —
Viskose Burgers-Gleichung

Ut + UUy = EUgy sl 211 1 | parab.
Waérmeleitungsgleichung

u — Au = f lin | 2| 1| d| parab.
Wellengleichung

Uy — Au = f lin | 22| d]| hyperb.
Poisson-Gleichung

—Au=f lin | 2|0 | d] ellipt.
KdV-Gleichung

Ut — 6U Uy + Ugze =0 sl 311 1| —
Black-Scholes-Gleichung

Vi + 30252Vss + (r —6)SVs —rV =0 lin |1|2]| 1| parab.
Monge-Ampere-Gleichung

det(H(u)) = f vnl | 0| 2| d| vd.
Minimalfldchengleichung

(14 u)tge — 2UsgUyzy + (14 ud)uyy =0 qqp 20| 2| vd
Plattengleichung

A%y =f lin 4|0 d| ellipt.
Navier-Stokes-Gleichungen (inkompressibel)

Uy —p(i- V)i — pAd+Vp=f,divi=0 sl 2|1 d| parab.
Navier-Stokes-Gleichungen (kompressibel)

Uy + div E, (U) + div G, (U) = 0 ql |2 /1| d| hyperb.
Maxwell-Gleichungen

divB =0,B; +rot E =0,

divE = 47p, E; —rot B = —47) Iin |11 3 | parab.
Schrodinger-Gleichung

iRy = (— PA+ V(t,m))w lin |2 1|24 vd

Tabelle 2.1. Klassifizierung von partiellen Differenzialgleichungen (Algebr. Typ: Algebrai-
scher Typ, lin: linear, sl: semilinear, gl: quasi-linear, vnl: voll nichtlinear, vd.: wechselnder
oder anderer Typ).



3 Elementare
Losungsmethoden

In diesem Kapitel leiten wir fiir eine ganze Reihe von partiellen Differenzialglei-
chungen explizite Losungen her. Die hier betrachteten Gleichungen reprasentie-
ren interessante Modelle wie die schwingende Saite, die Warmeleitung oder die
Bewertung von Optionen. Dariiber hinaus sind es Prototypen von partiellen Dif-
ferenzialgleichungen, die wir in Kapitel 1 kennen gelernt haben. Explizit erarbei-
ten wir Losungen zu

— einer hyperbolischen Gleichung (der Wellengleichung auf einem Intervall),
— einer elliptischen Gleichung (der Laplace-Gleichung auf der Kreisscheibe),

— einer parabolischen Gleichung (der Warmeleitungsgleichung und auch der
Black-Scholes-Gleichung).

Diese Losungen illustrieren insbesondere, wie verschieden die drei Typen von
Gleichungen sich verhalten.

Die Hauptmethode dieses Kapitels beruht auf der Trennung der Variablen. Sie
fiihrt auf gewohnliche Differenzialgleichungen und liefert spezielle Losungen.
Fourier-Reihen (deren Grundeigenschaften wir in Abschnitt 3.2 herleiten) erlau-
ben es uns, Losungen zu tiberlagern und so vollstindige Existenz- und Eindeu-
tigkeitsaussagen fiir Anfangs-Randwertaufgaben zu beweisen. Dabei lernen wir
auch schon das Maximumprinzip als eine starke a priori-Abschdtzung kennen.
Schliefilich zeigen wir, wie man mit Hilfe von Integraltransformationen wie der
Fourier- und Laplace-Transformation in einigen Fallen explizite Losungsformeln
herleiten kann.

Ubersicht
3.1 Die eindimensionale Wellengleichung . . . . .. ... ... ....... 54
3.2 Fourier-Reihen . . . . . ... 58
3.3 Dielaplace-Gleichung . . . . . ... ... .. .. ... ... ... ... 65
3.4 Die Warmeleitungsgleichung . . . . . . . .. ... ... ... ... . 75
3.5 Die Black-Scholes-Gleichung . . . . . ... ... ............. 89
3.6 Integraltransformationen. . . . . ... ... ... L. 95
3.7 Ausblick. . . . ... 106

3.8 Aufgaben . . . . . .. 108
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3.1 Die eindimensionale Wellengleichung

Wir betrachten zunéichst die eindimensionale Wellengleichung (1.19) mit kon-
stanter Wellengeschwindigkeit ¢ > 0,

Upp — CC gy = 0, (3.1)

also eine homogene Gleichung, vgl. Abschnitt 1.4.

3.1.1 Die Lésungsformel von d’Alembert auf R x R

Sei u € C*(R?) eine Losung von (3.1). Motiviert durch die Charakteristiken z +
ct = const fiihren wir zunéchst eine Transformation der Variablen durch:

E:=x+ct, T:=2x-—Cct, (3.2)
und setzen
o B E—T E+T
o) = uttr) =u (57557

Dann erhalten wir aus der Kettenregel und (3.2) wegen u € C?(RR?)

1
Ve = 2—Cut—|—§ux,

S S B L B @ -
v = ——u — U ——u TS Uzy = —5 (CTUgy — ug) = 0.
& 2¢ 2¢ T geg e T g et T g g ter Ty g \© T T it

Damit hangt die Funktion v¢ nicht von 7 ab. Es gibt also eine Funktion ' : R — R,
so dass ve(7,&) = F(¢) fir alle 7 € R. Dav € C?*(R?) ist, gilt F € C*(R). Sei ¢
eine Stammfunktion von F, d.h. ¢ € C?(R) mit ¢’ = F. Nach dem Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung gibt es zu jedem 7 € R eine Konstante (1)
(die Integrationskonstante), so dass v(7, &) = (&) + (7). Da ,v € C*(R), folgt,
dass ¢ € C*(R). Wir haben also gezeigt, dass

u(t,z) =v(r,§) =v(z —ctyx + ct) = p(x + ct) + P(x — ct).

Umgekehrt ist jede solche Funktion eine Losung der Wellengleichung (3.1), wie
man leicht nachrechnet. Wir haben somit folgendes Ergebnis, das zeigt, dass sich
die Losung aus einer nach rechts und einer nach links mit Geschwindigkeit ¢
laufenden Welle zusammensetzt.

Satz 3.1. Eine Funktion u € C*(R?) lost genau dann die Wellengleichung (3.1), wenn
es zwei Funktionen ¢, € C%(R) gibt, so dass

u(t,z) = o(x + ct) + p(x — ct) (3.3)
fiirallet,z € R. O
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Als Néchstes drticken wir ¢ und ¢ durch Anfangsdaten aus, in diesem Fall die
Anfangsposition ug(x) = w(0,z) und die Anfangsgeschwindigkeit uq(x) = u (0, x).
Sei also u gegeben durch (3.3). Dann gilt

up(z) :==u(0,2) = p(x) +¥(x), wui(z):=u(0,2) =cp'(z) — ' (z). (3.4)

Differenziation der ersten Gleichung in (3.4) liefert

up(z) = ¢'(x) + ' (2). (3.5)

Multiplikation mit der Konstanten ¢ und Addition zur zweiten Gleichung in (3.4)
fithrt auf cuf(z) + ui(z) = 2¢¢’(z), also ¢’ (z) = Fu((z) + 5-u1(x). Damit gibt es

eine (Integrations-)Konstante ¢; € R, so dass

1 1 ®
o(z) = §u0(x) + 2_(:/0 ui(s)ds + 1

fur alle € R. Multiplikation von (3.5) mit der Konstanten ¢ und Subtraktion von
der zweiten Gleichung in (3.4) liefert cu( (x) — u1 (z) = 2¢¢)’(z). Damit gibt es eine
(Integrations-)Konstante ¢; € R, so dass

x 0
Y(x) = %uo(x) - 2%/0 ui(s)ds +co = %uo(x) + 2%/90 up(s)ds + co

fir alle x € R. Mit (3.3) erhalten wir also
1 xr+ct
u(t,z) = 5 (uo(x +ct) 4+ up(x — ct)) + % /w_ct ui(s)ds + 1 + ca.
Indem wir ¢ = 0 einsetzen, sehen wir, dass ¢; + c2 = 0 gelten muss. Wir haben
also folgenden Satz bewiesen, in dem die Losung durch Anfangsposition und
Anfangsgeschwindigkeit ausgedriickt wird.

Satz 3.2. Gegeben seien die Anfangsdaten uy € C*(R) und u; € C*(R). Dann gibt es
genau eine Funktion u € C%(R x R), so dass

Ut = € Ugy in R?, (3.6a)
u(0, z) = uo(x), z €R, (3.6b)
ut (0, ) = up (), z eR. (3.60)
Es gilt die Darstellung
1 x+ct
u(t,x) = §(u0(x +ct) + up(x — ct)) + % / ui(s)ds (3.7)
xr—ct
fiir alle x,t € R, die so genannte Losungsformel von d’Alembert. O

Bemerkung 3.3. Wir wissen bereits, dass c die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist.
Man sieht aus der Losungsformel (3.7), dass die Losung im Punkt (¢, z) nur von
den Anfangswerten im Intervall [z — ct,z + ct] abhdngt. Dies ist eine typische
Eigenschaft der Wellengleichung. Eine andere typische Eigenschaft ist, dass die
Losung v im Verlaufe der Zeit nicht an Regularitat gewinnt: u(¢, -) ist nicht unend-
lich oft differenzierbar, wenn es ug und u; nicht schon sind. Wir werden sehen,
dass dies bei der Warmeleitungsgleichung anders ist. A
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Bemerkung 3.4. Man beachte, dass die Gleichung (3.7) auch Sinn macht, wenn ug
nur stetig und u; lediglich integrierbar ist. Damit konnte man die durch (3.7) de-
finierte Funktion als eine so genannte schwache Losung ansehen, siehe Aufgabe
5.13. A

3.1.2 Die Wellengleichung auf einem Intervall

In dem Modell der schwingenden Saite wie auch in anderen physikalischen Mo-
dellen betrachtet man die Wellengleichung nicht auf der gesamten reellen Achse,
sondern auf einem Intervall [a,b] C R, —00 < a < b < oo. Wir suchen Funktionen
u € C%([0,0) x [a,b]), so dass

wge(t, @) = Cug,(t,x), t>0,x¢€ (a,b). (3.8)

Hier bedeutet C%([0, o0) x [a, b]) den Raum der auf (0,00) x (a,b) zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen, deren partielle Ableitungen alle eine stetige Fort-
setzung auf [0, 00) X [a,b] besitzen. Wir werden wieder die Anfangsposition ug
und die Anfangsgeschwindigkeit u; € Cla, b] vorgeben und verlangen, dass

w(0,2) = uo(x), u(0,2) =ui(x), =€ [a,bl. (3.9)

Auf einem beschrankten Intervall bestimmen diese Anfangsbedingungen aber al-
lein noch nicht eindeutig die Losung. Wir verlangen daher noch Randbedingun-
gen, um die Eindeutigkeit zu erzwingen. Eine Moglichkeit sind die (homogenen)
Dirichlet-Randbedingungen

u(t,a) =u(t,b) =0, t>0. (3.10)

Setzt man diese fiir die Punkte 2 = a und = = b ein, so erhdlt man die Vertrag-
lichkeitsbedingungen fiir die Anfangswerte

ug(a) = up(b) =0, wui(a)=uq1(b) =0. (3.11)

Man beachte dazu, dass wir oben u € C?([0,00) x [a, b]) gefordert haben. Daraus
ergibt sich eine weitere Konsequenz. Ist u(t,a) = 0 fiir alle ¢ > 0, so folgt auch
ut(t,a) = 0 und insbesondere u1(a) = u;(0,a) = 0. Ahnliches gilt im rechten
Endpunkt, also u1(b) = u.(0,b) = 0.

Somit betrachten wir das folgende Anfangs-Randwertproblem (ARWP): Bestim-
me u € C?([0,00) x [a, b]) mit

Uy = gy, t>0, x€(a,b), (3.12a)
u(t,a) =u(t,b) =0, t>0, (3.12b)
w(0,2) = uo(z), w(0,2) =ui(x), =€ (a,b). (3.12¢)

Dieses Problem hat hochstens eine Losung. Das werden wir mittels eines Ener-
gieerhaltungssatzes beweisen, der fiir die Losungen von (3.12a) giiltig ist. Wir er-
innern uns an die Herleitung der Laplace-Gleichung in Kapitel 1.6.4. Dort hatten
wir gesehen, dass die potentielle Energie durch das Integral tiber die quadrierte
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raumliche Anderung von u (multipliziert mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit)
gegeben ist. Hier ist dies

b
Epot(t) ::/ A ul(t,z) de

und man nennt diesen Term wieder die potentielle Energie (ohne auf physikalische
Mafieinheiten einzugehen). Entsprechend ist die kinetische Energie

b
Eyin(t) ::/ u?(t,r) dx

durch die (gemittelte quadrierte) zeitliche Verdnderung definiert. Mit Hilfe dieser
Definitionen kénnen wir nun folgenden Satz fiir die Losungen des Randwertpro-
blems (3.12a), (3.12b) beweisen.

Satz 3.5 (Energieerhaltung). Sei u € C?([0,00) X [a,b]) eine Losung von (3.12a),
(3.12b). Dann ist die Gesamtenergie E(t) := Exin(t) + Epot(t), t > 0, konstant auf
(0,00).

Beweis: Nach dem Satz von Schwarz ist us, = ugt, t > 0, x € (a,b), dau €
C?((0,00) x [a, b]). Mittels partieller Integration und (3.12a) erhélt man

d b b
ﬁEkin(t) = /Zut(t,x)utt(t,x)dx:%Q/ ug(t, ) Ugy (¢, ) da

xr=b b
d
= 2c%u(t, ) uy(t, ) — 202/ Uty (t, ) Uy (t, ) do = —aEpot(t).
Hierbei haben wir benutzt, dass u(t,a) = u(t,b) = 0 und damit (wie oben) auch
ut(t,a) = ue(t,b) = 0 fur ¢t > 0ist. O

Aus der Energieerhaltung folgt die Eindeutigkeit folgendermafien. Sind zwei L6-
sungen des Anfangs-Randwertproblems (3.12) gegeben, so ist deren Differenz u
eine Losung von (3.12) zu homogenen Anfangswerten 1y = u; = 0. Fiir dieses u
gilt aber aufgrund der Energieerhaltung fiir alle ¢ > 0

b b
E(t) = / (ui (t,2) + ul(t,x)) dz = E(0) = / (uy (x)* + Pup(x)?) de = 0.

Also ist E(t) = 0 fiir alle t > 0. Daraus folgt u:(¢,z) = u,(¢,2) = 0 und damit
ist u konstant. Da u(0, z) = 0, folgt v = 0. Insgesamt erhalten wir nun folgendes
Resultat.

Satz 3.6 (Existenz und Eindeutigkeit des ARWP). Seien ug € C?[a,b] und uy €
Ca, b], so dass ug(a) = ufj(a) = uo(b) = ufj(b) = 0 und ui(a) = uy(b) = 0. Dann
hat (3.12) eine eindeutige Losung u.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass a = 0. Setze up und u; zu ungeraden, 2b-
periodischen Funktionen g, %; : R — R fort. Dann ist 49 € C?(R), und @y €
C!(R). Man setze

x+ct
u(t,x) := %(ao(x +ct) + (tUp(z — ct)) + % /7 t u1(s) ds.
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Damit ist » nach Satz 3.2 eine Losung von (3.6) und erfiillt somit (3.12a) und
(83.12b). Da 1y, @1 ungerade und 2b-periodisch sind, priift man leicht nach, dass
u(t,a) = u(t,b) = 0 fir alle ¢ > 0. Damit erfiillt u (3.12). Die Eindeutigkeit war
oben bewiesen worden. O

3.2 Fourier-Reihen

Mit Hilfe von Fourier-Reihen lassen sich elementare partielle Differenzialglei-
chungen elegant 16sen. Dies liegt auch daran, dass viele partielle Differenzialglei-
chungen Schwingungsphdnome modellieren, wie wir ja in Kapitel 1 gesehen ha-
ben. Da Fourier-Reihen eine Uberlagerung von elementaren Schwingungen sind
(Sinus- und Cosinus-Funktionen bzw. komplexe Exponentialfunktionen), liegt es
nahe, die Losung eines Schwingungsproblems in Form einer Fourier-Reihe zu
suchen. Dabei stellen sich nattirlich sofort einige grundsatzliche Fragen, z.B. die,
wann und in welchem Sinn die Fourier-Reihe einer stetigen oder differenzier-
baren Funktion konvergiert. Hier fithren wir Fourier-Reihen ein, stellen einige
wesentliche Fakten zusammen und beweisen einen Konvergenzsatz (Satz 3.10).

Bemerkung 3.7". Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) und die
Schweizer Briider Jakob I. Bernoulli (1655-1705) und Johann Bernoulli (1667-1748) sowie
Daniel Bernoulli (1700-1782), Sohn von Jakob, hatten bereits an Reihenentwicklungen von
Funktionen gearbeitet. Eine Motivation war schon bei ihnen das Losen von Differenzial-
gleichungen gewesen. Es war Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), der 1822 in sei-
ner bertihmten Schrift Théorie analytique de la chaleur behauptete, dass jede Funktion eine
konvergente Reihenentwicklung besitzt. Diese wurde spater ihm zu Ehren Fourier-Reihe
genannt. Er erntete fiir seine Behauptung zunachst Ablehnung, besonders von Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) und Niels Henrik Abel (1802-1829). Johann Peter Gustav Le-
jeune Dirichlet (1805-1859) zeigte 1829 in seiner Arbeit Sur la convergence des séries trigo-
nométriques qui servent a représenter une fonction arbitraire entre des limites données, dass die
Behauptung von Fourier zumindest fiir Funktionen zutrifft, die stiickweise stetig differen-
zierbar sind, siehe Aufgabe 5.12. A

Wir konzentrieren uns hier auf stetige periodische Funktionen und zeigen die
Konvergenz der Fourier-Reihe fiir einen schwéacheren Konvergenzbegriff, nim-
lich die Konvergenz im so genannten Abel’schen Sinne. Dies wird direkte Folge-
rungen fiir die Laplace- und auch Warmeleitungsgleichung haben.

Definition 3.8. Eine Funktion f : R — C heif$t 27r-periodisch, falls f (¢t + 2m) = f(t)
fiir alle ¢ € R gilt. A

Typische Beispiele sind die trigonometrischen Funktionen sin und cos. Ein weite-
res Beispiel ist die komplexe Exponentialfunktion ey, die fiir £ € Z durch

ex(t) = et = cos(kt) + isin(kt), t€R, (3.13)
definiert ist. Die Funktionen {ey, k € Z} erfiillen die Orthogonalitdtsbeziehung

1 2
2T 0

1, wenn k=1/,

0, wenn k#/, (3.14)

eikte—ift dt — 6k:,€ — {
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was man leicht sieht. Wir betrachten die Funktionen {ey, k € Z} als reine Schwin-
gungen. Durch Uberlagerung erhalten wir allgemeinere 2n-periodische Funktio-
nen: Seien ¢, € C, k € Z komplexe Koeffizienten, so dass

o0
Z lek| < oo.

k=—o0

Dann definiert
oo

fy= > ae™, teR (3.15)

k=—o00

eine 2m-periodische Funktion f : R — C. Sie ist stetig, da die Konvergenz in (3.15)
gleichméafiig auf R ist. Wir konnen die Koeffizienten ¢, aus f zuriickgewinnen:

1 2m )
= — fe *tat, kez, (3.16)

2 0
was man folgendermafien sieht: Wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Reihe
(3.15) diirfen wir ndmlich Integral und Summe vertauschen. Somit ist fiir m € Z,

1 27 ) o0 1 27 " )
— ft)e "™ dt = Cl— / erte= ™t dt = ¢, |

wobei wir die Orthogonalititsbeziehung (3.14) benutzt haben. Diese Uberlegung
fuhrt uns zu folgender Definition.

Definition 3.9. (a) Der Raum der stetigen 2w-periodischen Funktionen ist defi-
niert als Cy, := {f : R — C : f ist stetig und 27-periodisch}.
(b) Ist f € Cor und k € 7Z, so heifst

1 2w

_ —ikt
Cr 1= 5o ; fe dt (3.17)

der k-te Fourier-Koeffizient von f. Die Reihe

o0

> oret (3.18)
k=—o0
heifst die Fourier-Reihe von f. A

Die Fourier-Reihe (3.18) konvergiert im Allgemeinen nicht im punktweisen Sin-
ne. Zu jedem ¢t € R gibt es eine 2m-periodische stetige Funktion f : R — C, so
dass die Fourier-Reihe (3.18) von f im Punkt ¢ unbeschrinkte Partialsummen hat
und damit divergiert. Ein erstes Beispiel wurde 1873 von Paul Du Bois-Reymond
gezeigt. Heute kann man mit Hilfe von funktionalanalytischen Argumenten die
Existenz einer solchen Funktion sehr elegant nachweisen, siehe [46, Satz IV.2.10].
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Wir werden nun die Konvergenz in einem schwécheren Sinne zeigen (Satz 3.10).
Sei f : R — C stetig und 27-periodisch. Dann ist die Folge (cx)rez der Fourier-
Koeffizienten von f beschrankt. Somit konvergiert die Reihe

fr(t) = i 7kl ey ekt (3.19)

k=—o0

fiir jedes 0 < r < 1 gleichméfig auf R und definiert eine Funktion f, € Cs,. Un-
ser Ziel ist der Beweis der folgenden Aussage, fiir die wir einige Vorbereitungen
benotigen.

Satz 3.10 (Abel’sche Konvergenz von Fourier-Reihen). Es gilt
17}%1 fr(t) = f(t)

gleichmiifSig fiir t € R. O

Bemerkung 3.11 (Abel’sche Konvergenz). Man sagt, dass eine Reihe Y - | aj, im
Sinne von Abel gegen eine Zahl c konvergiert, falls

Der Abel’sche Grenzwertsatz, vgl. [1], besagt, dass aus der gewohnlichen Kon-
vergenz der Reihe, d.h. aus lim,, . 22:1 ay = ¢, die Konvergenz im Sinne von
Abel gegen c folgt. Der Begriff der Konvergenz im Sinne von Abel ist aber echt
schwacher als derjenige der Konvergenz der Reihe, wie das oben schon erwdhnte
Beispiel einer divergenten Fourier-Reihe zeigt. A

Zum Beweis von Satz 3.10 fithren wir die co-Norm ein:
[ flloo =sup|f(#)] -
teR

Damit wird Cs, ein normierter Vektorraum, der vollstindig, d.h. ein Banach-
Raum, ist. Eine Folge (f,)nen in Ca, konvergiert genau dann gleichmaBig gegen
[ € Cor, wenn lim, o0 fr, = f bzgl. || - |0, d-h., wenn lim,, .o || fr. — flloc = 0.

Definition 3.12. Wir definieren fiir Funktionen f, g € Cy,; durch

1 27
(f*g)t) = 5 ; f(t—s)g(s)ds,
die Faltung f = g von f mit g. A

Die folgenden Eigenschaften sind leicht einzusehen:

Lemma 3.13. Fiir f,g,h € Co gilt:
(a) Kommutativitit: f xg=gx* f
(b) Assoziativitiit: (f x g) x h = f* (g * h)
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(c) Distributivgesetz: (f +g)«h= fxh+gxh

Diese drei Eigenschaften besagen, dass Ca, eine Algebra ist. Weiterhin ist die
Norm || - ||ec auf Car submultiplikativ, d.h.

1 # glloe < [[flloollglloe, (3.20)

was sofort aus der Definition folgt. Damit ist Cs, eine Banach-Algebra. Die Sub-
multiplikativitdt der Norm impliziert insbesondere, dass die Faltung stetig ist.

Lemma 3.14 (Stetigkeit der Faltung). Seien f,, f, gn, g9 € Cax, so dass

Jm (1= flloo =0, lim lgn = glloc = 0.
Dann gilt

m || fp * gn — f * gllc = 0,
n—oo
mit anderen Worten: fp, * g, — f * g bzgl. || - ||oc mit n — oo.

Beweis: Die Anwendung von Lemma 3.13 und die Dreiecksungleichung liefern

lfntgn—frgllc = “fn*(gn_g)+(fn_f)*g‘|oo
< fax(gn — 9lloe + [[(fn = f) * gl
< fallesllgn = gllso + 1 fn = fllssllglloo

— 0 fir n — o,

was die Behauptung zeigt. O

Die Algebra Ca, hat kein Eins-Element, d.h., es gibt keine Funktion u € Cs,, so
dass ux f = f fliralle f € Cs, gilt. Wir werden aber stattdessen eine approximative
Eins angeben. Dazu definieren wir analog zu (3.19) fiir 0 < r < 1

o0

Jr(t) := Z rFle(t) . (3.21)

k=—o00

Diese Reihe konvergiert gleichméfiig auf R und definiert somit eine Funktion j, €
Cs,. Mit Hilfe der Formel fiir die geometrische Reihe sieht man wegen 0 < r < 1

—it

= ; = , 1 re
. _ k ikt k _—ikt __
]T(t) - Zre +ZT€ _1_reit+1_re—it

k=0 k=1

 l—re e (1 —ret) 1—72 (3.22)
(1 —reit) (1 —re-it)  1—2rcost+r2’ '
Damit gilt fiir 0 <r < 1

Jr(t) >0, teR, (3.23)

und fiir 0 < 6 < 2w

li%lllj,«(t) = 0 gleichmaBigin t € [§, 2m — 4. (3.24)
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Aus der Definition (3.21) von j, sehen wir, dass

1 27
o | ardt=1. (3.25)
0

Man beachte, dass fo% ex(t)dt = 0 fiir k # 0 ist.

Damit haben wir nun alle Hilfsmittel zusammengestellt, um zu zeigen, dass die
Familie (j,)o<r<1 eine approximative Eins in Cs, in folgendem Sinn ist:

Satz 3.15 (Approximative Eins in Cs). Sei f € Cor gegeben, dann gilt bzgl. || - ||
lrlgl Jrxf=f.
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Da f gleichmifig stetig ist, gibt es ein § € (0,7), so

dass fiir |s| < 20 gilt |f(t — s) — f(t)] < € furalle t € R. Wegen (3.25) und der
Periodizitdt der Funktion f ist damit

G # 1))~ F(H) = / " o) (flt—s) — (1)) ds

2r J_
0
=57 [ @ U= = s ds+ 3= [ ) 1(e=s) = f0)ds.
n2|s[>8
Somit ist
. IR 1 .
Gre DO 501 S g [ irds 120 g [ty

Wegen (3.24) und (3.25) folgt limsup, ;4 [|j * f — flloc < €. Da e > 0 beliebig ist,
folgt daraus die Behauptung. O

Beweis von Satz 3.10: Nun brauchen wir nur noch j,. * f zu berechnen. Zunéichst
ist fir f € Cor

o 2w

wobei ¢, der k-te Fourier-Koeffizient von f ist. Damit gilt

2 o
(ex * f)(t) = 1 / eik(tfs)f(s) ds = ieikt/ efiks]c(s) ds = e*tey,
0 0

(X Me)sf= 3 e = 3 Mo
k

k=—n =—n k=—n

Aus der Stetigkeit der Faltung (vgl. Lemma 3.14) folgt

oo

Grexf= Y r¥leey. (3.26)

k=—o0
Damit folgt nun der Abel’sche Konvergenzsatz fiir Fourier-Reihen (Satz 3.10) aus
Satz 3.15, dem Satz tiber die approximative Eins. Dieser besagt gerade, dass

o0

)= riFlege™ = jow f — f firr 11

k=—o00
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bzgl. || - |- |
Wir wollen eine Folgerung notieren. Mit

n
:UZ“ ’Tn::{zckek:cn,...,cne(C},neN
neN k=—n

bezeichnen wir den Raum der trigonometrischen Polynome.

Korollar 3.16 (Dichtheit der trigonometrischen Polynome in Cy,). Der Raum T
ist dicht in Car bzgl. || - ||oo, d.h., zu jedem f € Cor gibt es eine Folge (fn)nen in 7T, so
dass lim,, .o fn = f bzgl. || - | co-

Beweis: Ist f € Cy,, so konvergiert f = lim, 11 j, * f gleichmdf8ig. Daher gibt es
zun € Neinr, < 1,s0dass ||[f — ji, * flloo < 5. Wegen der gleichmifigen
Konvergenz der Reihe (3.26) gibt es ein N,, € N, so dass

Gexf—= Y rMee

|k|<Npn

1
< —.
— 2n

oo

Wihle f, := Z|k|<N rl*leper. Dannist f,, € 7 und If = fallo < = aufgrund der
Dre1ecksungle1chung O
Schliefilich betrachten wir die Entwicklung einer Funktion nach reellen Sinus-
und Cosinus-Funktionen. Sei f € Cs, und ¢, sei der k-te Fourier-Koeffizient von
f.Da e~ikteike 4 gikte=ike — 9 cos(kt) cos(kz) + 2sin(kt) sin(kz) fiir k € N, folgt
crer + c—re_i = ag cos(kt) + by sin(kt) mit

ap = 1 /27r cos(kt) f(t) dt, by = 1 /27T sin(kt) f(t) dt. (3.27)
T Jo T Jo
Wir erinnern daran, dass nach Definition (3.16) gilt:
1 e
o= 5 ft)dt (3.28)

Damit ist also

(Jr * [)(t) = co + Z r*{ay, cos(kt) + by, sin(kt) }. (3.29)
k=1

Jetzt kann der Abel’sche Konvergenzsatz (Satz 3.10) umformuliert werden.

Korollar 3.17. Fiir f € Cyr konvergiert
f) = hm {co + Z [ay, cos(kt) + by, sin(kt)] } (3.30)

gleichmiifig in t, wobei die Fourier-Koeffizienten ay, by, co durch (3.27) und (3.28) defi-
niert sind.
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Ist f eine reellwertige Funktion, so sind auch die Koeffizienten cy, ay, by reell.
Damit besteht die Reihe (3.30) ausschlieilich aus reellen Gliedern. Wir wollen
noch einen Spezialfall explizit formulieren.

Korollar 3.18. Sei ¢ > 0 und sei g € C|0, {] eine reellwertige Funktion, so dass g(0) =
g(£) = 0. Setze

é/ sm( ) ds.
Dann ist

- km
T k . KT
g(z) = lrl%IllZT by, sin ( 7 x)
k=1
gleichmiflig in = € [0, 7].

Beweis: 1. Fall: Sei { = w. Da ¢g(0) = 0, gibt es genau eine Funktion f € Cs, derart,
dass f(t) = g(t) fir 0 < ¢ < mwund f(t) = —f(—t) fir alle t € R. Betrachte die
Fourier-Koeffizienten a, by von f. Da f ungerade ist, ist a;, = 0 und

mZ%/W$mmH@Mﬁ:QA:m®ﬂﬁﬂﬁ

- s

Nun folgt die Behauptung aus Korollar 3.17.
2. Fall: Sei ¢ > 0 beliebig. Definiere h(t) := g(t{/) fiir 0 < t < 7. Dann ist

™

4 1 [* k
b = —/ h(t) sin(kt) dt = —/ g(s) sin (i‘s) ds, keN.
0 ¢ Jo l
Nach dem ersten Fall ist

— _1 b (kt)
tlTr{er % sin(

gleichméfig in ¢ € [0, 7]. Substituiert man « = t//7, so ergibt sich die Behaup-
tung. |

Korollar 3.19. Sei g € C|0, {] derart, dass g(0) = g(¢) = 0. Dann gibt es trigonometri-
sche Polynome

= gbz sin (%x),

wobei b} € Rmit b} = 0fiiralle k > N, fiir ein N,, € N, so dass lim,,—.o gn(x) = g(z)
gleichmif$ig auf [0, ¢]. Insbesondere ist lim, ... b} = by, k € N, wobei by der k-te
Fourier-Koeffizient von g wie in Korollar 3.18 ist.

Beweis: Nach Korollar 3.18 gibt es 0 < r,, < 1, so dass

’g(:c) — irk by sin (%x)

k=1

1
< — /).
<50 x €[0,/]
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Waihle N,, € N so, dass

i r* by sin (%az)

k=Nn+1

1
< — 0,¢
_277,7 xe[a]v

und setze b} := kb, fiir k < N,, und by = 0fiir k > N,. Dann sieht man mit Hilfe
der Dreiecksungleichung, dass |g(z) — g,(z)| < L fiirz € [0,/ und n € N. O

3.3 Die Laplace-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedin-
gungen fiir spezielle Gebiete 16sen. Dazu benutzen wir die Methode der , Tren-
nung der Variablen” und Fourier-Reihen. Im ersten Abschnitt betrachten wir ein
Rechteck und im zweiten eine Kreisscheibe. Dann beweisen wir im dritten Ab-
schnitt das elliptische Maximumprinzip. Dies liefert uns die Eindeutigkeit, aber
auch eine wichtige a priori-Abschitzung, mit der wir schliefllich im vierten Ab-
schnitt die Existenz von Losungen fiir alle Randdaten beweisen konnen.

3.3.1 Das Dirichlet-Problem auf dem Einheitsquadrat

Wir betrachten zunédchst die Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat
Q:= (0,1 ={(z,y) eR*: 0 < 2,y < 1}

mit Dirichlet-Randbedingungen, die an der Qberen Kante von €2 inhomogen sind.
Das Randwertproblem lautet: Suche u € C(Q) N C?(12), so dass

Au =0, 0<a,y<l, (3.31a)

u(0,y) =u(l,y) =0, 0<y<l, (3.31b)
u(x,0) =0, 0<z <1, (3.31¢)

u(r,1) = g(z), 0<z<l, (3.31d)

wobei g : [0,1] — R eine vorgegebene, stetige Funktion mit g(0) = g(1) = 0 ist.

Wir benutzen die Methode der Trennung der Variablen, um spezielle Losungen der
Gleichung (3.31) zu konstruieren. Da 2 = (0,1) x (0,1) ein Produktgebiet ist, kann
man hoffen, eine Losung von (3.31a) zu finden, die von der einfachen Form

u(z,y) = X(z) - Y(y) (3.32)

mit Funktionen X,Y € C2(0,1) N C[0,1] ist.! Wir setzen diese Darstellung in
(3.31a) ein und erhalten 0 = Au(z,y) = X" (2) Y (y) + X (2) Y"(y) fur alle z,y €

IWir werden haufig Réume der Form C*(Q) N C(Q) mit @ C R verwenden. Dies bedeutet, dass
die entsprechenden Funktionen im Inneren (also in ) k-fach stetig differenzierbar sind und auf den
Rand 0f2 stetig fortgesetzt werden kénnen. Insbesondere machen dann Randwerte auf 92 Sinn.
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(0,1). Nehmen wir an, dass 0 # u(z,y) = X(z) Y (y) fir alle z,y € (0,1) gilt, so
konnen wir oben durch diesen Term dividieren. Dann erhalten wir
X"(x) Y'(y)
X(z) Y(y)

(3.33)

Wir sehen nun, dass die linke Seite nicht von y und die rechte Seite nicht von
x abhangt. Also muss (3.33) eine von z und y unabhédngige Konstante sein. Es
existiert also ein A € R mit

—X"(x) =2X(z), O0<a<l, (3.34a)
X(0)=X(1) =0, (3.34b)
Y'(y) =AY (y), 0<y<I, (3.34¢)

Y (0) = 0. (3.34d)

Die beiden gewochnlichen Differenzialgleichungen (3.34a) und (3.34c) ergeben
sich aus obigen Uberlegungen. Die Randbedingung (3.34b) folgt aus (3.31b), denn
der Separations-Ansatz (3.32) liefert 0 = X(0)Y(y) = X(1)Y(y), 0 <y <1,
woraus (3.34b) folgt. Ahnlich ergibt sich (3.34d). Damit ist also (3.34a, 3.34b) ein
Randwertproblem fiir eine gewohnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung.
Die Funktionen sin(kmz) sind offenbar Lésungen von (3.34a, 3.34b) fiir A = (kr)?,
k eN.

Betrachten wir nun (3.34c, 3.34d), wiederum eine gewohnliche Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung, bei der jedoch eine Randbedingung fehlt. Diese fehlen-
de Bedingung werden wir benutzen, um die inhomogene Bedingung (3.31d) zu
erfiillen. Fiir A = 3%, 3 > 0, lautet die allgemeine Losung von (3.34c¢)

a1’V + ase PV,

Setzen wir darin die Randbedingung (3.34d) (also fiir y = 0) ein, so erhalten wir
0 = a1 + a2 und somit Y (y) = a;(e’? — e=#Y) = 2a4 sinh(By). Nun galt oben ja
Ax = (km)?, also erhalten wir fiir 8, = k7 partikuldre Losungen

ug(x,y) = sin(kmx) - sinh(kmy), ke N.

Unter geeigenten Konvergenzvoraussetzungen erfiillt also
U(IE, y) = Z C Uk (l’, y)v Cr € Rv (335)
k=1

die Bedingungen (3.31a) — (3.31c). Es fehlt noch die Randbedingung (3.31d). Da
g € C[0,1] mit g(0) = g(1) = 0ist, besitzt g eine Entwicklung als Sinus-Reihe

g(z) = Z by, sin(kmx)
k=1

mit den Fourier-Koeffizienten

1
b = 2/0 g(x)sin(knz) dx. (3.36)
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Allerdings konvergiert die Reihe nur im Abel’schen Sinn (siehe Korollar 3.18).
Wir rechnen zunichst einmal formal weiter. Fiir y = 1 lautet die Darstellung
(3.35) fiir u(z,1) nun

= Z ¢ sinh(km) sin(kmz).
k=1

Also erhélt man durch Koeffizientenvergleich

by
* = sinh(km)’ FER.

Damit erhalten wir als Losungskandidaten die Funktion

; smh k:7r sin(kmz) - sin(kmy). (3.37)

Diese Reihe konvergiert gleichmafig in jedem Rechteck [0,1] x [0,b] mit b < 1.
Beachte dazu, dass fiir0 <y < b < 1,

i km —km km —2km km

bl.nh(knry) _ e e e —em Y et hr(y—1) < (677(,)_1))’6
sinh(k) ekm —e—km gkt ] — e=2km = ehr -

Da auch die Reihe aller partiellen Ableitungen in jedem solchen Rechteck gleich-
miflig konvergiert, definiert (3.37) eine Funktion v € C*°([0,1] x [0,1)) und es
gilt

Au=0 1in (0,1) x (0,1).
Wir werden sehen, dass

lim u(z, ) = g(x)
yI1

gleichméfig in = € [0,1] gilt. Damit 16st « das Dirichlet-Problem (3.31a) - (3.31d).
Um diesen letzten Schritt zu beweisen, benétigen wir das Maximumprinzip, das
wir in Abschnitt 3.3.3 beweisen werden. Dieses wird uns auch die Eindeutigkeit
der Losung liefern.

3.3.2 Das Dirichlet-Problem auf der Kreisscheibe

Nun wollen wir das Dirichlet-Problem auf der Kreisscheibe
D:={zxecR?: |z| <1}

mit Hilfe von Fourier-Reihen 16sen und sogar eine explizite Losungsformel an-
geben. Hier bezeichnen wir mit |z| = (22 + 22)!/? die Euklid’sche Norm von
r = (z1,22) € R2

Zur Herleitung einer Losung wenden wir wieder die Methode der Trennung der
Variablen an. Auf diese Weise erhdlt man natirlich nur sehr spezielle Losungen,
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nédmlich solche mit getrennten Variablen. Wenn man diese tiberlagert, kommt
man jedoch auf die allgemeine Losung. Der Abel’sche Konvergenzsatz (Satz 3.10,
Seite 60) liefert uns genau das notwendige Konvergenzresultat.

Das Dirichlet-Problem lautet folgendermafien: Gegeben sei eine Funktion g €
C(9D), suche v € C%(D) N C(D) mit

Av(x) =0, zeD, (3.38a)

v(z) =g(x), x € ID. (3.38b)

Zusétzlich fithren wir die punktierte Kreisscheibe
D:={zeR?: 0<|z| <1}

ein. Es bietet sich weiter an, Polarkoordinaten einzufiihren.

Variablen-Transformation auf Polarkoordinaten

Lemma 3.20 (Polarkoordinaten). Sei v : D — R und u : (0,1) x R — R, so dass
u(r,0) = v(rcos@,rsinf). Dann ist v genau dann 2-mal stetig differenzierbar, wenn
v € C?(D). In diesem Fall gilt
Av(rcosb,rsind) = u,, + i u# .
r T

Man fithrt den Beweis leicht durch Ausrechnen der verschiedenen partiellen Ab-
leitungen, vgl. Aufgabe 3.6.

Der Rand von D ist der Einheitskreis
[:=0D={zcR?: |z| =1}
Sei g € C(T') und setze f(0) := g(cos,sinf), dann ist f € Cs,. Die Variablen-

transformation aus Lemma 3.20 fiihrt uns auf folgendes Problem:
Suche u € C?((0,1) x R) mit u(r,-) € Ca,, so dass

U 4+ 4 22—, (3.39a)
A

11%111 u(r,0) = f(0) gleichméfig in 6 € R, (3.39b)

1%1 u(r,0) =:c existiert gleichméaflig in 6 € R. (3.39¢)

Istu € C?((0,1) x R) eine Losung von (3.39), so setzt man
f), fur r=1,
v(reosd,rsinf) ;=< wu(r,0), fir 0<r<l,
c, fir r=0.

Dann wird man erwarten, dass v eine Losung von (3.38) ist. Klar ist nach Lemma
3.20,dass v € C(D), vjr = g, v € C? (D) und Av = 0 auf ID. Es bleibt aber noch zu
zeigen, dass v zweimal stetig differenzierbar im Nullpunkt ist. Das konnte man
aus (3.39) herleiten. Wir suchen erst einmal eine Losung (3.39) und kommen auf
die Frage der Differenzierbarkeit spéter zurtick.
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Trennung der Variablen

Um (3.39a) zu 16sen, benutzen wir wieder die Methode der Trennung der Variablen.
Wir versuchen zunéchst eine Losung u von (3.39) zu finden, die von der Form ist

u(r, ) = v(r)w(), (3.40)

wobeiv € C?(0,1)NC[0,1] und w € C%(R) eine 2m-periodische Funktion ist. Dann
gilt

0=+ 2 41— () + YD (o) + "D o).

oy r? r 72
Falls die Funktionen nirgends verschwinden, folgern wir, dass
') | V) w'(6)
- _ 41

ST I ) o4
gilt. Diese Gleichung soll fiir beliebige » € (0,1) und 6 € R gelten. Da die linke
Seite unabhéngig von ¢ und die rechte Seite unabhingig von r ist, handelt es sich
bei (3.41) um eine konstante Funktion. Wir finden also ein A € R, so dass

V() V(r) _
o(r) T o A (3.42)

w'(@)
RS (3.43)

Das sind zwei gewohnliche Differenzialgleichungen zweiter Ordnung. Da w pe-
riodisch sein soll, fordern wir, dass

w(0) = w(27w), w'(0) =w'(27).
Die zweite Gleichung (3.43) hat fiir A = n?, n € N, die Losung

wp(0) = ay, cos(nb) + by, sin(nh). (3.44)

Die erste Gleichung (3.42) lautet r?v” + rv' = n?v fiir A\ = n?. Eine Losung ist
v(r) = r™. Damit fithrt uns unser Ansatz (3.40) der getrennten Variablen zu den
speziellen Losungen

Un (1, 0) = r"(a, cos(nb) + by, sin(nd)) (3.45)

der partiellen Differenzialgleichung (3.39a). Man rechnet nun auch leicht nach,
dass die Funktionen der Form (3.45) die Gleichung (3.39a) tatsdchlich 16sen. Hier
sind a,,b, € R zundchst beliebig. Jedoch erfiillen die Funktionen (3.45) noch
nicht die Randbedingung (3.39b). Wir setzen nun

u(r,8) :=co + i " { ay, cos(nd) + by, sin(nd) } (3.46)

n=1

und wihlen fiir ¢y, a,, b, die Fourier-Koeffizienten von f. Dann definiert (3.46)
eine Funktion « : (0,1) x R — R, die 27-periodisch in 6 ist. Nach dem Abel’schen
Konvergenzsatz in der Form von Korollar 3.17 gilt dann

limu(r, 6) = /(6)
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gleichmiflig in § € R. Ferner ist

li 0) =
ﬁf{}”(“) co

gleichméfig in 6. Da die Reihe der partiellen Ableitungen auf [§,1 — ] fiir jedes
0 € (0,1) gleichmé&fig konvergiert, 1ost die Funktion u somit das Problem (3.39).

Wir wollen die Funktion u noch explizit durch die Funktion f ausdriicken. Dazu
erinnern wir uns daran, dass nach (3.29) gilt u(r, -) = j, * f. Setzen wir darin den
Ausdruck (3.22) fiir j, ein, so erhalten wir

1 [ 1—12

u(r,9) = 27 Jo ®) 1 —2rcos(t —0) + r? dt.

Betrachten wir Euklid’sche Koordinaten = = r cos(), y = r sin(#), soist 2% +y* =
r? und (x — cost)? + (y — sint)? = 1 — 2r cos(t — 6) + r2. Damit ist

ft)
24 (y —sint)?

1— 1.2 _ y2 27
= 9 =
ey =u(r0) = = [ s
Die Sétze iiber das Vertauschen von Integral und Ableitungen zeigen, dass v &
C?%(D), ja sogar v € C*> (D). Wir haben damit folgendes Ergebnis bewiesen.

Satz 3.21 (Poisson-Formel fiir das Dirichlet-Problem auf der Kreisscheibe).
Sei eine stetige Funktion g : I — R gegeben. Dann hat das Dirichlet-Problem (3.38) eine
Losung v € C?(D) N C (D), die durch

, L[ 1— 72
v(rcosf,rsinf) = o /. f(@) [~ 2rcos(t —0) 712 dt (3.47)
gegeben ist, wobei f(t) := g(cost,sint). O

Bemerkung 3.22. Wir werden im ndchsten Abschnitt sehen, dass (3.47) die ein-
deutig bestimmte Losung von (3.38) ist, siehe Korollar 3.26 (Seite 72). VAN

Man nennt (3.47) die Poisson-Formel und

1—72

Rirnt)=— "
(r:1) 1 —2rcost 4+ r2

den Poisson-Kern. Er ist ein Integralkern fiir die Losung, d.h.

27
v(r cos(),r sin(f)) = x f@) R(r,t — 0)dt.
27T 0
Im Fall der Kreisscheibe kénnen wir also die Losung v explizit durch einen Kern
ausdriicken. Daraus kdnnen wir schliefSen, dass v unendlich oft differenzierbar
auf D ist. Wir werden spéter sehen, dass dies fiir jede Losung der homogenen
Laplace-Gleichung, also fiir jede harmonische Funktion, richtig ist (Satz 6.57).
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3.3.3 Das elliptische Maximumprinzip

Wir haben nun in zwei Féllen Losungen fiir das Dirichlet-Problem konstruieren
konnen: fiir das Einheitsquadrat und die Kreisscheibe. Bislang wissen wir nicht,
ob diese Losungen die einzig moglichen sind oder ob es noch andere gibt. Tat-
sdchlich sind die jeweiligen Losungen eindeutig. Dies folgt aus dem Maximum-
prinzip, das wir nun in einem allgemeinen Rahmen, ndmlich fiir allgemeine Ge-
biete 2 C R? formulieren und beweisen wollen. Dazu zunédchst einige Vorberei-
tungen.

Definition 3.23. Eine Funktion u € C?(Q) heif$t harmonisch (subharmonisch, super-
harmonisch), wenn

Au(z) =0 (—Au(z) <0, —Au(z) > 0)
ftir alle z € €2 gilt. A

Sei nun () eine beliebige beschrinkte, offene Teilmenge 2 des R%. Damit ist der
Rand 052 von €2 eine kompakte Menge. In diesem allgemeinen Rahmen formulie-
ren wir das folgende Problem.

Dirichlet-Problem: Gegeben ist g € C(99), suche u € C?(Q) N C () mit

Au(z) =0, x € Q, (3.48a)
u(z) = g(x), x € 0. (3.48Db)

Wir suchen also eine harmonische Funktion u auf (2, die stetig bis zum Rand
0% ist und dort vorgeschriebene Werte annimmt. Man beweist die Eindeutigkeit
einer Losung mit Hilfe des folgenden Maximumprinzips.

Satz 3.24 (Elliptisches Maximumprinzip). Sei Q@ C R? offen, beschriinkt und sei u €
C(Q) N C?(Q2) subharmonisch. Dann gilt

ngu(x) = max u(x).

Bemerkung 3.25. Man beachte, dass u ein Maximum auf {2 besitzt, da Q kompakt
und u stetig auf () ist. Satz 3.24 besagt, dass das Maximum auf dem Rand von €2
angenommen wird.

Beweis: Sei u(z) < M fiir alle z € 9). Wir miissen zeigen, dass u(z) < M fir
alle 2 € ). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
M = 0 ist, denn sonst ersetzen wir u einfach durch v — M.

Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, es gilt

¢ := maxu(z) > 0.
€N

Setze ¢ := max,q |z|? und wihle ¢ > 0 so, dass ep < c ist. Nun definiere

v(z) = u(z) +elz?, x€Q.



72 Kapitel 3: Elementare Lésungsmethoden

Dann ist max,q v(x) > ¢ + ¢, wahrend auf dem Rand gilt: max,can v(z) < €p.
Dabher existiert ein zy € 2, so dass v(z) = max,cq v(z). Da zy € Qist, folgt, dass
82 d2

a—x?v(xo) = ﬁv(xo + tej)‘
fir j =1,...,d mit dem j-ten Einheitsvektor e;. Somit ist Av(zy) < 0. Da

<0
t=0

d d
A(lz]?) = A(fo) => 2=2d
i=1 i=1
gilt, folgt nun
—Au(zg) = —Av(zg) + 2de > 2de .

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass « subharmonisch ist. A

Korollar 3.26 (Eindeutigkeit). Sei g € C(0) und sei u eine Losung des Dirichlet-
Problems (3.48). Dann gilt

i < < .
min g(s) < u(z) < max g(s) (3.49)

fiir alle x € Q). Insbesondere existiert hochstens eine Losung von (3.48).

Beweis: Die zweite Ungleichung folgt aus Satz 3.24. Wendet man diesen Satz auf
die Funktion —g statt g an, so erhilt man auch die erste Ungleichung. Insbeson-
dereist u = 0, wenn g = 0.

Die Eindeutigkeitsaussage fiir das Dirichlet-Problem folgt nun, indem man die
Differenz zweier Losungen von (3.48) betrachtet. Diese Differenz verschwindet
aufgrund der identischen Randbedingungen auf 02 und die obige Aussage im-
pliziert, dass die Differenz auf ganz (2 verschwindet. O

Aus diesem Korollar folgt nun auch, dass die Losung, die wir oben fiir das Ein-
heitsquadrat bzw. fiir die Kreisscheibe konstruiert haben, tatsdchlich eindeutig
ist. Das Maximumprinzip liefert uns nicht nur die Eindeutigkeit der Losung des
Dirichlet-Problems, sondern auch die stetige Abhédngigkeit der Losung (falls sie
existiert) von den Daten. Aus Korollar 3.26 erhalten wir ndmlich die a priori-Ab-
schidtzung

lulle@) < llgllc@a)s (3.50)

wobei g € C(99) die gegebene Funktion auf dem Rand und u die Lésung von
(3.48) ist. Hier betrachten wir auf C'(£2) und C(0€2) die Supremumsnormen

lullcq)y = sup u(z)|  bzw. [|gllcan) = sup |g(z)],
e €052

die jeweils die gleichméfsige Konvergenz auf Q bzw. 0Q induzieren. Sind also
g, 9n € C(0Q) und u, u,, € C(2) Losungen von (3.48) zu g bzw. g,, und konver-
giert g, gleichméfsig auf 9 gegen g, so gilt wegen der Linearitat

[un —ulle@) < llgn — gllcon)
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d.h., u,, konvergiert gleichméfig auf Q0 gegen 1.

Man sagt, dass ein Problem (im Sinne von Hadamard, vgl. Abschnitt 4.8) wohl-
gestellt ist, wenn zu jedem Eingangsdatum eine eindeutige Losung existiert und
diese stetig von dem Eingangsdatum abhingt. Das Maximumprinzip liefert nun
Eindeutigkeit und Stetigkeit. Die Existenz hatten wir fiir das Quadrat und den
Kreis bewiesen. Fiir beide Félle fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen.

3.3.4 Wohlgestelltheit des Dirichlet-Problems fiir Quadrat und Kreis

Wir betrachten zunichst das Quadrat 2 = (0,1) x (0,1). Als Erstes liefern wir nun
den fehlenden Beweis, dass die Funktion (3.37) tatsdchlich eine Losung ist. Wir
benutzen dazu die a priori-Abschitzung (3.50).

Satz 3.27. Das Problem (3.31) hat eine eindeutige Losung u, die durch (3.37) gegeben
ist. Ferner ist u € C*°((0,1) x (0,1)).

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip. Sei ¢ € C[0,1] mit
g(0) = g(1) = 0 der Randwert fiiry = 1 gemdf (3.31d). Dann gibt es nach Korollar
3.19 trigonometrische Polynome der Form

NTI,
x) = Z by, sin(kmz),
k=1

so dass lim,, o g, = ¢ in C[0,1]. Setze

N,
- 1 : .
un(2,y) = Z me sin(kmz) sinh(k7my). (3.51)
k=1

Dann ist u,, die Losung von (3.31) mit g, statt g als Randwert bei y = 1. Aus (3.50)
folgt, dass

[|un — umHC(Q) <|lgn — gm||C(6Q)-
Damit ist (uy,)nen eine Cauchy-Folge in C(Q). Sei w := lim,, o u,, in C(Q). Da
Un(2,1) = gn(x) — g(x), ist w(z,1) = g(x) fur alle z € [0,1]. Da die Koeffizienten
by beschrankt sind, lim,, . b} = by und
. N

- sinh(k7y) < em 7

~ sinh(km) — \ e™
folgt aus (3.51) durch Grenziibergang n — oo, dass fur z € [0,1], y € [0,1)

kz . h bln(k‘ﬂ'l‘) sinh(k7y).
Auf [0,1] x [0,1) ist also w die Funktion w aus (3.37). Aus w € C(]0,1] x [0,1]) folgt,
dass limy1q u(z,y) = w(z,1) = g(x) gleichméBig in = € [0,1]. Damit ist die durch
(3.37) definierte Funktion tatsachlich eine (und damit die) Losung von (3.31). Wir
hatten schon im Abschnitt 3.3.1 bemerkt, dass v € C*°((0,1) x (0,1)) und Au = 0.
Damit ist der Satz bewiesen. O
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Wir kénnen nun leicht zeigen, dass das Dirichlet-Problem fiir das Quadrat wohl-
gestellt ist. Dazu betrachten wir beliebige Randfunktionen (anstatt Funktionen,
die auf drei Kanten verschwinden). Zur Erinnerung: fiir 2 C R? offen und be-
schrinkt, g € C(992) lautet das Dirichlet-Problem: Suche u € C2%(Q) N C(Q) mit
Au = 0, in Q, (3.52a)
u=g, auf 9Q. (3.52b)

Satz 3.28. Sei Q2 = (0,1) x (0,1), g € C(9Q). Dann gibt es eine eindeutige Losung u
von (3.52). Ferner ist u € C*°(2).

Beweis: Wir miissen nur noch die Existenz beweisen.

a) Das Problem ist linear in g: Sind g1, g2 € C(99), «, f € R und sind uy, uy Lo-
sungen von (3.52) mit Randwerten ¢; bzw. g2, dann ist au; + Bus die Losung
von (3.52) mit Randwert ag; + (gs.

b) Satz 3.27 liefert uns die Losung fiir Funktionen g € C(9), die auf drei Kanten
0 sind. Mit der Beobachtung a) finden wir damit eine eindeutige Losung fiir
jede Funktion g € C(02), die in den vier Eckpunkten verschwindet.

¢) Die Funktionen u;(z,y) := (1 —2) - (1 —y), ue(z,y) =2 - (1 —y), us(z,y) :=
x -y, us(z,y) :== (1 — ) - y sind Losungen, die in den Eckpunkten (0,0) [bzw.
(1,0),(1,1), (0,1)] den Wert 1 und in den anderen drei Eckpunkten den Wert 0
annehmen. Sei jetzt g € C(0N2) beliebig vorgegeben. Dann hat die Funktion

g0 =g — [9(0.0)u1 + g(1,0)uz + g(1,1)us + g(0,1)us] ,, € C(0Q)

in allen vier Ecken den Wert 0. Somit gibt es nach b) und a) eine Losung v von

(3.52) mit Randwerten go. Damit ist u = v + g(0,0)u; + g(1,0)us + g(1,1)us +

9(0,1)uy die Losung von (3.52). O
Kleine Modifikationen der Argumente zeigen, dass das Dirichlet-Problem auf ei-
nem beliebigen Rechteck zu jeder stetigen Randwertfunktion auf dem Rand eine
eindeutige Losung hat. Wir werden diese Aussage im Kapitel 6 auf eine grofie
Klasse von Gebieten erweitern (ohne allerdings explizite Losungen zu finden).

Fiir die Kreisscheibe D hatten wir schon eine Losung (3.46) gefunden. Zusétzlich
wissen wir jetzt, dass diese eindeutig ist. Damit haben wir folgenden Satz bewie-
sen.

Satz3.29. Sei Q) =D = {x € R? : |z| < 1} und sei g € C(0N). Dann hat (3.52) genau
eine Losung. Sie ist gegeben durch

u(rcosf,rsinf) = co + Z ¥ {ay, cos(kO) + by, sin(k6)},
k=1

wobei cg = 5= fo% g(cost,sint) dt und

1 2m 1 2m
ai = —/ cos(kt) g(cost, sint) dt, b = —/ sin(kt) g(cost, sint) dt.
0 0

s s

Insbesondere ist u € C*° (). O
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Die Tatsache, dass

lrl%rll u(rcosf,rsinf) = g(cos,sin 6)

gleichméfiig in § € R, entspricht dem Satz {iber die Abel’sche Konvergenz von
Fourier-Reihen. Diese lieferte uns auch die Dichtheit der trigonometrischen Po-
lynome in Cy,. Allerdings gibt es andere Moglichkeiten, diese Dichtheit zu be-
weisen. Sie folgt z.B. direkt aus dem Satz von Stone-Weierstrafs (siehe Satz A.5).
Weifs man, dass die trigonometrischen Polynome dicht in Cs, sind, so kann man
direkt aus dem Maximumprinzip schlieflen, dass u die Lésung von (3.53) ist, und
zwar genau so, wie wir es in Satz 3.27 fiir das Quadrat getan haben. Damit er-
halten wir einen anderen Beweis der Abel’schen Konvergenz der Fourier-Reihe
(Korollar 3.17) mit Hilfe des elliptischen Maximumprinzips, siehe Aufgabe 3.4.

3.4 Die Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung. Wir leiten auch
fiir diese Gleichung Losungsformeln her. Dazu untersuchen wir zunéichst den
raumlich eindimensionalen Fall, fiir den wir wieder die Methode der Trennung
der Variablen verwenden. Danach beweisen wir auch fiir den Fall der Warme-
leitungsgleichung ein Maximumprinzip (das so genannte parabolische Maximum-
prinzip) und folgern daraus u.a. die Eindeutigkeit der zuvor bestimmten Losung.
Dieses Maximumprinzip ist auch giiltig, wenn wir die Warmeleitungsgleichung
auf einem beliebigen Gebiet betrachten.

In diesem Kapitel untersuchen wir im Abschnitt 3.4.4 die Warmeleitungsglei-
chung auch auf dem gesamten Raum R?, wofiir eine explizite Losungsformel
angegeben werden kann.

3.4.1 Trennung der Variablen

Wir betrachten den rdumlich eindimensionalen Fall, also d = 1 und Q = (0, ).
Unser Problem sieht also wie folgt aus: Sei ug € C|0, 7] eine gegebene Funktion
mit

uo(0) = ug(m) = 0. (3.53)

Gesucht ist eine stetige Funktion u : [0, 00) x [0, 7] — R, die stetig differenzierbar
nach ¢ und zweimal stetig differenzierbar nach x auf (0, c0) x (0, ) ist, so dass

Up = Ugg, t>0,z¢€(0,m), (3.54a)
u(t,0) = u(t,7) = 0, t>0, (3.54b)
u(0, ) = uo(z), x € [0,7]. (3.54¢)

Hier ist (3.54c) die Anfangsbedingung und (3.54b) die Randbedingung (homoge-
ne Dirichlet-Randbedingung). Wir werden im Abschnitt 3.4.3 Existenz und Ein-
deutigkeit fiir das Problem (3.54) beweisen. Zundchst suchen wir eine spezielle
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Losung von (3.54a) tiber den Ansatz der Trennung der Variablen. Wir setzen also
u(t,z) = w(t)v(x)
mit noch zu bestimmenden Funktionen v : [0, 7] — R und w : [0, 00) — R. Falls u
eine Losung von (3.54a) ist, gilt
0= ui(t,z) — Uy (t,2) = v(x)w(t) —v" (x) w(t), t>0,z¢€(0,m).

Falls v"(z) # 0 fir x € (0,7) und w(t) # O fur alle ¢ > 0, dividieren wir durch
diese Terme und erhalten

w(t) _ v"(z) _

w(t) — v(z)

fur alle t > 0 und « € (0, 7). Die Existenz einer solchen Konstanten A € R folgt
wie bei der Laplace-Gleichung aus der Tatsache, dass der erste Term nicht von
und der zweite Term nicht von ¢ abhéngt.

Damit erhalten wir wieder zwei gewohnliche Differenzialgleichungen
w(t) + Aw(t) =0, t >0, v"(z) + Av(z) =0, z € (0,m).

Die Losung der ersten Gleichung lautet w(t) = c e~ mit einer Konstanten ¢ € R
und somit ist u(t, z) = ce M v(z).

Wir wollen nur beschriankte Losungen betrachten? und verlangen, dass A > 0 ist.
Folglich ist v als Losung der obigen gewohnlichen Differenzialgleichung zweiter
Ordnung von der Form

v(z) = acos(VAz) + bsin(VAz) .
Die Randbedingungen (3.53) implizieren
a=v0)=0 und  bsin(VA7)=u(r)=0.
Folglich ist VA € N, d.h. A = &2, k € N, falls u # 0. Wir erhalten

up(t,z) = bee *1 sin(kx), k € N,

als spezielle Losungen.
Auch Linearkombinationen dieser Funktionen sind Losungen von (3.54a, 3.54b).

Wir wollen nun diese speziellen Losungen so iiberlagern, dass die Anfangsbe-
dingung (3.54c) erfiillt ist. Dazu wenden wir Korollar 3.18 auf die Funktion g an
und erhalten

uo(x) = 17}%1112 r* by, sin(kx),
k=1

2 Aus dem im folgenden Abschnitt bewiesenen parabolischen Maximumprinzip kann man bewei-
sen, dass jede Losung von (3.54) beschrankt ist.
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wobei
2 [T .
by, = —/ uo(s) sin(ks) ds.
0

™

Das fiihrt uns zu folgendem Ansatz fiir eine Losung von (3.54):

= Z bpe ¥t sin(kx). (3.55)

Wir erwarten, dass lim; | u(t, ) = uo(z). In jedem Fall erfiillt v die Bedingungen
(3.54a, 3.54b), was man folgendermafSen sieht. Es ist

o0

2
Z b E™ e " < o0
k=1

ftr alle m € Ny := {0,1,2,...} und ¢ > 0. Somit ist die gerade definierte Funktion
u: (0,00) x [0,7] — R unendlich oft differenzierbar und es gilt fiir alle ¢ > 0 und
€ (0,m)

Zbk okt sin(kx) Zbk F sin(kx) = gy (t, x).

Wir haben gezeigt, dass u die Gleichung (3.54a) 16st. Auch die Randbedingung
(3.54b) ist erfiillt. Es bleibt noch zu zeigen, dass

ltlfgl u(t,x) = up(x)

gleichmiéBig in = € [0, 7]. Das werden wir im Abschnitt 3.4.3 mit Hilfe des para-
bolischen Maximumprinzips tun.

3.4.2 Das parabolische Maximumprinzip

Wie bereits angekiindigt, beweisen wir in diesem Abschnitt ein Maximumprin-
zip fiir die Warmeleitungsgleichung. Wie schon im Fall der Laplace-Gleichung
betrachten wir direkt den allgemeinen Fall einer beliebigen beschrankten offenen
Menge 2 C R? und die Warmeleitungsgleichung in der Form u; = Aw.

Sei also Q2 C R? eine offene, beschrinkte Menge mit Rand 02. Wir betrachten ein
Zeitintervall [0, 7] mit 7" > 0 und bezeichnen mit

Qp = (O,T) x Q
den entsprechenden Zylinder. Die Menge
0*Qr == ([0,T] x 02) U ({0} x Q)

heifst parabolischer Rand von Q. Ist d = 2 und Q als eine Fldche in der Ebene
gezeichnet, so konnen wir die Zeitachse senkrecht abtragen. Dann ist Qr eine
Biichse und 0*Q 7 ist deren Rand ohne den Deckel, vgl. Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.1. Q7 mit dem parabolischen Rand 0" Q.

Wir definieren nun den Raum C'?(Qr) als die Menge der stetigen Funktionen

u: (0,T) x @ — R, fir die die partiellen Ableitungen u, gx , aflaum L0, =

1,...,d existieren und auf Qr stetig sind. Fiir eine Funktion u € C" 2(QT) ist
somit uy — Au € C(Qr). Das folgende Maximumprinzip fiihrt man leicht auf
die einfachen Eigenschaften von Maxima differenzierbarer Funktionen in einer
Variablen zurtick.

Satz 3.30 (Parabolisches Maximumprinzip). Sei u € C(Qr) N CY2(Qr), so dass
ue(t, ) < Aul(t,z) fiir (t,z) € Qr.

Dann ist mMax ; ), u(t,r) = max( z)eo-op u(t, o). O

Bemerkung 3.31. Beachte, dass die Funktion u auf der kompakten Menge Q1 =
[0,T] x  stetig ist und damit ihr Maximum annimmt. Der parabolische Rand
0*Q ist eine kompakte Teilmenge von Q7. Der Satz sagt also, dass die Funktion
u ihr Maximum auf dem parabolischen Rand annimmt. A

Beweis: Sei 0 < T < T. Wir zeigen, dass

max u(t,x) = max u(t,x).
(t,2)EQps (t,x)ED* Qs

Daraus folgt dann die Behauptung, weil

max u(t,z)=max max u(t,z)= max max u(t,z)= max u(t,z).
(t,x)E€Qr T'<T (t,x) Qs T'<T (t,x)€0* Qs (t,x)€d*Qr

a) Wir gehmen zunichst an, dass ug < Auauf Q7. Da Qp kompakt und u stetig
auf {7 ist, gibt es ein (to, z¢) € O, so dass

u(to, ®o) = max u(t,z).
(t,x)eQps
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Wir behaupten, dass (t9, o) € 0*Qr/. Andernfalls ware ndmlich 0 < ¢ < T”
und zp € Q. Da u(tg, z9) = maxo<s<p u(s,xo), folgt, dass us(to, zo) > 0. We-
gen u(ty, x9) = maxyecq u(to,y) folgt 68—;16(750,950) < Oftrallej =1,...,d.
Also ist Au(tg, zg) < 0 und damit erhalten wir aus der Annahme die wider-
spriichliche Aussage 0 < u;(to, zo) < Au(to, o) < 0.

b) Setze v := u — et miteinem e > 0. Dannistv; = u; — e < Au — e < Au = Aw.
Aus Teil a) angewandt auf v folgt, dass

max u(t,z) = max {v(t,z) +et} < max {v(t,x)+eT”
(t,z)EQ ( ) (t,z)GQT/{ ( ) } (t,x)eQT,{ ( ) }
= max v(t,z) + T’} <  max u(t,z) +T'}.
(t,];)éa*QT/{ ( ) } - (t,.’L‘)Ea*QT/{ ( ) }
Da e > 0 beliebig ist, ist die Behauptung bewiesen. O

Wir erhalten als Konsequenz den folgenden Eindeutigkeitssatz fiir die Warmelei-
tungsgleichung.

Korollar 3.32 (Eindeutigkeit). Seien u,v € C(Q7) N C12(Qr), so dass
u=Au und vi=Av auf Qr.
Gilt u = v auf dem Rand 9*Q, so ist u = v auf ganz Qr.

Beweis: Die Differenz w zweier Losungen verschwindet auf dem parabolischen
Rand. Aus dem parabolischen Maximumprinzip folgt, dass w(t,z) < 0 fiir alle
t € [0,7], z € Q. Das Gleiche gilt fiir —w statt w. Folglich ist w(t,z) = 0 fiir alle
t€[0,7],z € Q. O
Stimmen also zwei Losungen der Warmeleitungsgleichung auf dem paraboli-
schen Rand {iberein, dann sind sie identisch. Daraus folgt die Eindeutigkeit fiir
das folgende so genannte parabolische Anfangs-Randwertproblem (ARWP).

Gegeben sei uy € C(Q), suche u € CH2(Qr) N C(Qr) mit

uy = Au, in Qr, (3.56a)
u(t,x) =0, x €00, tel0,T], (3.56b)
u(0, z) = up(z), x € . (3.56¢)

Wir verlangen hier die natiirliche Regularitit an v, fiir die die Gleichung in (3.56a)
Sinn macht: Die Funktion « soll nach ¢ einmal stetig differenzierbar sein und nach
x zweimal. Das ist die Forderung u € C'?(Q7). Die Gleichung soll nur in der
offenen Menge Qr := (0,7) x Q gelten. Allerdings soll die Funktion stetig bis
zum Rand sein, d.h. u € C(Qr). In (3.56b) fordern wir, dass die Funktion am
Rand verschwindet, also homogene Dirichlet-Randbedingungen erfiillt. Die Forde-
rung (3.56¢) ist die Anfangswertbedingung fiir t = 0. Falls eine Losung existiert,
miissen Rand- und Anfangsbedingungen vertraglich sein, es muss also notwen-
digerweise ug € C(2) gelten, wobei

Co(Q) :={uecC(Q):up,, =0}

Dann sind die Bedingungen (3.56b) und (3.56c) miteinander vetraglich. Fiir das
Anfangs-Randwertproblem (3.56) erhalten wir nun folgendes Maximumprinzip.
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Satz 3.33 (Parabolisches Maximumprinzip). Sei ug € Co(Q2) gegeben. Ist u eine
Losung von (3.56), dann gilt folgende Abschitzung:

min uo(y) < u(t, z) < maxug(y) (3.57)
Sy yeQ

fiirallet € [0, T) und x € Q. Insbesondere ist

[ult, )] < sup Juo(y)] (3.58)

ye

fiirallet € [0, T) und x € Q.

Beweis: Sei

C = maxu .

na o(y)
Dann ist ¢ > 0 und somit u < c auf 0*Qy. Folglich ist nach Satz 3.30 u — ¢ < 0 auf
Qp. Damit ist die rechte Ungleichung von (3.57) bewiesen. Ersetzt man u durch
—u, so erhdlt man die linke. O

Korollar 3.34 (Eindeutigkeit des ARWP der Warmeleitung). Sei ug € Cy(2) ein
gegebener Anfangswert, dann gibt es hichstens eine Losung von (3.56).

Beweis: Satz 3.33 zeigt diese Aussage fiir 1o = 0. Indem man die Differenz zweier
Losungen nimmt, erhilt man die Eindeutigkeitsaussage. O

3.4.3 Wohlgestelltheit des parabolischen Anfangs-Randwertproblems fiir
ein Intervall

Das parabolische Maximumprinzip liefert uns nicht nur die Eindeutigkeit, son-
dern auch die a priori-Abschédtzung (3.58) fiir Losungen von (3.56). Damit kénnen
wir nun die Wohlgestelltheit beweisen, wenn {2 ein Intervall ist.

Wir betrachten das folgende Anfangs-Randwertproblem: Gegeben sei ug € Cy(0, 7).
Suche eine Losung u von

Up = Ugy, in (0,00) x (0,7), (3.59a)
u(t,0) = u(t, ™) =0, t>0, (3.59b)
u(0, z) = uo(x), x € [0, 7). (3.59¢)

Satz 3.35. Seiug € C[0, 7], so dass up(0) =
Losung u € C>((0,00) x [0,7]) N C([0, 00

Beweis: Wir haben schon die Eindeutigkeit bewiesen. Nun also zur Existenz. Sei-
en ug, € C[0, 7] trigonometrische Polynome der Form

uon(x) =y _ b sin(kz),
k=1
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so dass ug, — uoin C[0, 7] (siehe Korollar 3.18). Fiir festes n € Nist hier b} = 0 fiir
alle bis auf endlich viele £ € N und es gilt lim,,_.o b} = bi, (vgl. den Beweis von
Satz 3.27). Fur den Anfangswert uy,, ist die Losung von (3.59) mit Anfangswert
g, durch

Z bile” " ' sin(kx) (3.60)

gegeben. Das hatten wir im Abschnitt 3.4.2 hergeleitet, ldsst sich aber auch un-
mittelbar nachpriifen. Aus (3.58) erhdlt man

1un — wmllc(o,r1x[0,7]) < lUno — Umollcro,m

fur beliebiges T' > 0. Damit gibt es eine Funktion u € C([0,00) x [0, 7]), so dass
un(t, ) — u(t, x) gleichméBig auf jedem Rechteck [0, 7] x [0, 7], T > 0. Man hat
somit 4 (0, x) := limy, o0 un(0, ) = up(z) fir alle z € [0, 71]. Aus (3.60) folgt, dass
furt >0,z € [0, 7] gilt:

Z bpe Kt sin(kx).

Wir hatten schon am Ende von Abschnitt 3.4.1 gesehen, dass u € C*((0,00) x
[0, 7r]) und u; = ugy,. Damit ist v die Losung von (3.59). |

Fiir die numerische Behandlung in Kapitel 9 wollen wir das Ergebnis auf das
Einheitsintervall transformieren und ein endliches Zeitintervall betrachten.

Korollar 3.36. Sei ug € C[0,1] mit ug(0) = up(1l) = 0. Sei 0 < T' < oco. Dann gibt es

genau ein v € C>((0,T] x [0,1]) N C([0,T] x [0,1]) derart, dass
Ut = Uy, t e (0,T],z € [0,1], (3.61a)
u(t,0) = u(t, 1) = 0, te 0,7, (3.61b)
u(0,2) = uo(x), x € [0,1]. (3.61¢c)
Es ist

o0
Ze Kty sin (kmx),
k=1

wobei by, = 2 [ uo(x) sin(krz) de, k € N. 0

Das parabolische Maximumprinzip zeigt, dass es hochstens eine Losung u €
C2((0,T) x (0,1)) N C([0,T] x [0,1]) geben kann. Die Reihendarstellung zeigt
dann, dass sie sogar in C*((0, 7] x [0,1]) ist.

Fiir die numerische Behandlung und insbesondere fiir eine aussagekraftige Feh-
lerabschatzung der approximativen Losungen bendtigen wir etwas mehr Regu-
laritatin ¢ = 0.
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Satz 3.37. Sei ug € C4[0,1] mit u{™ (0) = u™ (1) = 0 filr m = 0,2,4. Dann ist die
Losung u von (3.61) in C**([0,T] x [0,1]), d.h., die partiellen Ableitungen von u in
(0,T) x (0,1) existieren bis zur Ordnung zwei bzgl. t, bis zur Ordnung vier bzgl. x und
haben eine stetige Fortsetzung auf [0, T x [0,1].

Beweis: Wir setzen s (z) := sin(krz), Ay = k2x2, b\ = 2f01 ul™ (z) s (@) da,
m=2,4. Dann ist bgf) = —A\bg, b,(f) = )\%bk, wie man leicht durch partielles Inte-
grieren sieht. Durch komponentenweises Ableiten erhdlt man fiir t > 0, z € [0,1]

oo o0 o0
Uy (E, ) = E e X""b s E e )"“fbk/\ksk E e k"fb
k=1 k=1 k=1

Somit folgt limy ¢ ua(t, ) = ug(x) gleichmafig in # € [0,1] durch Anwendung
von Korollar 3.36 auf uj statt ug. Genauso konvergiert

Urrrm t I’ Z@ )\ktb 8(4) Z@i)\ktbl(j)sk(l')
k=1 k=1

gleichmiRig gegen u/" (z). Aus Aufgabe 3.20 folgt nun, dass u € C% 4([0,T] x
[0,1]). O

3.4.4 Die Warmeleitungsgleichung im R

Nun untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung auf dem gesamten R?. Dies
wird auch bei der Untersuchung der Black-Scholes-Gleichung im darauf folgen-
den Abschnitt niitzlich sein. Zunédchst betrachten wir den eindimensionalen Fall
d = 1. Wir bezeichnen analog zu oben mit C*?((0, ) x R) den Raum der Funk-
tionen u = u(t, x), deren partielle Ableitungen u, u,, u,, existieren und stetig auf
(0,00) x R sind.

Gesucht sind Losungen u € C12((0,00) x R) der Warmeleitungsgleichung
Up = Upy, t>0, xR, (3.62)

Die folgenden Uberlegungen erlauben uns, eine Losung zu konstruieren. Sei u €
C12(]0, ) x R) eine Losung von (3.62) und sei a > 0. Dann definiert auch

v(t,z) := u(at, Vax) (3.63)

eine Losung von (3.62). Wir versuchen eine Losung u zu finden, die invariant
unter der Transformation (3.63) ist, d.h., es soll

u(t,z) = u(at,ax), t>0,r€R,

fiir alle a > 0 gelten. Wahlen wir speziell a = 1, so erhalten wir

u(t,z) = u (1%) .
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Somit ist u(t,z) = g(Z%) mit g(y) := u(1,y). Ist ein solches u eine Losung von
(3.62), soist g € C?(R) und

vt () ()am wemd (GG e ()
=9\ 7 o) T I\ ) eI\ T
Daraus folgt
1/1
0=t — Uy = =7 <§pg'(p) + g”(p)) ;

wobeip = T Setzen wir h(p) := ¢'(p), so erfiillt die Funktion h die gew6hnliche
Differenzialgleichung

e S

1

SPh(p) +h'(p) =0, peR.
Ist h(p) > O fiir alle p € R, so ist

d W (p) p 1LY

4 S S A

ap 8 (h(p)) W)~ 2 1P
Also ist log (h(p)) = —3p? + 1 mit einer Konstanten c;. Folglich ist h(p) =
co e P/ und

P 2
g(p):CQ/ e " /4d7"+03,
0

wobei s, c3 Konstanten sind. Damit ist

xz/\/t )
u(t, x) :/ e "y
0
eine Losung. Also ist auch
ug(t,x) = ie_”z/‘” t>0,zeR
x ) \/E ) )

eine Losung, wie man nun auch direkt nachpriifen kann. Damit haben wir eine
spezielle Losung gefunden, der wir einen Namen geben wollen.

Definition 3.38. Die Funktion

1 2
ta) = AL 2 eR, >0, 3.64
olta) = e (.64
heifst Gauf-Kern oder die Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung. A

Der Gaufs-Kern hat folgende Eigenschaften:
Satz 3.39. Es gilt g € C*°((0,00) x R) und

9t = Yam, t>0,z€eR, (3.65a)

/ g(t,x)dx =1, t > 0. (3.65b)
R
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Beweis: Aufgabe 3.7. O

Mit g ist auch die Funktion (¢, z) — g(t,z—y) fiir alle y € R eine Losung der War-
meleitungsgleichung. Damit definieren auch Uberlagerungen von solchen Funk-
tionen eine Losung. Das fiihrt uns zu folgender Definition: Sei ug : R — R stetig
und exponentiell beschriinkt, d.h., es gibt Konstanten A, a € R, so dass

lug(z)] < Aedl®l xR, (3.66)
Wir definieren

ult, x) = / otz — y)uo(y) dy = D i) dy. (3.67)

Vamt
Dann gilt folgender Satz:

Satz 3.40. Die durch (3.67) definierte Funktion hat folgende Eigenschaften:

u € C™((0,00) x R), (3.68a)
Up = Uy, t>0,x €R, (3.68b)
Efgu(t x) = up(z), (3.68¢)

gleichmiifSig auf beschrinkten Teilmengen. Ferner gibt es Konstanten B, w € R, so dass
lu(t, z)| < Be®leH0) (3.69)
fiiralle x € Rund t > 0. O
Die Funktion u 16st also das Anfangswertproblem (3.68). Wir werden spéter se-
hen, dass u die einzige Losung ist, die exponentiell beschrinkt ist, d.h. fiir die eine

Abschitzung der Form (3.69) gilt. Bevor wir Satz 3.40 beweisen, fithren wir eine
Umformung durch.

Durch Substitution kénnen wir die Funktion u auch folgendermafen schreiben:

T >
u(t,z) = e Pug(x — V2tz) dz. (3.70)
oo V2w
Eine erste Substitution w = x — y in (3.67) liefert namlich
e >
u(t,z) = \/me_w Mg (x — w) dw.

Setzen wir z := w/+/2t, so erhalten wir (3.70). Aus (3.70) siecht man unmittelbar,
dass

= 1, falls ug =1, (3.71)
u > 0, falls ug > 0, (3.72)
lu(t,z)] < [|uollco, (3.73)

wobei ||up||o = sup,cg [to(z)]. Insbesondere ist u beschrankt, wenn v es ist.
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Beweis von Satz 3.40: Aus g € C*°((0,00) x R) und g; = ga. folgt (3.68a, 3.68b)
durch Vertauschen von Integration und Differenziation.

Wir zeigen (3.68¢). Sei b > 0. Wir wollen zeigen, dass lim; o u(t, 2) = uo(x) gleich-
mafig in x € [-b,b]. Sei t, | 0. Da ug auf kompakten Intervallen gleichmafig
stetig ist, gilt

vn(2) := sup |ug(z — v2tnz) — up(z)| — 0 fiir n — oo fir alle z € R.
jel<b

Damit konvergiert nach dem Satz von Lebesgue auch

+oo
1 2
sup |u(tn,z) — ug(x)| < e % 20, (2)dz
|$|£b‘ (tn, ) o()] —[m o n(2)

gegen 0 fiir n — oo. Beachte dazu, dass die Funktionen ¢=*"/2p,(z) durch die
integrierbare Funktion g(z) = 2A4e2(b+V2012) =*/2 dominiert werden. Hier sind
a und A die Konstanten aus der angenommenen exponentiellen Beschranktheit
von .

Es bleibt noch (3.69) zu beweisen. Dazu benutzen wir die Young-Ungleichung in
der Form v/2t|z| < 2% + z—; fiir e > 0 (Lemma 5.22, (5.18) auf Seite 159). Damit
folgt aus (3.70), (3.66)

+oo +oo
1 2 1 2 o
lu(t,z)| < —= [ e™* /2 gealel gav2ilzl g, < —— [ e~ (1/2=2a)27 g peall et
V2T V2T

furallex € R, ¢t > 0. ]

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass u die einzige exponentiell be-
schrankte Funktion ist, die (3.68) erfiillt. Zuvor wollen wir aber ein analoges Re-
sultat im R? beweisen. Wir fithren radiale Funktionen auf dem R ein. Sie hdngen
nur vom Abstand von der 0 ab. Somit wird der Laplace-Operator zu einem ge-
wohnlichen Differenzialoperator in einer Variablen.

Lemma 3.41 (Radialer Laplace-Operator). Sei 0 < p < Rund Q = {z € R? :
p < |z| < R} ein Ringgebiet. Weiter sei v € C?(p, R) und u(x) := v(|z|). Dann ist
u € C?(Q) und

d—1
(Au)(z) = (U,-,- + v,.> (|]). (3.74)
Beweis: Das kann man leicht nachrechnen, siehe Aufgabe 3.8. ]
Nun definieren wir analog zu Definition 3.38 den Gauf-Kern in R? durch
1 2
x4t d
g(t,z) = 47rt)d/26 , t>0,zeR% (3.75)
wobei 22 := 2% + - -+ + 2% = |z|? fiir z € R?. Es gilt dann
g € C>®((0,00) x RY), (3.76)
g = Ag, t>0,zeR? (3.77)

/g(t,x)dx = 1, t > 0. (3.78)
R4
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Beweis: Die Funktion g¢(t, -) ist radial. Da g(¢,x) = g1(t,21) - - - ga(t, xq) mit
1 2
(t,x;) = efwj/zlt’
9j ( J) \/H
folgt (3.78) aus (3.65b) durch iteriertes Integrieren. Um (3.77) zu beweisen, setzt

man v(t,r) = t~%2e=""/% > 0,¢ > 0 und zeigt, dass v, = v, + d—;lv,«. Damit
folgt die Behauptung aus Lemma 3.41. O

Ist @ C R", so heifit eine Funktion v : & — R exponentiell beschrinkt, wenn es
Konstanten a, A > 0 gibt, so dass

lu(z)| < Aed®l, zeQ.

Analog zu Satz 3.40 erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 3.42. Sei ug : RY — R stetig und exponentiell beschriinkt. Definiere

1 —(z—y)?/4t
u(t, ) = W/]Rde (=9l M (y) dy, (3.79)

dann gilt u € C*((0, 00) x RY) und

u = Au, t>0,zeR% (3.80a)
ltif(r)l u(t, z) = uo(x), (3.80b)

gleichmiifig auf beschriinkten Mengen des R®. Weiterhin ist u exponentiell beschriinkt.

Beweis: Der Beweis von Satz 3.42 ist vollig analog zu dem von Satz 3.40 und wir
iiberlassen ihn dem Leser, vgl. Aufgabe 3.9. ]

Das Problem (3.80) ist wieder ein Anfangswertproblem. Zu gegebenem Anfangs-
wert ug erhdlt man eine Losung, indem man u mit dem Gauf3-Kern faltet, vgl.
(3.79). Da R keinen Rand hat, entfillt eine Randbedingung: Sie wird durch die
exponentielle Beschranktheit ersetzt. Diese garantiert die Eindeutigkeit. Das be-
weisen wir jetzt mit Hilfe des folgenden parabolischen Maximumprinzips im R¢.
Man vergleiche es mit dem entsprechenden parabolischen Maximumprinzip fiir
Gebiete in Abschnitt 3.4.2. Der ,parabolische Rand” ist hier lediglich die Men-
ge {0} x R?. Allerdings wird eine Wachstumsbedingung (3.81) an die Funktion
gestellt. Wir benutzen den Raum C'? aus Abschnitt 3.4.2.

Satz 3.43 (Parabolisches Maximumprinzip). Sei T > 0, u : [0,T] x R? — R stetig,
sodass u € CY2((0,T) x RY) und u,(t,r) = Au(t,r),0 < t < T,z € R% Es gebe
Konstanten a > 0, A > 0, so dass

u(t,z) < Ae?™’ 0<t< T, xR (3.81)
Dann gilt

sup u(t, z) = sup u(0, z). (3.82)
(t,2)€[0,T]xR4 z€R4
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Beweis: 1. Fall: Es gelte 4aT < 1. Wiahle ¢ > 0, so dass 4a(T + ¢) < 1. Dann ist
vi= ﬁ —a > 0.Sei y € R? fest. Wir miissen zeigen, dass

u(t,y) < sup u(0,2) =: ¢ (3.83)
z€ER4

furallet € [0,T). Sei 1 > 0 gegeben. Da fir A', B’ > 0,
lim {Alea(\y\w)zf B/e(a+v)f“2}: lim ea(ly\+r)2{A/ _ Bfe—aly\ze'VT"?—Za\y\V‘} = —o0,

konnen wir r > 0 so grofs wéhlen, dass

Ae®WHD® _y(a(a + )P 2elo0m < ¢

Seiv(t,z) := u(t,z) — we(i_y)y‘lwﬁ_t). Dann ist v; — Av = 0 (benutze

Lemma 3.41). Sei @ = B(y, ), Qr = (0,T) x Q. Das parabolische Maximumprin-
zip aus Satz 3.30 angewandt auf v ergibt

sup o(t,x) < sup vt x).
(t,z)eQr (t,x)€0*Qr

Der parabolische Rand 0*€) besteht aus zwei Teilen:

a) Esistz € Q,t = 0. Dann ist v(0,z) < u(0,z) < c.
b) Esistt € [0,7], z € 9Q. Dann ist |z — y| = r und es gilt wegen (3.81)

— H r2/4(T+e—t
'U(t,f[) = u(t,:c) — me /4( e—t)
< Aelyl+r)? _ H r2/A(T+e—t)
= (T +e—t)yar®
a(lyl+r)? _ K 7% /4(T+e)
s e (T +e)irz®

= AeWHn? _ d(a + )2 @) < ¢,
Damit ist sup(; ;ye9+q, V(¢ ) < c und nach dem Maximumprinzip
H _
u(t,y) — T te_0)iz u(t,y) <c
fur 0 <t < T.Indem wir u gegen 0 streben lassen, erhalten wir (3.83).
2. Fall: Falls 4aT > 1 ist, so wenden wir Teil 1 sukzessive auf die Zeitintervalle

[0,T4], [T1,2T4],. .., an, wobei T} = %. O

Das parabolische Maximumprinzip liefert uns die Eindeutigkeit auf jedem Zeit-
intervall. Damit konnen wir unsere Resultate zusammenfassend als die Wohlge-
stelltheit eines Anfangswertproblems formulieren.

Satz 3.44 (Warmeleitungsgleichung im R%). Sei ug : RY — R stetig und exponen-
tiell beschrinkt. Dann hat folgendes Anfangswertproblem eine eindeutige, exponentiell
beschriinkte Losung u € C12((0,00) x R%) N C([0, 00) x RY):

up = Au, 0<tazeR? (3.84a)
u(0, z) = uo(x), z e R4 (3.84b)

Die Losung w ist durch (3.79) gegeben. Insbesondere ist u € C°°((0,00) x R?).
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Beweis: Es ist nur die Eindeutigkeit zu beweisen. Sind u1, us zwei Losungen, so
erfiillt u = u; — ug die Bedingungen (3.84) fiir uo = 0. Damit folgt aus (3.82), dass
u(t,z) < 0,t € [0,T] fiir z € RY, wobei T > 0. Ein Vertauschen von u; und us
zeigt, dass u = 0. O

Die Bedingung, dass u € C12((0,00) x R?), ist die minimale Regularitétsanfor-
derung an die Losung u, gerade so, dass die Gleichung (3.84a) einen Sinn hat.
Als Resultat erhdlt man, dass die Losung automatisch unendlich oft differenzier-
bar ist, selbst wenn der Anfangswert uo nirgends differenzierbar ist. Hier ist das
eine Konsequenz der Darstellung (3.79) tiber den Gauf3-Kern. Wir werden aber
sehen, dass Losungen der Warmeleitungsgleichung auch auf Gebieten (statt R?)
automatisch C* sind (siehe Kapitel 8).

Da R? keinen Rand hat, entfillt eine Randbedingung. Sie wird durch die For-
derung ersetzt, dass u exponentiell beschrankt sein soll. Es gibt jedoch weitere
Losungen, die fiir |z| — oo sehr schnell wachsen (siehe [26, § 2.3]).

Physikalisch interpretieren wir die Losungen folgendermafSen: Ist uq eine gege-
bene Wirmeverteilung im R, so beschreibt die Losung u(t, ) von (3.84) die Tem-
peratur zur Zeit ¢ im Punkte » € R?. Ein anderes Modell ist Diffusion z.B. von
Tinte in Wasser. Dann ist uo die Anfangskonzentration, d.h., [ g Uo(z) dz ist die
Menge der Tinte in einer messbaren Menge B C RY. Die Losung u(t,z) ist die
Konzentration zur Zeit t. Wir verweisen auf Kapitel 1 fiir die Herleitung der War-
meleitungsgleichung.

Aus der Darstellung (3.79) durch den Gauf3-Kern sieht man, dass

/R ult,z)dr = /R ug(a) do (3.85)

fiir alle t > 0, d.h., die Gesamtmasse wird erhalten, wie man es ja erwartet. Den-
noch handelt es sich um eine Idealisierung. Sei etwa v, eine Anfangskonzentra-
tion, so dass [, uo(x) dz =1, ug > 0, aber ug(z) = 0 fiir |z| > ¢ mite > 0; d.h., ug
ist in einer kleinen Kugel konzentriert. Sei « ein vom Nullpunkt weit entfernter
Ortund ¢t > 0 eine beliebig kleine Zeit. Dann ist dennoch u(t, ) > 0, wie man aus
(3.79) sieht. Das widerspricht der Relativitdtstheorie. Bezieht man relativistische
Effekte ein, so erhdlt man eine nichtlineare Gleichung.

Schliefilich sollten wir noch etwas zur Normalisierung des Gauf3-Kerns sagen.
Die Funktion g(t, -) in (3.75) ist die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Va-
rianz ¢ = 2t und Erwartungswert ;1 = 0. Deshalb zieht man in der Wahrschein-
lichkeitstheorie die Funktion g(t/2, z) als Grundlosung vor. Sie ist der Kern der
Losungen der Gleichung

1
Ut = EAU

Statt des Laplace-Operators A wird man dann also A betrachten.
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3.5 Die Black-Scholes-Gleichung

Im vorigen Abschnitt haben wir alle exponentiell beschriankten Losungen der
Wirmeleitungsgleichung

Up = Uz, t>0, xR, (3.86)

explizit bestimmt. Durch geeignete Substitutionen und Skalierungen werden wir
daraus die polynomial beschrankten Losungen der Black-Scholes-Gleichung er-
halten und schliefilich die Formel fiir den Optionspreis herleiten.

Wir beginnen damit, die allgemeine parabolische Gleichung
Wy = QWgy + Bw, +yw, t>0, z€R (3.87)

zu betrachten. Hier sind o, 3,7 € Rmita > 0.Sei T > 0und u € C12((0,T) x R),
so dass u; = ug,. Wir modifizieren nun u sukzessive, um eine Losung von (3.87)
zu erhalten. Seien dazu a, A € R zwei noch zu bestimmende Konstanten.

1. Schritt: Definiere v(t, x) := e**u(t, x). Dann gilt

v = e uy,
vy = e*(au+uy),
Vpw = € (Ugy + 20ty + a*u) = e uy + 2ae” (au + uy) — aue®™

= v + 2av, — a®v

wegen u; = Ug,. Die Funktion v 16st also die Gleichung vy = v, —2av,+a3v.

2. Schritt: Wir verandern weiterhin auch noch die Geschwindigkeit, indem
wir w(t, z) = e u(at, x) = v(at, z) setzen. Dann gilt w; = o wyy —2aqw,+
2
aa® w.

3. Schritt: Wir fligen noch den Faktor e~ hinzu, d.h., wir setzen

w(t,x) := e Meu(at, z). (3.88)
Dann gilt
we(t, ) = QWgy — 200w, + (aa® — Nw. (3.89)

Damit 16st w die Gleichung (3.87), falls

f%, v =aad® -\ (3.90)

a =
Sei umgekehrt w eine Losung von (3.89), so 16st u(t,z) = e/~ w(L, z) die
Gleichung u; = u,,, wie man genau wie oben leicht nachrechnet. SchlieSlich gilt
w € C([0,T] x R) genau dann, wenn u € C([0,T] x R). Damit erhalten wir aus
Satz 3.44 folgenden Satz.
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Satz 3.45. Seien o, 3,y € R, o« > Ound 0 < T < oo. Sei wg : R — R stetig
und exponentiell beschriinkt. Dann gibt es genau eine exponentiell beschrinkte Funktion
we CH2((0,T) x R)n C([0,T] x R), so dass

Wy = QWgy + Pw, + yw, te (0,T],z € R, (3.91a)
w(0,x) = wo(z), r €R. (3.91b)
Ferner ist
1 o
w(t,z) = e M— / e /2ea 2otzy0(x — V2atz) dz, (3.92)
V2T Jr

wobei a und X durch (3.90) definiert sind. Insbesondere ist w € C>((0,7] x R).

Beweis: Wir miissen nur (3.92) beweisen. Aus w(t, z) = e~ *eu(at, z) folgt ins-
besondere w(0, z) = e*u(0, 2) = e**ug(x). Damit erhilt man aus Satz 3.44

wt,r) = e Me® —2*/2gala—v 20t2) o (2 — V2atz) dz,

1
— (&
\/27r/R
1 2
_ —At —2z°/2 jav2atz —Voatz)d
= € & & wWo\ T altz 2,
= [ e wna — Vaorz)

also die Behauptung. O

Nun kommen wir zur Black-Scholes-Gleichung. Dazu erinnern wir an das in Ab-
schnitt 1.5 beschriebene Modell fiir eine Europaische Call-Option. Gegeben sind
der Austiibungs-Preis (strike) K und der Ausiibungs-Zeitpunkt (maturity) 7' > 0,
die Volatilitdt o > 0 und der Zinssatz r > 0. Wie in (1.32) verwenden wir als Va-
riable fiir den Kurswert den Buchstaben y > 0 und nicht S wie in der finanzma-
thematischen Literatur. Wieder betrachten wir eine Call-Option (also eine Kauf-
Option), so dass die Auszahlungsfunktion (Payoff) in (1.20) in der neuen Varia-
blen y lautet:

v (y— K)"
Gesucht ist der faire Preis V (¢, y) dieser Option zur Zeit ¢t € [0, T']. Die Funktion
V erfiillt das Endwertproblem fiir alle y > 0

2
Vi(t,y) + %yQVyy(t,y) +ryVy(t,y) —rVi(t,y) =0, 0<t<T, (3.93a)

V(T,y) = (y— K)*. (3.93b)

Dieses Problem ist wohlgestellt und man kann die Losung explizit angeben. Um
die Eindeutigkeit zu gewihrleisten, miissen wir jedoch polynomiales Wachstum
voraussetzen. Wir sagen, dass eine Funktion f : (0, 00) — R polynomial beschriinkt
ist, wenn es Konstanten m € N, ¢ > 0 gibt, so dass

y™ o fur y > 1,
[F)l < c{ ym fiir 0 <y < 1. (3.94)

Damit ist f genau dann polynomial beschrdnkt, wenn die Funktion g : R — R
mit g(z) := f(e”) exponentiell beschrankt ist. Nun erweitern wir diese Begriffe
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auf Funktionen von Zeit und Ort. Eine Funktion u : [0,7] x (0,00) — R heif$t
polynomial beschrinkt, wenn es Konstanten m € N, ¢ > 0 gibt, so dass (3.94) fiir
f=u(t, ) furalle t € [0, T] gilt, wobei m und ¢ nicht von ¢ abhéngen. Schliefllich
verwenden wir folgende Bezeichnung

N(x) = No(z _zz/de, z € R,

=L

d.h., NV ist die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

Satz 3.46. Es gibt genau eine polynomial beschriinkte Funktion
V € 0([0,T] x (0,00)) N CH*((0,T) x (0, 00)),

so dass (3.93) erfiillt ist. Ferner ist V€ C*°([0,T) x (0, 00)). Die explizite Formel fiir
V lautet

V(t,y) = yN(dy) — Ke " TN (dy), (3.95)

wobei

2

log (&) + (r + "7) (T —t)
oVT —1t ’
Beweis: Als Erstes betrachten wir die Zeit-Transformation ¢ — T — t. Damit er-

halten wir fir W(t,y) := V(T — t,y) eine Funktion W € C([0,T] x (0,00)) N
CH2((0,T) x (0,00)) , die das Anfangswertproblem

dy = do:=dy —ovT —1t, 0§t<T(396)

2

W, = %yQWyy +ryW, — W, y>00<t<T, (3.97a)
W(0,y) = (y — K)* (3.97b)

genau dann 16st, wenn V' das Problem (3.93) 16st. Wir transformieren das Pro-
blem (3.97) von (0,00) auf R. Sei w : [0,T] x R — R eine stetige Funktion. Dann
definieren wir eine neue Funktion durch

W(t,y) :==w(t,logy), y>0,0<t<T.
Nehmen wir an, dass w € C12((0,T) x R), was dquivalent zu W € C12((0,T) x
(0, 00)) ist. Dann gilt
1
Wy(ty) = ;wz(t,logy), also yWy(t,y) = w(t,logy), und

1 1 1
Wyy(t,y) = —7 —wy(t,logy) + " — Waa(t,logy) = ——W y(ty) + " — Wqz (t,log y).

Also folgt y?W,, (t,y) + yWy(t,y) = wa.(t,logy). Damit 16st W die Gleichung
(3.97a) genau dann, wenn fiir 0 < ¢t < T und z € R gilt:

o? o?
7wm(t, x) + (T — 7) wy(t, ) — rw(t,x) = w(t, z). (3.98)
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Ferner gilt W (0,y) = (y — K)* genau dann, wenn
w(0,7) = (" — K)T = wo(x), x€R. (3.99)

Schliefilich ist I genau dann polynomial beschriankt, wenn w exponentiell be-
schrankt ist. Damit sagt uns Satz 3.45, dass (3.97) genau eine Losung W besitzt.
Sieistin C°°((0,T] x (0,00)) und ist explizit gegeben durch

2
—z /2eao\/fzw0(

W(t,y) = w(tlogy)=e logy — oVitz)dz

1
— &
Vo /R
1 +o0o
— oM 27T/ efz2/2eaa\/fz(yefcr\/zz _ K)+ dz =: I — I

mit a := % — A= ";a2+rund
oz log(y/K)
I, = yef)\t 1 /G\/_ 6722/26(0,71)0\/{2 dz,
V2T ) o
1
1 mlOg(y/K)
I, = KeiM—/ e~ /2ea0Viz g,
V2T ) s

Um I; zu berechnen, suchen wir die quadratische Ergdnzung im Exponenten des
Integranden:

—22/2+ (a — 1otz

—%{z2 —2(a — 1)oVtz}
= —%{(z —(a—1DoVt)? = (a—1)%02t}.

Indem wir 2’ := z — (a — 1)o/t substituieren, erhalten wir

1 1 :

I = ye—/\tN (Wi log% _ (a _ 1)0-\/5) ei(a—l)zg% — y/\/’(d/l)
mit

g _logd —(a—1)’ _ log 7 + (% +T)t

! o/t o/t ’
da

1 2 1 §
A+ §(a—1)2cr2:f%a27r+§(a272a+1)02:frfa02+% =0.

Um 5 zu berechnen, betrachten wir den Exponenten des Integranden in I5:
1 1 1
—522 + aoV'tz = —§{z2 — 2a0V/tz} = —5{(2 — aoV't)? — a*o’t}.
Indem wir z’ = z — ao\/t substituieren, erhalten wir

1 1 .
——log g _ aax/i) eda’o’t = KN (dy)e "

I :K—“N(
2 € U\/z_f K
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mit
log £ — ac?t
d/ _ K — d/ _ \/‘Z?
2 70 NG 10
wobei wir benutzt haben, dass —A + 2a?0? = —r. Da V(t,y) = W(T — t,y),
erhalten wir die Formel (3.95). O

Von besonderem Interesse ist die Losung V' (0,y) zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das ist
der Preis der Option: Ist y der Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢ = 0, so ist also der
Preis fiir die Option, die Aktie zum Zeitpunkt 7" zum Preis K kaufen zu diirfen,
gegeben durch

V(0,y) =yN(d)) — Ke "TN(dy) (3.100)
mit

log (L) + (r+ %) T
dl = (K) O-\ET 2) 5 d2 Z:dl—O'\/T.

Das ist die berithmte Black-Scholes-Formel, die auch heute noch eine weit verbrei-
tete Preisbewertung ist, die von Banken benutzt wird. Sie kann z.B. mit Hilfe von
Maple® ausgewertet werden (vgl. Abschnitt 10.1). Wir haben die Black-Scholes-
Formel durch die explizite Losung der partiellen Differenzialgleichung von Black
und Scholes (3.93) gefunden. Diese hatten wir in Abschnitt 1.5 mit Hilfe von sto-
chastischen Differenzialgleichungen aus dem No-Arbitrage-Prinzip hergeleitet.
Unser Weg entspricht den bahnbrechenden Arbeiten von Black, Scholes und Mer-
ton aus dem Jahre 1973. Ein anderer Zugang zur Black-Scholes-Formel wurde
von Cox, Ross und Rubinstein 1979 entwickelt und wird in vielen Lehrbiichern
dargestellt (siehe z.B. [35] und [13]).

Wir wollen den Abschnitt mit einer Konsistenzbetrachtung schlieffen. Die Losung
V, gegeben durch (3.95), hangt von ¢ > 0 ab. Es ist interessant, den Grenzwert
von V(t,y) fiir o — 0 zu betrachten. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.

1. Fall: log (%) + rT > 0. Dann ist limy—o dy = limy—odz = oo und somit folgt
limy,—o N (dy) = limy—o N (d2) = 1. Esist also

u(t7 y) = 01_112% V(t, y) =y — Ke*”‘(Tft).

Insbesondere ist der Preis der Option in dem Grenzfall 0 = 0 gegeben durch
u(0,y) = y — Ke " Das ist konsistent mit unserem Modell. Denn legt man das
Kapitaly — K e~ zum festen Zinssatz r an, so hat es nach der Zeit T den Wert

eTly—Ke ™)y =eTy - K.

Bei einer Volatilitidt o = 0, also bei einem sicheren Kursgewinn von r %, hat die
Aktie zur Zeit T den Wert e"Ty (vgl. die folgende Bemerkung 3.47*). Wird die
Option, zur Zeit T' zum Preis K zu kaufen, wahrgenommen, so bringt das also
einen Gewinn von e'”'y — K. So viel Gewinn bringt auch die Anlage des Betrages
y— Ke ™" zum festen Zinssatz r. Das ist also genau der Preis, den man logischer-
weise fiir diese risikolose Option zahlen sollte.
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2. Fall: st log (%) + rT < 0, so ist u(0,y) := limy,_o V(0,y) = 0; d.h., der Kauf-
preis der Option ist 0. Tatsachlich liegt in diesem Fall bei einer deterministischen
Zeitentwicklung der Preis ey der Aktie zum Zeitpunkt 7" unter dem strike price
K und die Option, die Aktie zum Preis K kaufen zu diirfen, ist nichts wert.

Bemerkung 3.47" (Kontinuierlicher Zinseszins).
Ein Geldbetrag zp werde zu einem festen Zinssatz angelegt. Der Zinssatz von r% bezieht
sich auf die Anlage wahrend eines Jahres. Die Bank zahlt nach einem gewissen Zeitinter-
vall die Zinsen aus. Diese kommen zu dem Kapital hinzu und werden wieder verzinst.
Wir wollen annehmen, dass das Kapital ¢ jahrelang angelegt wird. Zahlt die Bank die Zin-
sen am Ende der Laufzeit aus, so betragt das Kapital dann z(t) = zo + trzo = (1 + tr)zo.
Erfolgt die Zahlung der Bank nach der halben Laufzeit %, so hat das Kapital zu diesem
Zeitpunkt den Wert

z(%) =20+ %rzo = (1 + %r)zo.
Dieses erhohte Kapital z (%) wird nun wieder % Jahre angelegt und hat zur Zeit ¢t dann
den Wert

0 =5(2) +2(2) b= (1 )"

Zahlt die Bank die Zinsen jeweils am Ende des Zeitintervalls der Lange £ mit n € N, so ist
der Wert des Kapitals zum Zeitpunkt £ nunmehr z(£) = zo(1 + %r). Dieses neue Kapital

k2
wird iiber den Zeitraum [£, 2£] verzinst und fithrt zum Zeitpunkt 2 zu dem Kapital

()= ()= ()i ()

Zum Zeitpunkt 3 hat es den Wert

(31&) (2t) (2t) t ( t )3
z|—)=z(—)+2z(—)-r=2(1+—-7]) .
n n nj)n n

Fahrt man so fort, so erhélt man zum Zeitpunkt ¢t den Wert
t n
z(t) = 20 (1 + ET) . (3.101)

Das ist also der Wert des Kapitals nach ¢ Jahren bei einer Verzinsung in Schritten von £ Jah-
ren. Aber diese Verzinsung berticksichtigt nicht die Anlage des um die Rendite vermehr-
ten Kapitals in Zeitintervallen, die kleiner als £ sind. Die Bank sollte also gerechterweise
die Zinsen kontinuierlich auszahlen. Damit ist der Wert z(t) des Kapitals nach ¢ Jahren
bei dem Anfangskapital zo und einem jdhrlichen Zinssatz von r % bei kontinuierlicher
Zinsausschiittung

z(t) = nh_)rrgo 20 (1 + %r) = 20e"".
Der Limes von (1 + %r) " als Zinsformel stammt von Jakob I. Bernoulli (Acta Eruditorum,
1690), lange bevor Euler in einem Brief an Goldbach den Buchstaben e fiir lim, oo (1+ %)n
einfiihrte. Diese Zahl ist ein Beispiel daftir, dass Naturkonstanten nicht nur fiir die Gesetze
der Physik, sondern auch fiir die der Bankiers eine Rolle spielen. Wird auf irgendeinem
Planeten Geld mit Zinseszins angelegt, so ist die Euler’sche Zahl e ~ 2,71828 das Kapital,
das sich nach einem (Planeten-)Jahr angesammelt hat, wenn 1 Geldeinheit zu 100 % bei
kontinuierlicher Zinsausschiittung angelegt wird. A
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3.6 Integraltransformationen

Besonders bei partiellen Differenzialgleichungen, die bei Problemstellungen aus
den Ingenieurwissenschaften auftreten, formt man héufig die partielle Differenzi-
algleichung mittels einer Integral-Transformation um. Dies erlaubt oft die Reduk-
tion auf eine gewohnliche Differenzialgleichung, die man dann wiederum héu-
fig mit derartigen Integraltransformationen auf eine algebraische Gleichung zu-
riickfiihren und so 16sen kann. Oftmals haben diese Transformationen auch eine
physikalische Bedeutung, etwa die Transformation einer Schwingung vom Orts-
Zeit-Raum in den Phasen-Raum (Frequenzspektrum). Im Phasen-Raum wird aus
der partiellen Differenzialgleichung dann oft eine gewthnliche Differenzialglei-
chung. Hat man die so entstandene Gleichung im Phasen-Raum gelost, so ergibt
sich die Losung der urspriinglichen Differenzialgleichung durch die Riicktrans-
formation.

3.6.1 Die Fourier-Transformation

Wir beginnen mit der Fourier-Transformation. Diese wurde von Jean Baptiste Jo-
seph Fourier im Jahre 1822 in seiner oben bereits erwdhnten Schrift Théorie analy-
tique de la chaleur entwickelt. Wir behandeln hier die Fourier-Transformation von
einem praktischen Standpunkt aus und zeigen, wie sie benutzt werden kann, um
Gleichungen explizit zu 16sen. Im Zusammenhang mit Sobolev-Raumen wird sie
in Kapitel 6 fiir systematische Untersuchungen benutzt werden. Im Unterschied
zu den vorhergehenden Abschnitten betrachten wir hier komplexwertige Funk-
tionen. Wir definieren fiir 1 < p < oo

L,(R,C):= {f : R — Cmessbar : / lf@®)Pdt < oo}.
R

Wenn wir Funktionen miteinander identifizieren, die fast iiberall iibereinstim-
men, so wird L, (R, C) ein Banach-Raum bzgl. der Norm

151 i= ([ 1rcwar < oo)l/p.

Der Raum L3 (R, C) ist ein Hilbert-Raum.

Definition 3.48. Fiir f € L;(R, C) heif3t die durch

Ffw) = f(w) = \/% [m ft)e ™ dt, w € R,
definierte Funktion die Fourier-Transformation (auch Spektralfunktion) von f. A

In der Physik hat die Fourier-Transformation die Bedeutung der Transformation
eines Zeit-Amplitudensignals (¢, f(¢)) in sein Frequenzspektrum (w, f(w)), mit
anderen Worten: f(w) ist der Anteil von Schwingungen mit Frequenz w.
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Beispiele

Bevor wir die Eigenschaften von F ndher untersuchen, beschreiben wir einige
einfache Beispiele.

Beispiel 3.49. Der Rechteck-Impuls ist definiert als

1, fur|t <1,
ﬂw{o i

sonst,

vgl. Abbildung 3.2 links. Offenbar ist f € L;(R, C) und damit lautet die Fourier-
1

Transformation von f zunéchst fiir w # 0
. 1 L - =1 \/5 sinw
= — TNt = —— =1/—
@) V2 /,1 ‘ V27w =1 T w
sowie f(0) = /2/m. Also erhalten wir fiir f die so genannte sinc-Funktion (sinus
cardinalis), vgl. Abbildung 3.2 rechts. A

—twt

f(t) fw)

K/ 2/w

Abbildung 3.2. Rechteck-Impuls (links) samt Fourier-Transformation (rechts).

-1 1

Beispiel 3.50. Der exponentiell abfallende Impuls lautet f(t) = e ", o > 0. Fir
R > 0 gilt

R R R 1 t=R
/ |f()dt = / e—“‘tldtzz/ e_("tdt:Q(f—)e_“t
—-R —R 0 « t=0
2 oo 2
- (B =2
« «

+ #e(—a—kiw)t
—a + 1w

A 1 > ) o0 )
f(w _ { / e—ate—uut dt 4 / e—atezut dt}
) V2 LJo 0
V2T t=0 t_O}

alsoist f € L1 (R). Die Fourier-Transformation rechnet man leicht nach:
_ 1 (_1) e—(a-i—icu)t -
o+ iw
_ 1 1 n 1 lTa—-iwt+ta+tivw 2 «
T Voar latiw a—iw | 2w a? 4+ w? TV ra2+w?’
also eine gebrochen rationale Funktion. A
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Eigenschaften der Fourier-Transformation

Wir stellen nun einige wesentliche Eigenschaften der Fourier-Transformation zu-
sammen und konzentrieren uns dabei auf diejenigen Eigenschaften, die wir zur
Losung partieller Differenzialgleichungen benttigen werden.

Satz 3.51 (Eigenschaften und Rechenregeln). Sei f € Li(R, C), dann gilt:
(i) Die Fourier-Transformation f:R— Cist stetig mit lim|,,| f(w) =0.
(ii) Linearitit: Fiir f1,..., fn € Li(R,C)und ¢4, ..., ¢, € Cgilt
F (chfk> = ch]:fk-
k=1
(iii) Falls f stetig differenzierbar ist, f’ € L1 (R, C) und limy|_. f(t) = 0, dann gilt
F(f)w) = iw F f(w). (3.102)

(iv) Falls [~ _|tf(t)| dt < oo, dann gilt
L FIw) = (DFCF)W) (3103)

(v) Fiir o € Rgilt F(f(- — @) (w) = e " Ff(w).
(vi) Fiir o € R\ {0} gilt F(f (o)) (w) = |a|‘7:f( )-

Beweis: Wir beweisen hier nur (iii) und (iv), da diese fiir den weiteren Verlauf
zentral sind. Die tibrigen Aussagen tiberlassen wir dem Leser als Ubung, vgl.
Aufgabe 3.10.

(iii) Fiir R € R* gilt mit partieller Integration unter obigen Voraussetzungen:

- 1 —iwt _i *“Ut
= o= - m/ fie = di

Der erste Term konvergiert nach Voraussetzung fiir R — oo gegen 0, der
zweite gegen iw f (w).

e

(iv) Die Ableitung ergibt sich unmittelbar, da wir die Ableitung und das Inte-
gral vertauschen diirfen,

* {“%Z Fteer dt} — (i) “%Z H (e dt = (—i) F(-£())(w),

also ist die Behauptung bewiesen. O
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Einer der wesentlichen Griinde fiir die Bedeutung der Fourier-Transformation
liegt in folgenden Aussagen begriindet. Seien f,g € L1(R,C). Aus dem Satz von
Fubini folgt, dass f(-)g(t — -) fiir fast alle t € Rin L (R, C) liegt und die durch

/ F(r)g(t—r)dr, teR, (3.104)

definierte Faltung f * g ebenfalls in L, (R, C) liegt. Man weif$ aber noch mehr.

Satz 3.52. Sei g € C™ (R, C), m > 0, mit kompaktem Triger, d.h., es existieren —oo <
a <b<oomitg(x)=0fiirx e (—oo,a) U (b,oo) und es sei f € L1(R,C), dann ist
die Faltung f = g m-fach stetig differenzierbar und es gilt

d d

Z(Frg)=Fx(39)-
Beweis: Da g einen kompakten Trager besitzt, gilt sup, c [9(7)| < oo und deshalb
gilt fiir h(7,t) := f(7) g(t — 7) die Abschidtzung

|h(r, t)| < [f(7)] Sup lg(a)],

also ist die Faltung nach dem Majoranten-Kriterium wohldefiniert und stetig.
Dies zeigt die Behauptung fiir m = 0. Fiir m > 1 gilt Lh(r,t) = f(7) Lg(t — 1),
also

|l 0)] < £ sup | So(e)]

Daher ist f x g € C'(R) und
G0 =5 [ nwoa= [ o) Goe-ndr =1+ Za)0.

Der Rest folgt induktiv. O
Nun konnen wir die angekiindigten Aussagen formulieren und beweisen.

Satz 3.53 (Faltungssatz). Fiir Funktionen f,g € L,(R, C) gilt f/*\g =21 fg.

Beweis: Nach Definition gilt

F(fxg)(w) = \/%—W/Do(f*g)(t)e“tdt
1 = - —iwt
— E/_Oo/_oof(T)g(t—T)dTe dt.

Nun verwenden wir die Substitution ¢ — s := ¢t — 7 und erhalten

F(fxg)(w \/—/ / F(7) g(s)dr e 6+ g,

was die Behauptung zeigt. O
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Nun kommen wir zu zwei Aussagen, die besagen, dass die Energie (hier die
Norm in L5) bei der Fourier-Transformation erhalten bleibt. Auf den Beweis ver-
zichten wir hier.

Satz 3.54 (Satz von Plancherel). Seien f,g € L1(R,C) N Lo(R, C). Dann sind f, g€
Ly(R, C) und es gilt

‘[:fWMW)mHi[waﬂﬁdt

Beweis: Den Beweis findet man z.B. in [46, Satz V.2.8]. |

Aus dem Satz von Plancherel folgt sofort eine wichtige Identitit, die als Parseval-
Gleichung bekannt ist. Sie driickt die Energieerhaltung bei der Fourier-Transfor-
mation aus.

Satz 3.55 (Parseval-Gleichung). Fiir f € Li(R,C) N Ly(R,C) ist f € Ly(R, C) und
[ iferan= [ s

— 00 — 00

also || fll Loy = 1/l Lacey-

Beweis: Wir wenden den Satz von Plancherel auf den Fall ¢ = f an und erhalten
die Behauptung. O

Die Umkehrformel

Wie bereits in den einleitenden Worten zu diesem Abschnitt erldutert, werden
wir mit Hilfe der Fourier-Transformation bestimmte partielle Differenzialglei-
chungen in gewohnliche Differenzialgleichungen umschreiben. Dies geschieht in
erster Linie mit Hilfe der Formeln (3.102) und (3.103). Wenn man dann die re-
sultierende gewohnliche Differenzialgleichung gel6st hat, muss man die Fourier-
Transformation umkehren, um dann eine konkrete Losung der Differenzialglei-
chung zu erhalten.

Satz 3.56 (Fourier-Umkehrformel). Falls f € Li(R,C) und f € L, (R, C), so gilt

1 RO ) .
— zwwd —. f_l
f@) = <= [ f@)erao = 7 (f)w)
fiir alle z € R.
Beweis: Vergleichen Sie dazu z.B. [46, Satz V.2.8]. O
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Lésung von Differenzialgleichungen mittels Fourier-Transformation

Wie bereits angedeutet, konnen die Eigenschaften in Satz 3.51 zur Losung von
partiellen Differenzialgleichungen verwendet werden. Wir beschreiben dies an
einigen ausgewihlten Beispielen. Es sei betont, dass diese Methode dazu dient,
eine Formel fiir eine Losung einer konkreten Differenzialgleichung zu bestimmen.
Damit sind in der Regel keinerlei Aussagen iiber Eindeutigkeit oder stetige Ab-
hiangigkeit von den Daten verbunden.

Die Strategie besteht jeweils aus vier Schritten:

1. Transformiere die partielle Differenzialgleichung in eine gewohnliche Dif-
ferenzialgleichung.

2. Transformiere ggf. die Anfangsbedingungen.
3. Lose das Anfangswertproblem der gewohnlichen Differenzialgleichung.

4. Riicktransformation liefert die gesuchte Losungsformel.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die auftretenden Funktionen die Vorausset-
zungen der Sdtze des vorangehenden Abschnitts erfiillen, so dass die Rechenre-
geln angewandt werden diirfen. Ziel ist es zu zeigen, wie eine explizite Losung
hergeleitet werden kann.

Beispiel 3.57 (AWP der Wellengleichung auf R). Betrachte das Anfangswertpro-
blem (AWP) der Wellengleichung

Ut = Ugg, t>0,zeR, (3.105a)
u(0,2) = f(z), z €R, (3.105b)
ut(0,2) = g(z), x € R, (3.105¢)
u(t,x) — 0, x — too, t >0, (3.105d)

fiir gegebene Funktionen f,g : R — R, die als hinreichend glatt vorausgesetzt
werden und mit den asymptotischen Randbedingungen (3.105d) vertraglich sein
miissen. In diesem Fall kennen wir die Losung ja bereits aus der Formel von
d’Alembert (3.7). Hier wollen wir nun an diesem Beispiel zeigen, wie man die
Fourier-Transformation zur Herleitung einer Losungsformel verwenden kann.
Dazu fithren wir die oben beschriebenen vier Schritte aus.

1. Transformation der Differenzialgleichung
Wir definieren die Fourier-Transformierte der zu bestimmenden Losung beziig-
lich des Ortes =

Ult.w) = Flult.w) = —= | ¥l x) e de.

Nun wenden wir die Fourier-Transformation auf (3.105a) an. Dies ist aufgrund
der asymptotischen Randbedingungen (3.105d) moglich. Aufgrund der Rechen-
regeln fiir die Fourier-Transformation und (3.105a) gilt dann

Flus(t, (@) = Flune(t,))(w) = —*Ut,w).
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2. Transformation der Anfangsbedingungen

Da wir die Fourier-Transformation beziiglich des Ortes « verwendet haben, las-
sen sich die Anfangsbedingungen leicht transformieren. Mit F(w) := F f(w) und
G(w) := Fg(w) wird das AWP (3.105) transformiert zu:

U (t,w) + W U(t,w) = 0, t>0, (3.106a)
UO,w) = F(w), (3.106b)
U(0,w) = G(w). (3.106¢)

Dies ist also offenbar fiir jedes (feste) w € R eine gewohnliche (lineare) Differen-

zialgleichung in der Zeit ¢, genauer ein Anfangswertproblem einer gewo6hnlichen

Differenzialgleichung zweiter Ordnung.

3. Losung des Anfangswertproblems

Mit den bekannten Methoden aus der Theorie der Anfangswertaufgaben fiir ge-

wohnliche Differenzialgleichungen kann man (3.106) 16sen. Fiir w # 0 erhdlt man
U(t,w) = F(w) cos(wt) + G(w)M.

Fir w = 0 ergibt sich (0, t) = F(0) + t G(0), also die stetige Fortsetzung.

4. Riicktransformation

Um nun eine Darstellung der Losung u(t, z) von (3.105) zu erhalten, wenden wir

die Fourier-Umkehrformel auf i/ an:

ult,x) = ]-‘*1[2/1(2)]@)
= % /700?/{(157(*)) dw
= % {/_Z F(w) cos(wt) e™* dw + /_0; G(w) smf}iwt) el dw}

= w(t,z) + ua(t, x).
Nun verwendet man die bekannten Identitdten cosa = $(€’® 4 e'®), sina =

3 (e’ — ™) und erhalt fiir den ersten Term

1 ° 1, . ; -
— F — (L iwt —iwt\ twx
up(t, x) \/%/_(><> (w)2(e +e e dw
11 o ; 11 oo ,
= - F(w)e™ ) gy 4 f—/ F(w)e «0t=2) 4y
2h27r700() 2%700()

1, 1,
= SFTP) @+t + S (FP) @ -1

1
= S+t +fa-1).
Fiir den zweiten Term gilt
u2(t7$) = —/]é—ﬂ_ /_0O G(w)é%(em’t _ e—iwt)eiwz dw
1 1 > 1

_ -~ - iw(z+t) —iw(xz—t) d
Wi in(w)(e e ) dw.
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Nun verwenden wir (3.102) in der folgenden Form

6l) = i) = ()7 | [

— 00

9(6) dg]
und erhalten

’U,2(t,£l;‘) — %\/LQ_W _OO P [/_‘ g(g) d§:| (eiw(ert) _ efiw(zft)) dw

w0 [ ook =1 [ e de

so dass wir die Formel von d’Alembert (3.7) erhalten:

1

(Flat+ )+ fl@— 1) + 2 / o(€) de.

t =
u(t,) 5/,

DO | =

Diese Formel hatten wir in Satz 3.2 mit anderen Argumenten hergeleitet und auch
die Eindeutigkeit der Losung nachgewiesen. A

Wir betrachten im folgenden Beispiel die Warmeleitungsgleichung auf der re-
ellen Achse. Im Abschnitt 3.4.4 hatten wir eine Losung durch ein Invarianzargu-
ment gefunden. Hier wollen wir nun zeigen, wie man die Fourier-Transformation
benutzen kann. Dazu setzen wir voraus, dass die auftretenden Funktionen so be-
schaffen sind, dass die Rechenregeln angewandt werden diirfen.

Beispiel 3.58 (AWP der Warmeleitung auf R). Wir betrachten das Anfangswert-
problem der Warmeleitungsgleichung auf ganz R. Daher erhalten wir hier wie-
derum asymptotische Randbedingungen. Das betrachtete System lautet:

Up = Ugy, reR,t>0, (3.107a)
u(0,2) = f(z), r €R, (3.107b)
u(t,x) — 0, x — +oo. (3.107¢)

Analog zu Beispiel 3.57 betrachten wir wieder die Fourier-Transformierte der ge-
suchten Losung beziiglich des Ortes = € R, also

U(t,w) == Flult, )] (w).
1. Transformation der Differenzialgleichung
Damit wird (3.107a) zu Uy (t,w) = —w? U(t,w) fiirt > 0,w € R.
2. Transformation der Anfangsbedingungen
Die Anfangsbedingungen lauten im Phasen-Raum ¢/ (0,w) = f(w), w € R, also
erhalten wir ein Anfangswertproblem einer linearen, homogenen gewohnlichen
Differenzialgleichung, die wir mit Standardmitteln I6sen konnen.

3. Losung des Anfangswertproblems
Die Fourier-Transformation der Losung lautet also ¢(t,w) = f (w)e=e’,
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4. Riicktransformation
Mittels Riicktransformation erhalten wir schliefilich eine Formel fiir die Losung
von (3.107)

u(t,z) = % /_OO f(w)e*“%ei“”: dw.

Diese Formel kann man mit Hilfe der Eigenschaften der Fourier-Transformation
weiter auflosen. Definiere wie in (3.64) die Funktion g(t,z) := \/i?e_ﬁ/ 4 fiir
die nach Aufgabe 3.5 gilt: j(t,w) = F(g(t,-))(w) = e ™. Also folgt mit dem

Faltungssatz

1 ® 2 o wx _ 1 > D) % w eiwx B
u(t,z) = E/_mf(w)g(t,w)e dwfﬁf_wf(g(t,) f)w) e d
= (g(tw)*f)(ﬂf):/ g(t,x —y) f(y) dy.

— 00

Daher nennt man die Funktion g auch Fundamentallosung der Wirmeleitungsglei-
chung. Wir behandeln dieses Beispiel in Kapitel 10.1 mit Hilfe von Maple®. A

3.6.2* Die Laplace-Transformation

Wir haben gesehen, dass die Anwendung der Fourier-Transformation zur Losung parti-
eller Differenzialgleichungen ein Abklingen der Losung, also asymptotische Randbedin-
gungen erfordert. Falls man jedoch andere Randbedingungen gegeben hat, braucht man
eine andere Integraltransformation. Wir stellen hier die Laplace-Transformation der Voll-
standigkeit halber kurz vor, ohne jedoch ins Detail zu gehen. Sie hat auch grofie Bedeutung
fiir die Theorie, eine systematische Behandlung findet man etwa in [5]. Wir bezeichnen mit

Lijoc := {f : [0, 00) — Cmessbar : / |f(t)]dt < oo fiir allec > 0}
0

den Raum der lokal-integrierbaren Funktionen auf R := [0, c0).

Definition 3.59". Fir f € L1 10c Setzen wir

c— 00

Lf(s)=F(s):= /000 f®)e " dt = lim ch(t) e *tdt, s€C,

falls das uneigentliche Integral existiert, und nennen dies Laplace-Transformation von f. A

Satz 3.60" (Existenz der Laplace-Transformation). Die Funktion f € Li(Ry,C) sei expo-
nentiell beschrankt, d.h., es ist |f(t)] < M e, t > 0, fiirein M > 0, v € R. Dann existiert
Lf(s) fiiralle s € C mit Re s > .

Beweis: Vergleiche Aufgabe 3.11. |

Wir nennen die Zahl +y in Satz 3.60" eine exponentielle Schranke von f.

Bemerkung 3.61". Das Paar f(t), F'(s) = Lf(s) wird besonders in der ingenieurwissen-
schaftlichen Literatur oft als Laplace-Korrespondenz bezeichnet und mit f(t) o—e F'(s) dar-
gestellt. A



104 Kapitel 3: Elementare Lésungsmethoden

Fiir f,g € L1,10c(Ry, C) definieren wir die Faltung geméaf

(f*g)(t /ftfs

Das ist konsistent mit (3.104), wenn f,g € L1 10c(R+,C) und wir die Funktionen durch
0 auf R fortsetzen. In jedem Fall ist f * g € Li,10c(R4,C). Ferner ist f % g exponentiell
beschrénkt, wenn f und g es sind. Wir stellen nun wesentliche Rechenregeln und Eigen-
schaften der Laplace-Transformation zusammen.

Satz 3.62" (Eigenschaften und Rechenregeln der Laplace-Transformation).
Seien f, g, fi,..., fn € L1,10c(Ry, C) alle exponentiell beschrinkt mit gemeinsamer exponentiel-
ler Schranke ~y. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Abklingverhalten: limge s—oo Lf(s) =0
(i) Linearitiit: Es gilt £ (31 _, cifr) = Dop_y cklfe filrci, ... cn € R

(iii) Falls f € C™(R), so dass f““)filr 1 < k < nexponentiell beschriinkt ist mit exponentieller
Schranke ~y, dann gilt

L™ (s) =s"Lf(s) Zf(k) sk Re s> 1.

(iv) Esist ()" Lf(s) = (—=1)"L((-)"f)(s), Re s > 7.
(v) Translation: Fiir o > 0 gilt L(f(- — @))(s) = e **Lf(s), Re s > 7.
(vi) Faltungssatz: Fiir f, g wie oben gilt L(f * g) = (Lf) (Lg).

Beweis: Wir beweisen hier nur (iii), fiir den Rest verweisen wir auf Aufgabe 3.17. Mittels
partieller Integration gilt nach Voraussetzung

| rwe i = e

also die Behauptung fiir n = 1. Fiir n > 1 zeigt man die Behauptung induktiv. O

T / F(B)e "t = —£(0) + sLI(s),

Wie bei der Fourier-Transformation benttigen wir zur Losung einer (partiellen) Differen-
zialgleichung noch eine Umkehrformel fiir die Laplace-Transformation. Dazu fiihren wir
noch folgende Schreibweise ein: Eine Funktion f : [0,¢] — C heif3t stiickweise stetig diffe-
renzierbar, falls 0 = to < t1 < --- < tp, = £und g; € C'[tj—1,t;], 7 = 1,...,n existieren,
so dass g;(t) = f(t) fur t € (tj 1,t;). Eine Funktion f : Ry — C helﬁt stiickweise stetig
differenzierbar, falls f|(o ¢ fiir jedes £ > 0 stiickweise glatt ist. In diesem Fall existieren die
einseitigen Grenzwerte

J) = lim f(ee),  J0-) = lim (e~ e).

Satz 3.63" (Umkehrformel der Laplace-Transformation). Sei die Funktion f : [0,00) — C
stiickweise glatt und exponentiell beschriinkt mit exponentieller Schranke ~. Dann gilt fiir x > ~

/ Lf(z + is)e™HDtds —{ 3(F(+) + £(t=) . firt >0,
3£(0+), fiirt = 0.

— lim
271' R—o0

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur, z.B. [11, Satz 11.12].
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Man berechnet die Umkehr-Transformation z.B. mit Hilfe des Residuensatzes, besonders
bei rationalen Funktionen. Auflerdem gibt es sowohl fiir die Laplace-Transformation als
auch fiir die Umkehr-Transformation ausfiihrliche Tabellen, die man bei der Losung einer
Differenzialgleichung zu Rate ziehen kann. Ebenso ist Maple® ein gutes Hilfsmittel, wie
wir in Kapitel 10.1 noch zeigen werden. Nun wollen wir ein Beispiel dafiir beschreiben,
wie man mit Hilfe der Laplace-Transformation eine Losungsformel fiir eine Differenzial-
gleichung herleiten kann.

Beispiel 3.64" (Die Warmeleitungsgleichung auf dem Intervall).
Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung auf dem In-
tervall

Ut — gz = f(t, ), flt,x) = +x)e™™™, 2€(0,1), t>0,
u(0,z) =1, z € (0,1), (3.108)
w(t,0) = a(t) :=1, u(t,l) =b(t):=e7", t>0.

Offenbar sind die Randbedingungen a(t) := 1 und b(¢) := e~ * exponentiell beschrénkte
Funktionen. Wir wenden die Laplace-Transformation bzgl. der Zeit ¢ an und definieren
entsprechend

U(s,z) = Lu(:, z)](s).
Wie bei der Verwendung der Fourier-Transformation besteht der Losungsweg wieder aus

vier Schritten.

1. Transformation der Differenzialgleichung

Mit den Rechenregeln der Laplace-Transformation kénnen wir die Differenzialgleichung
transformieren: Llu (-, z)](s) = sU(s,z) — u(0,z) = sU(s,z) — 1.

2. Transformation der Randbedingungen

Im Gegensatz zu obigen Beispielen mit Hilfe der Fourier-Transformation transformieren
wir hier nicht die Anfangs-, sondern die Randbedingungen a(t) = 1 und v(t) = e "

U(s,0) = Lla](s) =5, U(s,1) = L[p)(s) =(1+5)"", Res>0.

Damit wird die partielle Differenzialgleichung (3.108) zu einem Randwertproblem einer
gewohnlichen Differenzialgleichung der folgenden Form

—Upa +sU =1+ F(s,z), firRes>0, z€ (0,1),
U(s,0) =51, Re s > 0, (3.109)
Us1) = (1+s)7t, Re s > 0,
wobei F(s,z) := L[f(-,z)](s) = —2(5—|—x)’3—sjfw die Laplace-Transformation der rechten
Seite ist, vgl. Aufgabe 3.18.

3. Losung des Randwertproblems
Dieses lineare, homogene Randwertproblem einer gewohnlichen Differenzialgleichung
zweiter Ordnung kann man nun wieder mit Standardmethoden fiir solche Randwertpro-

bleme 16sen und erhélt U(s, z) = (s +z) ™"

4. Riicktransformation
Mit einer Partialbruchreihenentwicklung kann man nachrechnen, dass u(t,z) = e~ ** das
Problem (3.108) 16st, vgl. auch Abschnitt 10.1. A



106 Kapitel 3: Elementare Lésungsmethoden

Zum Abschluss zeigen wir ein Beispiel, bei dem wir Fourier- und Laplace-Transformation
kombinieren.

Beispiel 3.65" (Die inhomogene Warmeleitungsgleichung auf R).

Wir betrachten das Anfangswertproblem der inhomogenen Warmeleitungsgleichung
Ut:Uzz+f7 QJGR,tEO,
u(0,z) = uwo(x), z€R,
u(t,z) — 0, fir |z| — oo, t >0,

mit up € C.(R) und beschranktem f € C([0,00) x R). Wir wenden zunéchst die Fourier-

Transformation beziiglich des Ortes = an und erhalten mit den Rechenregeln der Fourier-
Transformation aus Satz 3.51 das Anfangswertproblem fiir 4(t, w) := F (u(t,-)) (w),w € R:

(t,w) = —|w*a(t,w) + f(t.w), t>0,wER,

(0, w) = Go(w), weR.
Im zweiten Schritt wenden wir die Laplace-Transformation beziiglich der Zeit ¢t an und
erhalten mit den Rechenregeln fiir die Laplace-Gleichung aus Satz 3.62" eine algebraische
Gleichung fiir U(s,w) := L(a(-,w))(s), also s U(s,w) — to(w) = —|w|* U(s,w) + F(s,w)

fiir s € C mit Re s > 0, wobei F(s,w) := L£(f(-,w))(s). Diese Gleichung kann man leicht
auflosen und erhalt

0 (s,w) = ﬁ (d0(w) + F(s,).

Die Anwendung der inversen Laplace-Transformation (vgl. Aufgabe 3.11) liefert mit Hilfe
des Faltungssatzes (Satz 3.62" (vi))

t
W(t,w) = to(w) e el 4 / eilwlZ(t*s)f(s,w) ds.
0
Schliefslich benutzen wir (vgl. Aufgabe 3.5), dass fiir

1
g(t,z) == e/ gilt: g(w) = e’

VAant
Nun wenden wir den Faltungssatz (Satz 3.53) an und erhalten die Darstellung
t
u(t, ) = /g(t,x —y)uo(y)dy + / /g(t —s,x—y) f(s,y)dyds
R o Jr

fuir die Losung, also ein Faltungsintegral mit Quellterm f und Anfangsfunktion wug. A

3.7 Ausblick

Wir haben in diesem Kapitel mit elementaren Methoden die folgenden drei par-
tiellen Differenzialgleichungen untersucht:

Ugz + Uyy = 0 (Laplace-Gleichung)
Up = Uy (Wérmeleitungsgleichung)
Upt = Ugy (Wellengleichung)
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Unserer Klassifizierung aus dem 2. Kapitel entsprechend handelt es sich im ers-
ten Fall um eine elliptische, im zweiten um eine parabolische und im dritten Fall
um eine hyperbolische Gleichung. Schon an elementaren Untersuchungen in die-
sem Kapitel sieht man, dass die drei Typen (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch)
verschiedene Eigenschaften haben. Wir wollen sie etwas ndher beschreiben.

Wohlgestelltheit. Bei allen drei Gleichungen konnten wir Existenz und Eindeu-
tigkeit beweisen, wobei geeignete Rand- bzw. Rand- und Anfangswertbedingun-
gen gestellt werden mussten. Die Eindeutigkeit bei der Laplace-Gleichung liefer-
te das elliptische Maximumprinzip (Abschnitt 3.3.3), bei der Warmeleitungsglei-
chung das parabolische Maximumprinzip (Abschnitt 3.4.2) und bei der Wellen-
gleichung die Energieerhaltung (Abschnitt 3.1.2).

Regularisierung: Sowohl die Laplace-Gleichung als auch die Warmeleitungs-
gleichung haben einen starken Regularisierungseffekt: Die Losung des Dirichlet-
Problems ist immer in C*°(2) (Satz 3.27 und Satz 3.29); die Losung der Warmelei-
tungsgleichung ist in C°°((0, 00) x §2), also reguldr in Zeit und Ort bei beliebigen
Anfangswerten (Satz 3.35, Korollar 3.36, Satz 3.40). Dagegen verbessert die Wel-
lengleichung die Regularitdt nicht: Zum Beispiel zeigt die Losungsformel von
d’Alembert in Satz 3.2, dass die Losung genauso reguldr ist, wie es die Anfangs-
daten sind.

Informationserhaltung: Bei den Losungen der Wellengleichung bleibt die Infor-
mation der Anfangsdaten erhalten. Dabei denken wir z.B. an die Form eines Si-
gnals. Das sieht man wieder an der d”Alembert’schen Formel (3.7). Haben die
Anfangsdaten kompakten Tridger, so hat auch die Losung zu jedem Zeitpunkt
kompakten Trager. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist bei der Wellengleichung
endlich. Ganz anders verhilt sich die Warmeleitungsgleichung. Die explizite Lo-
sung (3.79) mittels des Gauf-Kerns zeigt, dass u(t, z) > 0 fiir jedes z € R%, ¢ > 0,
sobald ug > 0, ug # 0. Wir haben also eine unendliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit.

Asymptotisches Verhalten fiir ¢ — oo. Die Losungen der Warmeleitungsglei-
chung auf dem R¢ streben gegen 0 fiir ¢ — oo. Das bleibt auch richtig auf einem
Intervall bei Dirichlet-Randbedingungen. Ganz anders verhilt sich die Wellen-
gleichung: Die Energie bleibt im Laufe der Zeit konstant, vgl. Satz 3.5.

Sowohl die Warmeleitungsgleichung als auch die Wellengleichung sind Evoluti-
onsgleichungen: Sie beschreiben die zeitliche Entwicklung eines Zustandes. Fiir
diese beiden Gleichungen wollen wir Eigenschaften der Losungen tabellarisch
zusammenstellen.

Im Verlaufe des Buches werden wir diese drei Grundgleichungen (Laplace-, Wér-
meleitungs- und Wellengleichung) in hoherer Dimension untersuchen. Eigen-
schaften der parabolischen Gleichungen lassen sich vielfach leicht aus denen der
elliptischen herleiten. Daher gelten unsere Hauptanstrengungen in Kapitel 5, 6,
7 den elliptischen Gleichungen. In Kapitel 8 folgen Warmeleitungs- und Wellen-
gleichungen auf Gebieten. Wir werden sehen, dass die in der Tabelle aufgefiihr-
ten Eigenschaften auch in hoherer Dimension und auf komplizierteren Gebieten
giiltig bleiben.
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| Eigenschaften | Welle | Diffusion |
Wohlgestelltheit ja ja
Maximumprinzip nein ja
Regularisierung nein (O
Informationserhaltung ja nein
Geschwindigkeit <C %)
Verhalten ¢ — oo Energie konstant | u(t,z) — 0

3.8 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Losen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation das Anfangswert-
problem fiir die Telegraphengleichung

Ugy — QU —bus —cu=0,z€R, >0

mit u(0,z) = u(0,z) = 0, u(t,0) = ¢g(¢) und lim, o u(t, z) = 0 mit der Annahme
b?> — 4ac = 0. Welche Voraussetzungen muss die Funktion g erfiillen?

Aufgabe 3.2. Losen Sie mittels Laplace-Transformation
Up = Ugy , (t,2) € [0,00) x [0,00)
mit u(0,2) = 1 furx > 0, u(¢t,0) = 0 fur ¢t > 0 und lim, o u(t,z) = 1.

Aufgabe 3.3. Leiten Sie mittels der Fourier-Transformation eine Formel fiir die
Losung des Dirichlet-Problems w;, +uyy = 0, (x,y) € RX [0, co) mit Randwerten
u(z,0) = f(x) , z € R, her. Welche Bedingung muss an f gestellt werden?

Aufgabe 3.4 (Abel’sche Konvergenz von Fourier-Reihen).

a) Zeigen Sie, dass der Raum 7 der trigonometrischen Polynome in C5, dicht
ist. Benutzen Sie dazu den Satz von Stone-Weierstrafs, vgl. Satz A.5.

b) Sei f € Cs; mit Fourier-Reihe

ft)=co+ Z (ar cos(kt) + by, sin(kt)).
k=1

Sei gemaR a) f, (1) = c{” + N (a,(cn) cos(kt) + b\™ sin(kt)), so dass || fn —

(n) (n) )
0

flls — 0 fiir n — oo. Zeigen Sie, dass ¢, — co, a;” — ay, b,(cn — by, fur

n — oQ.

¢) Sei w (r,t) = ¢ + 3Nk (a,(g") cos(kt) +b\" sin(kt)). Zeigen Sie, dass uy,
gleichméfig auf [0,1] x R gegen eine Funktion u € C([0,1] x R) konvergiert.

d) Zeigen Sie, dass u(r, t) = co+ Yy 7% (a cos(kt)+by sin(kt)) fiir0 < r < 1.

e) Schlielen Sie, dass lim, 1 u(r,t) = f(r) gleichméfig in ¢ € R. Das ist genau
die Abel’sche Konvergenz der Fourier-Reihe von f (vgl. Satz 3.10).
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1 —z?

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass fiir g,(t) = 7€ /e q € Ry, gilt go(w) =
e~a~"/4 Benutzen Sie dazu die Tatsache, dass 1=, e dx = /7.

Aufgabe 3.6. Beweisen Sie Lemma 3.20.

Aufgabe 3.7. Beweisen Sie Satz 3.39.

Aufgabe 3.8. Beweisen Sie Lemma 3.41.

Aufgabe 3.9. Beweisen Sie Satz 3.42.

Aufgabe 3.10. Beweisen Sie Satz 3.51, (i), (ii), (v) und (vi).

Aufgabe 3.11. Zeigen Sie Satz 3.60" (Existenz der Laplace-Transformation).

Aufgabe 3.12. Seien uy € C?*(R), u; € C'(R) Anfangswerte fiir das Anfangs-
wertproblem der Wellengleichung

Uy — gy =0 in RT xR,
u(0,-) =ug in R,
u (0, +) =wu; in R.

Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von d’Alembert, dass die Losung v € C?(R x R)
im Punkt (¢,2) nur von den Anfangswerten ug(y), u1(y) aus dem Abhingigkeits-
bereich y € A(t,x) := [z — c|t|, = + c|t|] abhdngt.

Aufgabe 3.13. Betrachten Sie die Heaviside-Funktion H : R — R, definiert durch

1, >0,
H{(z) := { 0, sonst.

Zeigen Sie, dass (H = ¢)(z) = [*__ ¢(s)ds fiir alle ¢ € D(R) gilt.

Aufgabe 3.14. Losen Sie die partielle Differenzialgleichung auf R?

T Uy — Y Uyy + Uy — YUy, = 0
mittels einer geeigneten Variablentransformation. Wie kann man Eindeutigkeit
erreichen?

Aufgabe 3.15. Bestimmen Sie die Losung u(t,z) des folgenden Anfangs-Rand-
wertproblems:

Ugpy = 4utt, t > 0, S (071),
u(t,0) =u(t,1) =0, t>0,

u(0,z) = sin(27z), =z €1[0,1],
ut(0,2) = z(z — 1), «€][0,1].

Aufgabe 3.16. Losen Sie mittels eines Fourier-Reihen-Ansatzes folgendes Pro-
blem fiir a € R:

Ut + P Upzpr = 0, t>0, z€(0,0),
u(t,0) = u(t, £) =0, t>0,

Uy (8,0) = Uz (t, ) =0, t>0,

U(O’x) - f(‘L)’ S (076)7
ut(0,z) = g(x), z € (0,4),

wobei f, g ungerade Funktionen der Periode 2/ sind.
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Aufgabe 3.17. Beweisen Sie Satz 3.62*, (i), (ii), (iv), (v) und (vi).
Aufgabe 3.18. Zeigen Sie:

(@) alt) = 1, Lla](s) = s~

(b) b(t) :=e™", LP](s) = (1 +5)7"

(© f(t,2) = —( + @)™, L[f (-, 2)](s) = —2(s + 2) 7> — &

@ U(s,z) = (s + o), LU, )(t) =™

Aufgabe 3.19 (Harmonische Funktionen sehen keine Punkte). Sei 2 C R? eine
offene Menge, o € Q und Q* := Q\ {z}. Mit H(Q) := {u € C*(Q) : Au =0}
bezeichnen wir den Raum der harmonischen Funktionen auf 2. Wir wollen zei-
gen, dass die Mengen H(Q*) N C(Q2) und H(S2) Gibereinstimmen. Sei dazu B :=
B(zo, R) eine Kugel im R? und B* := B\ {z0}.

(a) Bestimmen Sie alle Funktionen f € C2%(0, R) mit rf”(r) + f'(r) = 0 fiir
r € (0, R).

(b) Sei u € H(B*) N C(B) und ujpp = 0. Zeigen Sie, dass u invariant unter
Rotationen um x ist: Es gilt u(xo + y1) = u(zo + y2) fiir alle y1 und y» aus

(c) Ist w € C?(B*) invariant unter Rotationen um z, so gibt es eine Funk-
tion w € C?%(0,R) mit w(|x — zo|) = w(x) fiir x € B*. Fiir diese gilt
Aw(z) =" (r) + L' (r) mit r == r(z) = |z — z0|.

(d) Seien v und v in H(B*) N C(B) mit ujgp = vjpp. Zeigen Sie, dass u = v gilt.
Tipp: Unter Verwendung der vorigen Aufgabenteile kann man zeigen, dass
w := u — v auf B identisch verschwindet.

(e) Sei u € H(B*) N C(B). Zeigen Sie, dass u € H(B). Somit ist Q* nicht
Dirichlet-regulér.

(f) Sei u € H(2*). Zeigen Sie, dass es genau dann eine Fortsetzung v € H(Q2)
von v auf 2 gibt, wenn der Grenzwert lim,_.,, u(x) existiert.

(g) Stimmt die Aussage des vorigen Aufgabenteils auch fiir d = 1? Anders for-
muliert: Ist jede Funktion in H((—1,0) U (0,1)) N C[—1,1] in H(—1,1)?

Aufgabe 3.20. Seien f,, € C?[0,1], f,g € C[0,1] derart, dass lim,,—,oc f,, = f und
lim, . f} = g gleichmafig auf [0,1]. Zeigen Sie, dass (f})nen gleichmafig auf
[0,1] gegen eine Funktion h € C[0,1] konvergiert, und schlielen Sie daraus, dass
fec?ol], f'=nhnf"=g.



4 Hilbert-Raume

In Hilbert-Raumen spielen geometrische und analytische Eigenschaften in viel-
facher und wunderbarer Weise zusammen. Das zeigen wir in dieser elementaren
und ausfiihrlichen Einfithrung. Hohepunkt ist der Satz von Riesz-Fréchet, der
die stetigen Linearformen auf einem Hilbert-Raum beschreibt. Wichtig fiir uns
ist es, dass wir diesen Satz als einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz interpre-
tieren konnen. Seine Verallgemeinerung von Lax-Milgram wird im Abschnitt 4.5
dargestellt und liefert uns das zentrale Argument fiir die Losungstheorie der el-
liptischen Gleichungen, die wir in den nachfolgenden Kapiteln 5, 6 und 7 vorstel-
len. Ist man vorrangig an diesen Gleichungen interessiert, so reicht die Lektiire
des vorliegenden Kapitels bis Abschnitt 4.5.

Der Rest des Kapitels ist ab Abschnitt 4.6 der Spektraltheorie gewidmet. Das
Hauptergebnis ist der Spektralsatz in Abschnitt 4.8. Er besagt, dass fiir gewis-
se Operatoren der zu Grunde liegende Hilbert-Raum eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren des Operators besitzt. Dieses Ergebnis ist unser wichtigstes In-
strument, um Evolutionsgleichungen in Kapitel 8 zu untersuchen. Der Spektral-
satz wird es uns erlauben, die Methode der Trennung der Variablen (und zwar
werden Orts- und Zeitvariablen getrennt) in viel allgemeineren Situationen an-
zuwenden, als wir es mit Hilfe von Fourier-Reihen in Kapitel 2 getan haben.
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Unter einem Hilbert-Raum versteht man einen Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt, der vollstindig beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm ist.
Wir fithren die notwendigen Begriffe nun Stiick fiir Stiick ein.

4.1 Unitare Raume

Wir beginnen mit einer Vorstufe der Hilbert-Rdume, den so genannten unitiren
Riumen, oder auch Pri-Hilbert-Riumen, und fiihren die wesentlichen Begriffe ein.
Sei E ein Vektorraum tiber dem Korper K = R oder K = C. Eine Abbildung

('7') : ExE—K fng(fvg)
heifit Skalarprodukt, falls gilt:

@ (f+g,h)=(f,h)+(g,h), f,g.h€E;
(b) (\f,9) =Af9), f,geE,NeK

) (f.9)=1(9,f), fg€E;

@ f>0 (f#0), [fekE
Man beachte, dass aus (c) folgt, dass (f, f) = (f, f) € R. Also hat (d) auch einen
Sinn, wenn K = C ist. Man nennt (c) die Symmetrie-Eigenschaft und (d) die positive
Definitheit. Aus der Symmetrie folgt, dass

@) (frg+h)=(fr9)+(f,h), f.g,heE;

®) (fAg) = A(f.9), f.9€E.

Hier und im Folgenden ist A die zu \ konjugiert komplexe Zahl. Damit ist das
Skalarprodukt in der ersten Variablen linear (d.h., es gilt (a), (b)), in der zweiten
ist es antilinear (d.h., es gilt (a’), (b”)). Wir betrachten nun einige Beispiele.

Beispiel 4.1. a) Sei £ = RY, dann definiert (z,y) := Z;.lzl z;y; = o7y das natiir-
liche Skalarprodukt auf R<.

b) Sei £ = C%, dann ist (z,y) := Z?zl x;y; das natiirliche Skalarprodukt auf C.
¢)Seia < bund Cla,b] := {f : [a,b] — K: f stetig}. Dann definiert

b
(f.9) = / F (gDt

ein Skalarprodukt auf C[a, b]. Man beachte, dass C|[a, b] unendlich-dimensional
ist, wiahrend R? und C¢ eine endliche Dimension besitzen. A

Man nennt einen Vektorraum E zusammen mit einem Skalarprodukt, also das
Paar (E, (+,+)), einen unitiren Raum (oder auch Pri-Hilbert-Raum). Wir wollen ei-
nige geometrische Eigenschaften des Skalarproduktes zeigen. Dazu fiithren wir
zunichst eine weitere reelle Grofle ein. Die Zahl ||z := /(x,x) heifit die Norm
von z € E. Sie hat folgende Eigenschaften:
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(ND [[fl=0 <= f=0, feE
(N2) [AfIE =ML, AeK fekE

(N3) [If + gl < £+ llgll,  f.9€E

Die Eigenschaften (N1), (N2) folgen unmittelbar aus den Axiomen fiir das Skalar-
produkt. Die Dreiecksungleichung (N3) ist jedoch nicht offensichtlich und wir be-
notigen Voriiberlegungen, um sie zu beweisen. Dazu betrachten wir als instruk-
tives Beispiel £ = R? mit dem natiirlichen Skalarprodukt

(z,y) = z1y1 + 22y2 flirx = (m) y Y= <y1> e R2.
) Y2

Nach dem Satz von Pythagoras im R? ist ||z|| = /22 + z3 der Abstand von = €
R? zum Nullpunkt. Sind z,y € F auf der Einheitssphére, d.h. ||z|| = |ly|| = 1, so
konnen wir sie schreiben als @ = (cos61,sin6;), y = (cos 02, sin f2). Damit ist also
das Skalarprodukt

(x,y) = cos b - cosBy + sin by - sinfy = cos(6; — 05)

der Cosinus des Winkels zwischen den beiden Vektoren = und y. Insbesondere
sind z und y senkrecht zueinander genau dann, wenn (x y) = 0. Haben z,y €
R?,z # 0,y # 0 beliebige Lange, so liegen die Punkte auf der Einheits-

sphére. Da

(2.9) = llz] - 1wl - (u I ||y||)

sind also = und y auch in diesem allgemeinen Fall genau dann orthogonal, wenn
(x,y) = 0, vgl. Abbildung 4.1.

H K HyH

02

cos 01

cos 02

Abbildung 4.1. Zwei Punkte z,y € R? auf der Einheitssphére und deren Winkel.

Das fiihrt uns zu folgender Definition: Zwei Vektoren heifSen orthogonal (und wir
schreiben z L y), falls (z,y) = 0. Aus den Axiomen fiir das Skalarprodukt erhal-
ten wir nun die folgende Charakterisierung der Orthogonalitdt durch die Norm.
Dabei ist (E, (-, -)) ein beliebiger unitdrer Raum.
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Satz 4.2 (Satz von Pythagoras fiir unitdre Riume). Es sei E ein unitirer Raum und
f, g € E seien orthogonal. Dann gilt || f + g||* = || £]|*> + |lg]/?.

Beweis: Es gilt

If+9lI> = (F+g.f+9) =00+ 9+ 9,0+ (9.9
= (f.N)+ (9.9 ="+ gl

was die Behauptung zeigt. ]
Ist M C E eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnen wir mit

Mt ={feE:fLlgfirallege M}

das orthogonale Komplement von M. Das ist ein Unterraum von E, wie man leicht
sieht. Ferner ist wegen der Definitheit des Skalarproduktes M N M+ = {0}. Nun
betrachten wir eine Gerade in dem unitidren Raum FE.

Satz 4.3. Sei g € E mit ||g|| = 1. Betrachte die Gerade G := {\g : A € K}. Sei f € E,
dannist f — (f,g)g € G*.

Beweis: Mit den Eigenschaften des Skalarproduktes gilt

da nach Voraussetzung (g,g) = 1. O

Wir nennen den Vektor Pf := (f,g)g die orthogonale Projektion von f auf die
Gerade G. Esist namlich Pf € Gund f — Pf € G gemaf Satz 4.3. Nun kénnen
wir eine zentrale Ungleichung beweisen.

Satz 4.4 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung?). Es gilt |(f,g)| < |||l |9l fiir alle
fige E.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:
1 Fall: ||g|| = 1. Dannist f = Pf + f = Pf = (f,9)g + (f — Pf). Da (f,g)g L
(f — Pf), gilt nach dem Satz von Pythagoras mit (IN2)

I£1I7 = 9 gll* +1f =PI = (£, 91 +If = PLI* = [(f. 9)I*

aufgrund der Positivitidt der Norm.

2. Fall: Nun sei g € E beliebig. Die Ungleichung ist trivial, wenn g = 0. Ist g # 0,
so wenden wir den 1. Fall auf ¢; := H_;Hg an und erhalten die Behauptung. O

Die Dreiecksungleichung (also (N3)) ist eine direkte Konsequenz aus der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung. Seien f, g € E, dann gilt

If+al> = (f+g.f+9)=0+.9)+ (9, +(9.9)
IFI1* + (f.9) + (F.9) + lgll* = I £1I* + 2Re (£, 9) + llg]I*
£+ 21(F )l + gl < LF1% + 201 gl + Nlgll®
(LI -+ Nlgl)?,

!Manchmal findet man auch die Bezeichnung Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-Ungleichung nach
dem russischen Mathematiker Wiktor Jakowlewitsch Bunjakowski (1804-1889).

IN
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also (N3). Damit ist || - || eine Norm auf E. Sie erlaubt uns, Konvergenz zu definie-
ren. Sind f,,, f € E, so sagen wir, dass die Folge (f,,)nen gegen f konvergiert (und
schreiben lim,,_, f, = f oder f, — f), wenn lim, . || fn — f|| = 0.

Beispiel 4.5. Seien —0co < a < b < co und E = C|[a,b] mit dem Skalarprodukt
und der zugehorigen Norm:

)= [ @ 5= (/ab|f<t>|2,;h>é o

Wir nennen sie auch die 2-Norm und schreiben || f|| 1, := [/f||. Wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir auch || - ||z,. Fur f,, f € E gilt also
fn — fin E genau dann, wenn

(/ Fal) |2dt)1~o,

d.h., die 2-Norm beschreibt die Konvergenz im quadratischen Mittel. A

Bemerkung 4.6. Im Unterschied zur 2-Norm betrachten wir auch manchmal die
Supremumsnorm (co-Norm), die durch

[flloo := sup, [F(®)]
€ a,
gegeben ist. Sie flihrt zur gleichmifligen Konvergenz: f, — f bzgl. || - |- genau
dann, wenn gilt: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ny € N so, dass |f,(t) — f(t)| < e fir
alle n > ng und alle ¢ € [a, b]. A

4.2 Orthonormalbasen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Orthonormalbasen einzufiihren. Dazu sei
(E, (-,-)) ein unitdrer Raum iiber K = C oder R.Sei I = N, Z oder I = {1,...,d}.
Eine Familie {e,, : n € I'} in E hei3t orthonormal, falls

(en, em) = 1, wenn n=m,
mEmIT ] 0, wenn n#£m.

Betrachten wir zunichst einmal den endlichen Fall I = {1, ..., d}. Sei
d
F :=span{ey,...,eq} = {Z)‘"e” S, A EK}
n=1

die lineare Hiille von {ey,...,eq}. Fir f = Zi:l Anen € Fund m € {1,...,d}
gilt

d

(f,em) = (Z)\nen,em) = A\

n=1
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Somit ist also f = EZ:I( f,en)en die eindeutige Darstellung von f € F als Li-
nearkombination der {ey, ..., eq}. Wenn wir unendliche Indexmengen I betrach-
ten, werden wir eine unendliche Reihe benutzen. Dazu betrachten wir wieder die
Konvergenz beziiglich der zum Skalarprodukt assoziierten Norm || f|| := (f, f) 3,

Definition 4.7. Eine Teilmenge M von E heift dicht in E, falls zu jedem g € E
eine Folge (fn)nen in M existiert, so dass lim,, .o fn = g in (E, (-, -)). Die Menge
M heif3t total, falls

spanM::{ZAjgj:mEN, ALy Am €K gl,...,gmGM}
j=1

dicht in F ist. A

Definition 4.8. Sei I = N oder Z. Eine Familie {e,, : n € I} heifst Orthonormalbasis,
falls sie orthonormal und total in F ist. A

Wir definieren noch, wann eine Reihe in E konvergiert. Sei f,, € E,n € I, und sei
[ € E. Wir sagen, die Reihe } | _; f,, konvergiert gegen f und schreiben

an = f7
nel

falls limy, o0 Y1, fin = f im Falle I = N und falls lim,, .oc > v fm = fim
Fall I = Z. Eine (unendliche) Reihe ) _; f,, heifit konvergent, falls es ein Element
[ € Egibtsodass) ., fn=f.

Satz 4.9 (Orthonormal-Entwicklung). Sei I = N oder Z und sei {e,, : n € I} eine
Orthonormalbasis von E sowie f € E. Dann gilt:

a) Orthonormal-Entwicklung: >, (f,en)en = f
b) Parseval-Gleichung: >~/ |(f,en)* = || ||

Beweis: Sei E,, := span{e,, : m € I,|m| <n}.Fir f € E definiere

P,f = Z (f, em) em.

mel,|m|<n

Wir miissen zeigen, dass lim,,—. P, f = f.

1) Esgilt P,f € E, und (f — P,f) € E-. Die erste Aussage ist klar. Um die
zweite zu zeigen, wihle |k| < n. Dann gilt
(f_Pnfaek) = (faek) - Z (faem)(emaek) = (fvek) - (f,ek) =0.
[m|<n

Damit ist f — P, f orthogonal zu allen e; mit |k| < n und somit gilt also
(f - Pnf) € E#
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2.) Aus dem Satz von Pythagoras folgt, dass || f||? = || P.f||*> + || f — Puf]|?. Ins-
besondere ist | P, f|| < | f| fir alle f € Eund n € N. Istnun f € E, fir
einn € N, so folgt P, f = f fur alle m > n. Es gilt also lim,, oo P f = f
trivialerweise in diesem Fall.

Seinun f € E beliebig und € > 0. Nach Voraussetzung ist {e,, : n € I} eine
Orthonormalbasis von E, also gibt es ein n € N und ein Element g¢,, € E,,, so
dass || f — gnll < e/2. Alsoist P, g, = g, fir m > n und damit gilt fiir m > n

1f = Pufll = If —9gn+ Pngn— Pufll < IIf = gull + |1 Pm(gn — )l
< 2Hf_gnH <e.

Da ¢ > 0 beliebig ist, haben wir gezeigt, dass lim,,—.oc Py, f = f fliralle f € E,
d.h., die Aussage a) ist bewiesen. Aus ihr folgt auch die Aussage b), denn
nach dem Satz von Pythagoras gilt

1PA1? = | S el = X e el = X (e
|k|<n |k|<n |k|<n
Wegen a) ist || f||? = limy, .o || P f||? fiir alle f € E. Es gilt also b). O

Ein wichtiges Beispiel einer Orthonormalbasis kennen wir schon. Wir betrachten
Car == {f : R — C stetig , 2m-periodisch}
aus Kapitel 3. Er ist ein unitdrer Raum bzgl. des Skalarproduktes

(f.9) = — f() oD) dt

2

Sei ex(t) := e**, ¢t € R. Dann ist {e;, : k € Z} eine Orthonormalbasis von Cs,.
Man sieht zunéchst die Orthonormalitdt durch Integrieren. Weiterhin hatten wir
gesehen, dass der Raum 7 = span{e;, : k € Z} dichtin Cs, bzgl. der Supremums-
norm || - ||« ist (Korollar 3.16). Da aber

=TT = (5 [ 0P ) < 1fl

—T

folgt erst recht, dass J dicht in Cs, bzgl. der Norm || - ||z, des unitdren Raumes
ist. Damit haben wir bewiesen, dass {e; : k € Z} eine Orthonormalbasis von
Cyr ist. Aus Satz 4.9 erhalten wir somit folgendes klassische Resultat iiber die
Fourier-Entwicklung einer Funktion f € Cy,.

Satz 4.10. Sei f € Cor und ¢, = (f,ex) = o [ f(t)e~"*'dt sei der k-te Fourier-
Koeffizient von f, wobei k € Z, und sei s, := Y .__, cpey das n-te Fourier-Polynom
von f. Dann gilt lim,, ., ||s,, — f|/z, = 0. O
Der Satz besagt also, dass die Fourier-Reihe einer Funktion f € Cy, im quadrati-
schen Mittel gegen f konvergiert. Wir schreiben auch

(oo}

F="Y" ckerbzgl |- | L,.

k=—00



118 Kapitel 4: Hilbert-Radume

Wihrend die Reihe im Allgemeinen nicht punktweise konvergiert, haben wir
jetzt zwei positive Resultate: die quadratische Konvergenz im Satz 4.10 und die
Konvergenz im Abel’schen Sinne aus Satz 3.10 (Seite 60).

Es stellt sich nun die Frage, ob jeder unitdre Raum eine Orthonormalbasis besitzt.
Das ist tatsdchlich der Fall, wenn er ,nicht zu grof$ ist”. Dies wollen wir nun
genau beschreiben. Wir sagen, dass ein unitdrer Raum E separabel ist, wenn es
eine (abzdhlbare) Folge (x,,),en in E gibt, so dass die Menge {x,, : n € N} dicht
in E ist. Dies ist bereits der Fall, wenn es eine totale Folge (u,, )nen in E gibt. Denn
dann setzen wir im Fall K = R

Fn:—{quuk:nEN,quQ}.

Ist die Folge (un)nen total, soist F := | ;- ; F, dichtin E. Die Menge F ist abzihl-
bar als abzéhlbare Vereinigung von abzahlbaren Mengen. Im Fall K = C ersetzen
wir Q durch Q + Q.

Satz 4.11 (Orthonormalisierung). Jeder separable unitire Raum E besitzt eine Ortho-
normalbasis.

Beweis: Sei (un,)nen eine totale Folge in E. Wir wollen zunichst annehmen, dass
der Raum E unendlich-dimensional ist. Dann konnen wir annehmen, dass die
Menge {ua,...,u,} linear unabhingig ist fiir alle n (andernfalls lassen wir Ele-
mente weg). Wir konstruieren nun mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogo-
nalisierungs-Verfahrens (1907) eine orthonormale Folge (e, )nen, so dass

span{uy,...,u,} = span{ey,...,en} 4.1)

fur alle n € N gilt.
Setze dazu ey := ||u;||~tu;. Sei nun n € N und wir nehmen an, dass ey, ..., e,
bereits konstruiert sind. Definiere dann

n

Wn41 = Un4+1 — § (un-‘rlaej) €.

=1
Dann ist (wp41,e;) = 0 fiir ¢ = 1,...,n. Ferner ist w,41 # 0 wegen unserer
Annahme, dass die uy, linear unabhéngig sind. Setze nun e,, 1 = ||wp 1]~ wnp1.

Dann ist (4.1) fiir n + 1 statt n erfiillt und somit ist die Konstruktion beendet.
Die Folge (en)nen ist orthonormal und wegen (4.1) ist sie total in £. Damit ist
(en)nen eine Orthonormalbasis. Ist dim E < oo, so wéahlen wir eine beliebige Basis
{u1,...,u,} von E und orthonormalisieren sie nach obigem Schema. 1

Der obige Beweis liefert offenbar ein konstruktives Verfahren, um n linear unab-
hiangige Vektoren zu orthonormalisieren. Die Voraussetzung der Separabilitét ist
in praktisch allen Anwendungen erfiillt. Insbesondere sind alle unitidren Rdume,
die fiir partielle Differenzialgleichungen dienlich sind, separabel.
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4.3 Vollstandigkeit

Sei E ein unitdrer Raum tiber K = R oder C mit Skalarprodukt (-,-). Wir be-
trachten in E die Konvergenz bzgl. der induzierten Norm ||u|| := +/(u, u), sowie
Cauchy-Folgen bzgl. dieser Norm. Der Raum E heifst vollstindig, wenn es zu je-
der Cauchy-Folge (u,)nen in E ein Element u € E gibt, so dass lim,,—.c up = u.
Ein Hilbert-Raum ist ein vollstandiger unitdrer Raum. Im Folgenden wollen wir
Hilbert-Rdume mit H oder V' bezeichnen. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 4.12.
a) Jeder endlich-dimensionale unitdre Raum ist vollstandig (siehe [46, Satz 1.2.5]).
b) Sei I = N oder Z und

‘62(1-) = {(xn)nel cK: ||(xn)’nel||?2(]) = Z |wn|2 < OO}
nel
Dieser Raum ist ein Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

(x,y) := Zzny_n

nel

und der hierdurch induzierten Norm ||z||¢, (1) := \/(2, ). Ferner ist {e,, : n € I'}
eine Orthonormalbasis, wobei ¢, = (0,0,...,1,0,...) die Folge mit genau einer
Eins an der n-ten Stelle ist. Wir verweisen auf Aufgabe 4.1 fiir den Beweis. A

Unter der Voraussetzung der Vollstandigkeit kdnnen wir nun die Darstellung
von Elementen bzgl. einer Orthonormalbasis prazisieren.

Satz 4.13. Sei H ein separabler Hilbert-Raum und {e,, : n € I} eine Orthonormal-
basis, wobei I = N oder Z. Sei x = (xn)ner € {l2(I). Dann konvergiert die Reihe
U= crTneyin H undes gilt (u,e,) = x, fiirallen € I.

Beweis: Wir fiithren den Beweis fiir I = N. Fiir I = Z argumentiert man ganz
analog. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Zahl ng € N, so dass

Z |ﬂcn|2 < g2

n>ngo

Setze u,, := ZZ:1 xy, ex. Dann gilt nach dem Satz von Pythagoras fiir n, m > ng

n 2 n
||un_umH2 = Z Tk €k = Z |Ik|2 SE,
k=m+1 k=m+1

wobei wir angenommen haben, dass n > m. Damit ist (u,,)nen eine Cauchy-
Folge. Also existiert der Grenzwert u := lim, ey u, und es gilt

(u,er) = lim (un, em) = T,

n—oo

womit die Behauptung bewiesen ist. O
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Umgekehrt hatten wir in Satz 4.9 gesehen, dass
S l(usen)? = flully < oo
uel

fiir jedes u € H. Damit ist die Abbildung U : H — £o(I), u — ((u,en)), _, linear,
bijektiv und es gilt (Uu,Uv) = (u,v) fur alle u,v € H. Eine solche Abbildung
nennt man unitir. Die beiden Hilbert-Rédume H und /¢5(I) sind also mathema-
tisch dieselben Objekte: Die Abbildung U fiihrt Addition, Skalarmultiplikation
(d.h. die Vektorraum-Strukturen) und das Skalarprodukt ineinander {tiber. Den-
noch haben Hilbert-Rdume oft eine ganz andere Gestalt als ¢»(I). Hier folgen
zwei Beispiele. Weitere Beispiele sind Sobolev-Raume ab Kapitel 5.

Beispiel 4.14. Der Raum
27
L2(0,2m;C) := {f :(0,2m) — C : f ist messbar und / |f(t)|%dt < oo}
0

ist ein komplexer Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

gy = [ rygar,

:271'0

wobei bzgl. des Lebesgue-Mafles integriert wird. Die Funktionen {e;, : k € Z},
ex(t) := e*, bilden eine Orthonormalbasis. Somit ist also die Abbildung U :
L2(0,2m;C) — €5(Z), f — ((f, ex))kez unitar.

Beweis: Wir hatten gesehen, dass {ey, : k € Z} total in Cy, ist. Wir kénnen Cs, mit
dem Raum F := {f : [0,2n] — C : fiststetigund f(0) = f(2m)} identifizieren.
Aus der Mafitheorie wissen wir, dass F' dicht in L3 (0,27; C) ist. Damit ist {ey, :
k € Z} total in L2(0,27; C). O

Besonders haufig wird im Laufe des Buches der folgende Hilbert-Raum benutzt.

Beispiel 4.15. Sei () C R? eine offene Menge, K = R oder C und
Ly(K) = {f :Q — K: fist messbar und / |f(2)|?dx < oo}
Q
Der Raum L1 (; K) ist ein Hilbert-Raum tiber K bzgl. des Skalarproduktes

(fr9) = (f,0)1, = /Q f(2) 7@ da

Hier ist dz das Lebesgue-Mag auf ). Wir setzen Ly(Q2) := Ly(4; R). A

4.4 Orthogonale Projektionen

Sei H ein Hilbert-Raum tiber K = R oder C. Ist M eine Teilmenge von H, so
definieren wir analog zu Abschnitt 4.1 das orthogonale Komplement M+ von M
durch

M* :={uc H: (uv)=0firalleve M} .



4.4 Orthogonale Projektionen 121

Die Menge M ist ein abgeschlossener Unterraum von H. Wir benétigen im Fol-
genden die Parallelogramm-Identitiit

lu+l* + [lu = v|* = 2]lull® + 2]}v]* (4.2)

furu,v € H, die unmittelbar aus der Definition der Norm tiber das Skalarprodukt
folgt. Der folgende Satz zeigt, dass jeder abgeschlossene Unterraum von H ein
orthogonales Komplement besitzt.

Satz 4.16 (Projektionssatz). Sei F' ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbert-Rau-
mes H. Dann gilt H = F & F*, d.h., jedes u € H besitzt eine eindeutige Zerlequng
w=v+wmitv € Fundw € F*. Die Abbildung P, die jedem u € H das Element
v € F zuordnet, fiir das u — v € F* gilt, heifit die orthogonale Projektion von H auf
F, vgl. Abbildung 4.2.

u€eH

— weFt

Abbildung 4.2. Orthogonale Projektion von v € H auf den Unterraum F' C H.

Beweis: Wegen der Definitheit des Skalarproduktes ist FNF+ = {0}. Die wesent-
liche Aussage des Projektionssatzes ist also, dass F' + F+ = H. Zu u € H suchen
wir ein ug € F, so dass u — ug € F+. Wir betrachten den Abstand d von u zu F,

d = dist(u, F) := inf{||lu —v|| : v € F}.

Wir werden zeigen, dass dieser Abstand angenommen wird, d.h., es gibt ein
Element vy € F mit d = |lu — wvl|. Fir dieses vy gilt dann notwendigerweise
u—wvy € Ft;dh., esist (u — vg, 2) = 0 fiir alle z € F. Um das zu zeigen, kénnen
wir z € F'mit ||z]| = 1 wéhlen (F ist ein Vektorraum). Da auch vy € F, gilt
lu —wvol|* = d® < lu—wvo— (u—wvo,2)2|?
= ||U_UO||2_(U_UO7(U_UO72)2)
—(u — v, 2)(2,u — vo) + | (u — vo, 2)|2
= Jlu—vo|* = (u— o, 2) (u—vo, 2)
—(u — g, 2) (u— o, 2) + |(u — vo, 2)|?

lu—woll* = [(u = vo, 2)[*.

Somit ist (u — vg, z) = 0.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass der Abstand tatsdchlich angenommen wird. Wir
wihlen eine minimisierende Folge, d.h. (v,)nen C F, so dass ||u — v,| — d fiir
n — oo. Die Parallelogramm-Identitit (4.2) zeigt, dass

lvn = vmll* = Non —u— (vm —w)|?

= 2o, —ul® + 2[Jvm — ull® = [[(vn — ) + (v — u)|?
Un + U, H2
—_— —u

= 2o, — ull® + 2vm — ul® - 4=

< 2””” - u||2 + 2||'Um - u”2 - 4d2 ’

daja 5% € F und somit || 2252 — u||? > d*. Somit ist (v, )nen eine Cauchy-
Folge. Also existiert vy := lim, .. v, und es gilt vo € F sowie |[u — vo|| =
lim,, o0 [|Ju — v, || = d.

Bemerkung 4.17. Aus dem obigen Beweis sehen wir auch Folgendes: Ist u € H
gegeben, dann ist die orthogonale Projektion Pu das eindeutige Element in F' mit
minimalem Abstand zu u, d.h. ||u — Pu|| = min{||u — f|| : f € F}. Mit anderen
Worten: Die orthogonale Projektion ist die beste Approximation. A

Als Konsequenz notieren wir ein sehr bequemes Kriterium, um die Dichtheit ei-
nes Unterraumes in einem Hilbert-Raum nachzuweisen.

Korollar 4.18. Ein Unterraum F eines Hilbert-Raumes H ist genau dann dicht in
H,wenn F+ = {0}.

Beweis:

a) Sei F dichtin H und z € F*. Dann gibt es eine Folge (,,)nen C F, so dass
limy,— o0 Tn, = 2. Also gilt ||z]|? = (z,2) = lim, e (z,2,) = 0,daz € F* und
somit ist z = 0.

b) Der Abschluss F von F ist ein abgeschlossener Unterraum von H. Angenom-
men, es gilt /' # H, dann folgt aus dem Projektionssatz, dass F- # {0}. Da
(F)*+ = F+, ist dann auch F+ # {0}. O
Insbesondere erhalten wir in einem vollstindigen Raum ein einfaches Kriterium
fiir Orthonormalbasen.

Korollar 4.19. Sei {e, : n € I'} eine orthonormale Familie in einem Hilbert-Raum
H,wobei I = Noder Z. Dann ist {e,, : n € I} genau dann eine Orthonormalbasis
von H, wenn fiir alle v € H gilt: Aus (e,,,v) = 0 fiir alle n € I folgt v = 0.

Beweis: Nach Definition ist die orthonormale Familie {e,, : n € I} eine Orthonor-
malbasis genau dann, wenn span{e,, : n € I'} dicht in H ist. Nach Korollar 4.18
ist das dquivalent dazu, dass (span{e,, : n € N})* = 0. Da fiir jede Teilmenge M
von H gilt, dass M+ = (span M)+, folgt die Behauptung. [l

4.5 Linearformen und Bilinearformen
In diesem Abschnitt lernen wir zwei effiziente Instrumente zur mathematischen

Analyse von Gleichungen kennen: die Sdtze von Riesz-Fréchet und von Lax-
Milgram. Der Einfachheit halber wihlen wir durchweg K = R, auch wenn die



4.5 Linearformen und Bilinearformen 123

Resultate mit kleinen Modifikationen fiir K = C giiltig bleiben. Betrachten wer-
den wir aber vor allem reelle partielle Differenzialgleichungen.

Sei H ein reeller Hilbert-Raum. Eine Linearform ist eine lineare Abbildung ¢ :
H — R. Sie ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

lp()| <cllvf, veH. (4.3)
In diesem Fall setzt man
[l :=inf{c >0 : [p(v)] < cljv]|,v € H}.

Damit gilt offenbar |p(v)| < |l¢|| ||v|| fiir alle v € H. Mit H' bezeichnen wir die
Menge der stetigen Linearformen auf H. Es ist ein Vektorraum bzgl. punktweiser
Addition und Skalarmultiplikation. Man nennt H' den Dualraum von H.

Beispiel 4.20. Sei u € H ein gegebenes Element, dann definiert ¢(v) := (u,v),
v € H, eine stetige Linearform ¢ auf H und es gilt ||| = ||u].

Beweis: Die Linearitdt von ¢ folgt aus der Bilinearitdt des Skalarproduktes. Die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung |p(v)| = |(u, v)| < ||u|| [[v]|, v € H, zeigt, dass
o stetig ist und || < ||ull. Wegen [ul®® = (u,u) = p(u) folgt o] > [lu]. O
Der folgende Satz zeigt also, dass jede stetige Linearform eine Darstellung wie in
Beispiel 4.20 besitzt.

Satz 4.21 (Riesz-Fréchet). Sei ¢ : H — R eine stetige Linearform. Dann gibt es genau
einu € H,sodass p(v) = (u,v) fiirallev € H.

Beweis: Wir zeigen Existenz und Eindeutigkeit eines solchen u € H.

Eindeutigkeit: Seien u1,us € H, so dass (u1,v) = (ug,v) fur alle v € H. Fur v =
uy — ug gilt |lur — uz|? = (w1 — uz2,v) = 0, also folgt us = us.

Existenz: Ist ¢ = 0 (d.h. p(v) = 0 fur alle v € H), so wihlen wir v = 0. Wir
konnen also im Folgenden annehmen, dass ¢ # 0. Dann ist kerp := {v € H :
¢(v) =0} # H.Da ker ¢ ein abgeschlossener Unterraum von H ist, folgt aus dem
Projektionssatz, dass (ker )~ # {0}. Wahle also u1 € (ker )t mit u; # 0. Wir
konnen annehmen, dass ¢(u1) = 1 (andernfalls multiplizieren wir w; mit einem
geeigneten Skalar). Fiir beliebiges v € H gilt v—p(v)u; € ker ¢. Alsoist v—(v)uy
orthogonal zu uy, d.h. (v—¢(v)uy,u1) = 0. Folglich ist (v, u1) = ¢(v)||u1[|2. Wahle
also u := |Juy||"2uy, dannist p(v) = ||uq||"2(v,u1) = (u,v) fiirallev € H. O
Als Néchstes wollen wir den Satz von Riesz-Fréchet auf nichtsymmetrische Bilin-
earformen verallgemeinern. Dies wird die Anwendungsmoglichkeiten fiir Exis-
tenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir partielle Differenzialgleichungen wesent-
lich erweitern. Dazu ersetzen wir das Skalarprodukt durch eine allgemeinere Bi-
linearform. Typischerweise werden wir den Definitionsbereich von Bilinearfor-
men mit V' bezeichnen. Sei also im Folgenden V' ein reeller Hilbert-Raum. Eine
Bilinearform ist eine Abbildung a : V' x V' — R, so dass

alauy + Pug,v) = aa(ug,v) + Ba(ug,v),

a(v,auy + Puz) = aa(v,ur)+ Ba(v, uz),
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fur alle u1,u2,v € V und «, 5 € R. Wir verlangen also, dass die Abbildungen
a(-,v) und a(v,-) : V. — R fiir jedes v € V linear sind. Eine Bilinearform heift
stetig, wenn lim,, .oty = u, lim, .o v, = v impliziert, dass lim,, oo a(uy, vy) =
a(u,v). Man sieht dhnlich wie in Satz A.1 (siehe Aufgabe 4.4), dass a(-, ) genau
dann stetig ist, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass

la(u, )| < Cllull o], wv e V. (4.4)
Wir wollen die Abkiirzung

a(u) :=alu,u), uwevV,
verwenden. Eine Bilinearform heif$t koerziv, wenn es ein o > 0 gibt, so dass

a() = allul?, weV, (4.5)
gilt. SchliefSlich nennen wir eine Bilinearform symmetrisch, falls

a(u,v) = a(v,u) fur alle u,v € V.

Der folgende Satz wird spéter eine zentrale Rolle fiir die Untersuchung von par-
tiellen Differenzialgleichungen spielen.

Satz 4.22 (Lax-Milgram). Sei a : V x V — R eine stetige, koerzive Bilinearform und
sei ¢ € V'. Dann gibt es genau ein u € V, so dass

a(u,v) = @(v) fiirallev € V. (4.6)

Beweis: Wiederum zeigen wir Existenz und Eindeutigkeit.

Eindeutigkeit: Seien uy,uz € V, so dass a(u1,v) = a(usz,v) fir alle v € V. Dann ist
a(uy —ue2,v) =0 fur alle v € V. Wéhle v = u; — ug. Dannist a(u; —us) = 0. Daa
koerziv ist, folgt, dass u; — uz = 0.

Existenz: Sei u € V gegeben. Dann definiert g(v) := a(u,v), v € V eine stetige
Linearform auf V. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz 4.21) gibt es also genau
ein Tu € V, sodass a(u,v) = (Tu,v) fiir alle v € V. Wegen der Eindeutigkeit und
der Bilinearitdt von af(-, -) ist die Abbildung 7" : V' — V' linear. Aus der Stetigkeit
von af-, -) folgt, dass |(T'u,v)| = |a(u, v)| < C|lu|| ||v| fur alle v € V mit C gemdfs
(4.4). Damit ist | Tu|| < C||u| (siehe Satz A.1). Der Operator T ist damit stetig und
esist ||T]| < C.

Aus der Koerzivitit von af(-, -) folgt weiter, dass (Tu,u) > o u|? fiir alle u € V,
wobei a > 0. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung impliziert, dass

allul* < a(u) = (Tu, u) < [|Tull |u]
und somit

allul] < ||Tul| fir allew € V. 4.7)
Um zu zeigen, dass T surjektiv ist, betrachten wir das Bild

T(V)={Tu:ueV}
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von T. Da T linear ist, ist T'(V) ein Unterraum von V. Wir zeigen, dass er ab-
geschlossen ist. Sei v := lim,—.oc T'uy, mit u, € V, n € N. Wegen (4.7) und der
Linearitdt von 7' gilt dann o||u, — tm || < ||Tun — Tt ||. Somit ist (up)nen eine
Cauchy-Folge im Hilbert-Raum V. Also existiert v := lim,,_,~ u, und es gilt
Tu= nler;O Tu, =,
also ist v € T'(V). Aus dem Projektionssatz (Satz 4.16) folgt weiter, dass T'(V) &
(T(V))* = V.Seinun u € (T(V))*, dann ist (Twv,u) = 0 fiir alle v € V und
insbesondere fiir v = u. Somit gilt a||u||* < (Tu,u) = 0 und damit u = 0. Wir
haben also gezeigt, dass T(V)* = {0}. Somit ist T(V) = V; d.h., T ist surjektiv.
Sei nun ¢ € V’. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz 4.21) gibt es ein w € V,
so dass ¢(v) = (w,v) fur alle v € V. Da T surjektiv ist, gibt es ein v € V, so dass
Tu = w. Damit ist (nach der Definition von T') a(u,v) = (Tu,v) = (w,v) = ¢(v)
furallev e V. O
Ist die Bilinearform im Satz von Lax-Milgram zusitzlich auch noch symmetrisch,
so ladsst sich (4.6) durch ein Minimisierungsproblem losen.

Satz 4.23 (Lax-Milgram variationell). Seia : V' x V — R eine stetige, koerzive, sym-
metrische Bilinearform und seien p € V', u € V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es gilt a(u,v) = ¢(v) fiirallev € V.
(ii) Fiir das Funktional J(v) := a(v) — ¢(v) gilt J(u) < J(v) fiirallev € V.
Wegen Satz 4.22 ist u eindeutig, also w = arg min,ey J(v).

Beweis: Die Aussage (ii) ist dquivalent zu J(u) < J(u + w) fiir alle w € V, indem
wir v = u 4+ w € V verwenden. Da

J(u+w)= %a(u +w)—plut+w)= %a(u) + a(u,w) + %a(w) —p(u) — p(w),
ist (ii) damit gleichbedeutend mit
0 < a(u,w) + sa(w) - pu) (48)

fiir alle w € V. Indem wir w durch tw mit ¢t > 0 ersetzen, erhalten wir aus (4.8)
1
0 <ta(u,w)+ §t2a(w) — tp(w).

Die Division durch ¢ liefert 0 < a(u, w) + 3ta(w) — ¢(w) fir alle t > 0,w € V.
Lassen wir ¢ gegen 0 streben, so erhalten wir

0 <a(u,w) — p(w) fur allew € V.

Ersetzt man nun w durch —w, so erhdlt man die umgekehrte Ungleichung 0 >
a(u,w) — @(w) fir alle w € V. Damit ist a(u,w) = @(w) fir alle w € V. Wir
haben gezeigt, dass (ii) die Aussage (i) impliziert. Umgekehrt folgt aus (i) die
Ungleichung (4.8), da a(w) > 0 fiir alle w € V. Diese ist dquivalent zu (ii), wie
wir gerade gesehen haben. O
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Das Skalarprodukt auf V' ist eine spezielle symmetrische, stetige, koerzive Bi-
linearform auf V. Somit umfasst der Satz von Lax-Milgram den Satz von Riesz-
Fréchet. Satz 4.23 bildet u.a. die Grundlage fiir effiziente numerische Losungsver-
fahren fiir lineare Gleichungssysteme mit symmetrisch positiv definiten Matrizen
(cg-Verfahren, Verfahren der konjugierten Gradienten).

Wir hatten schon gesehen, dass die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung eine we-
sentliche Eigenschaft des Skalarproduktes ist. Wir geben einen zweiten (weniger
geometrischen) Beweis dieser Ungleichung in einer allgemeinen Situation, die
spater niitzlich sein wird.

Satz 4.24 (Allgemeine Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Seia : V xV — R
bilinear und symmetrisch, so dass a(u) > 0 fiir alle w € V.. Dann gilt fiir alle u,v € H
lau,v)| < a(w)*a(v)*.

Beweis: Seien u,v € H, dann gilt 0 < a(u — tv) = a(u) — 2ta(u,v) + t?a(v) fir
alle t € R. Ist a(v) = 0, so folgt, dass 2ta(u,v) < a(u) fir alle t € R und damit
a(u,v) = 0, also stimmt die Behauptung in diesem Fall. Ist a(v) # 0, so wahle

speziell t = % Dann erhélt man
a(u,v)?  alu,v)? a(u,v)?
< —2 = _
=T e T
Somit ist a(u,v)? < a(u) a(v). d

4.6 Schwache Konvergenz

Im endlich-dimensionalen Hilbert-Raum hat jede beschrankte Folge eine konver-
gente Teilfolge. Das ist eines der wichtigsten Argumente der elementaren Analy-
sis. Es ist im unendlich-dimensionalen Raum ungitiltig (siehe Beispiel 4.26 unten).
Gliicklicherweise gilt die Aussage jedoch, wenn wir einen schwiacheren Konver-
genzbegriff benutzen. Das zeigt der Hauptsatz 4.29 dieses Abschnitts. Im Folgen-
den sei H stets ein reeller Hilbert-Raum.

Definition 4.25 (Schwache Konvergenz). Sei (uy,,)nen eine Folge in H.
a) Sei u € H gegeben. Wir sagen, dass die Folge (u,,)nen schwach gegen u konver-
giert, und schreiben

w-limu,, = v oder u,, = u, n — o0,
n—oo

wenn limy, o0 (tn, v) = (u,v) fir allev € H.

b) Wir sagen, dass die Folge (u,,)nen schwach konvergiert, wenn es ein u € H gibt,
so dass w-lim,, o0 U, = u. A

Zundchst bemerken wir, dass der schwache Limes eindeutig ist: Falls

w = w-limu, = u,
n—oo
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so gilt (u,v) = (w,v) fir alle v € H. Damit gilt fiir die spezielle Wahl v = v — w
aber ||u — w||? = (u — w,v) = 0. Also ist u — w = 0. Es ist offensichtlich, dass
jede konvergente Folge auch schwach gegen denselben Grenzwert konvergiert.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.26. Sei {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis in H, dann gilt
e}
Z |(v,e)* = ||lv||? fiir alle v € H.
n=1

Da die Glieder einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bilden, folgt aus dieser
Gleichheit, dass e, — 0 fiir n — oc. Da aber aufgrund der Orthogonalitit gilt
len — emll? = llenll® + llem||? = 2 fiir n # m, hat (e,)nen keine konvergente
Teilfolge, obwohl sie schwach konvergiert. A

Unter einer Zusatzbedingung folgt jedoch aus schwacher Konvergenz schon die
Normkonvergenz. Es gilt folgendes sehr niitzliche Kriterium:

Satz 4.27. Sei (un)nen eine Folge in H, uw € H, dann sind dquivalent:
(i) limy,— oo Un = u;
(ii) up, = wund ||uy|| — |ul|, n — oo.

Beweis: Wir zeigen nur, dass (ii) Aussage (i) impliziert, da die andere Implikation
offensichtlich ist. Es gelte also u,, = v und ||u,|| — ||| fiir n — co. Dann gilt

lun —ull® = (un — v, un =) = [lun]|* = (u, un) = (un,w) + ul* — 0,

also (i). O
Das folgende Lemma erleichtert oft den Nachweis der schwachen Konvergenz.

Lemma 4.28. Sei (u,)nen eine beschrankte Folge in H und es gebe eine totale
Teilmenge M von H, so dass ((un,w)) o fr alle w € M konvergiert. Dann ist
(tn)nen schwach konvergent.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar, dass

wo(w) := lim (uy,,w) furallew € F := span M
existiert. Sei ||uy|| < ¢ fiir alle n € N, dann gilt |po(w)| < ¢||w]|| fiir alle w € F. Die
Abbildung ¢q : F' — R ist somit linear und stetig. Da /" dicht in H ist, hat (¢ eine

Fortsetzung ¢ € H' (siehe Satz A.2). Nach dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz 4.21)
gibt es ein u € H, so dass p(v) = (u,v) furallev € H.Istv € F, so gilt

(u,0) = () = go(v) = lim (u,, ).

Sei nun v € H beliebig und € > 0, dann gibt es ein w € F, so dass |[v — w|| < e.
Da limy, .o (tn, w) = (u, w), folgt, dass

limsup |(un,v) — (w,v)] = limsup |[(u, —u,v —w) + (uy — u, w)]
n—oo n—oo
< limsup |(up — u,v —w)| < lim  |Juy, — ul| [jv — w||
n—oo

n—oo

N

< (e flulle
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Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt, dass lim,, . |(tn, v) — (u,v)] = 0, d.h.
lim (up,v) = (u,v),

womit die Aussage bewiesen ist. O]

Der Beweis des nun folgenden Satzes beruht auf dem Diagonal-Verfahren, einer
wichtigen und oft verwendeten Beweismethode aus der Analysis.

Satz 4.29. Sei H ein separabler reeller Hilbert-Raum. Jede beschrinkte Folge in H besitzt
eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir schicken drei Vorbemerkungen voraus, auf die wir im Beweis ver-
weisen werden.

1.) Jede Teilfolge einer konvergenten reellen Folge ist selbst konvergent, und
zwar gegen denselben Grenzwert wie die urspriingliche Folge.

2.) Wir diirfen endlich viele Glieder einer konvergenten Folge abdndern, ohne
das Grenzverhalten zu verdndern.

3.) Jede beschrénkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Sei u, € H mit |u,| < cfiir alle n € N. Wir wollen eine schwach konvergen-
te Teilfolge von (uy,)nen finden. Sei {w, : p € N} eine totale Folge in H. Nach
Lemma 4.28 reicht es, eine Teilfolge (uy, )ken von (un)nen zu finden derart, dass
klggo (Uny,, wp)

fir jedes p € N existiert. Da |(un, wp)| < c|lw,]|| fir alle n € N, besitzt jede der
Folgen ((uy,wp)), _ eine konvergente Teilfolge.

Wir konstruieren eine Teilfolge, die fiir alle p € N simultan funktioniert. Seip = 1,
dann gibt es eine Teilfolge (uy,(1 x))ren vOn (un)nen derart, dass (g, k), w1) fir
k — oo konvergiert. Hier ist n(1, k) € N ein Index mit n(1, k) < n(1,k+1) fur alle
k € N. Nun gibt es eine Teilfolge (u,(2,k))ren VON (uy(1 k) )ken derart, dass

klifgo(un(z,k)7 wa)

existiert. Fahren wir fort, so finden wir natiirliche Zahlen n(¢, k) € N fur £,k € N
derart, dass

a)n(l, k) <n(l,k+1);

b) (n(¢ + 1, k))ken ist eine Teilfolge von (n(¢, k))xen, d.h., es gilt n(¢ + 1,k) €
{n(¢,m):m e N} furallek € N;

on(l+1,k)>n(l k) furallek € N;
d) limp . o0 (Un(p, k), Wp) =: ¢, existiert fiir alle p € N.

Setze ny := n(k, k). Dann gilt n, < n(k,k+1) < n(k+ 1,k + 1) = npy wegen
a) und c). Sei nun p € N. Da wegen b) aulerdem ny, € {n(p,m) : m € N} fir alle
k > p, folgt aus d), dass auch limy_, oo (tn, , wp) = ¢p. O
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Schliefilich wollen wir noch (ohne Beweis) folgenden Satz anfiigen.
Satz 4.30. Jede schwach konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Der Beweis beruht auf dem Satz von Baire und wir verweisen auf Biicher
tiber Funktionalanalysis, z.B. [46, Korollar IV.2.3]. O

4.7 Stetige und kompakte Operatoren

Eine lineare Abbildung 7" ist genau dann stetig, wenn das Bild der Einheitskugel
unter 1" beschrankt ist (siehe Anhang A.1). Ist dieses Bild sogar relativ kompakt,
so nennt man 1" kompakt. Wir haben also folgende Definition getroffen:

Definition 4.31. Eine lineare Abbildung 7" : E — F heift kompakt, falls Folgendes
gilt: Ist u,, € E mit ||u,| < cfirn € N, so gibt es eine Teilfolge (u,, )ken, so dass
(T'un, )ken konvergiert. A

Nun betrachten wir die speziellere Situation von Abbildungen zwischen Hilbert-
Raumen. Dort konnen wir neben der Konvergenz in der Norm auch die schwache
Konvergenz betrachten. Seien im Folgenden H; und H» reelle oder komplexe
separable Hilbert-Rdaume.

Satz 4.32. Sei T' : Hy — Hy linear und stetig. Dann ist T' schwach stetig, d.h., aus
Up, — win Hy folgt Tu, — Tuin Hs.

Beweis: Sei w € Hy, dann definiert ¢(v) := (T'v, w) u, eine stetige Linearform auf

H;. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es also genau ein T*w € H;, so dass

(Tv,w)u, = (v, T*w) g, furallev € Hy. Gilt nun u,, — win Hy, so gilt
(Tun, w) gy, = (Un, T*w) g, — (u, T*W) g, = (Tu,w)w,.

Da w € H, beliebig ist, folgt, dass Tu,, = Twin Hs. 1

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 4.32: Jeder schwach stetige Operator ist
stetig, siehe Aufgabe 4.2. Nun kénnen wir kompakte Operatoren gerade dadurch
beschreiben, dass sie die Konvergenz verbessern.

Satz 4.33. Sei T : Hy — Ho linear, dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:
(i) T ist kompakt;
(ii) up, — win Hy impliziert Tu, — Tw in Hs.

Zum Beweis benutzen wir das folgende Lemma, das auf den ersten Blick wie an
den Haaren herbeigezogen wirkt, aber dennoch dufSerst wirkungsvoll ist.

Lemma 4.34. Sei (u,)nen eine Folge in einem normierten Raum E und sei u €
E. Die Folge konvergiert genau dann gegen u, wenn jede ihrer Teilfolgen eine
Teilfolge besitzt, die gegen u konvergiert.

Beweis: Konvergiert die Folge nicht gegen u, so gibt es ein ¢ > 0 und eine Teilfolge
(tn,, ) ken, so dass ||un, —ul| > . Keine Teilfolge dieser Teilfolge konvergiert gegen
u. Die umgekehrte Implikation ist klar.
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Beweis von Satz 4.33:

(i) = (ii). Sei w,, — w in Hy, dann ist (u,)nen nach Satz 4.30 beschrankt. Nach
Voraussetzung gibt es eine Teilfolge (un, )xen, S0 dass v = limy_.oc T'up, in der
Norm existiert. Da 1" auch schwach stetig ist, gilt v = T'u. Aus Lemma 4.34 folgt,
dass lim,, .o T'u,, = T'u (wenn man zu Beginn schon eine Teilfolge wahlt).

(i) = (i). Sei (un)nen eine beschrankte Folge in H;. Nach Satz 4.29 gibt es ei-
ne schwach konvergente Teilfolge (u,, )ren. Nach Voraussetzung konvergiert die
Folge (T'uy,, )ken in der Norm. |

4.8 Der Spektralsatz

Wir werden oft partielle Differenzialgleichungen als Operatorgleichung in der
Form Au = f schreiben konnen. Dabei ist A ein linearer Operator auf einem
Hilbert-Raum H und f € H ist gegeben. Die gesuchte Unbekannte ist u € H.
Typischerweise ist H = L5(£2), wobei Q C R? offen und A ein Differenzialopera-
tor ist. Damit lasst sich A nicht fiir alle Funktionen in H definieren, sondern nur
fur Funktionen in einem Unterraum D(A) von H, dem Definitionsbereich von A.
Man wird also einen Raum von Funktionen in 4 wihlen, die fiir die Anwendung
von A hinreichend oft differenzierbar sind. Wir sprechen also von linearen Abbil-
dungen A : D(A) — H, wobei D(A) ein Unterraum von H ist. Das wollen wir in
einer Definition festlegen.

Definition 4.35. Sei H ein reeller Hilbert-Raum.

a) Ein Operator auf H ist ein Paar (A4, D(A)), wobei D(A) C H ein Unterraum
von H und A : D(A) — H eine lineare Abbildung ist. Wir nennen D(A) den
Definitionsbereich von A. Um die Notation zu vereinfachen, sprechen wir auch
einfach von einem Operator A auf H. Zu diesem gehort dann der Definitionsbe-
reich D(A) und die lineare Abbildung A : D(A) — H.

b) Zwei Operatoren A und B auf H sind gleich (wir schreiben A = B), wenn
D(A) = D(B) und Au = Bu fir alle u € D(A).

¢) Sind A und B Operatoren auf H, so schreiben wir A C B und sagen: A ist eine

Einschrinkung von B oder B ist eine Fortsetzung von A, falls D(A) C D(B) und
Au = Bu fir alle w € D(A). A

Was wir hier einen Operator nennen, heifst hdufig ein unbeschrinkter Operator.
Dabei sollte man das Wort , unbeschrankt” als ,nicht notwendig beschrankt”
auffassen. Also ist ein unbeschrankter Operator auf H einfach eine lineare Ab-
bildung, deren Definitionsbereich nicht ganz H ist. Oft ist der Definitionsbereich
eines Operators A dicht: Dann sagen wir, dass A dicht definiert ist.

Beispiel 4.36. Sei X = L3(0,1). Wir konnen die zweite Ableitung mit verschiede-
nen Definitionsbereichen betrachten.

a) Sei D(Ap) = {u € C?[0,1] : u(0) = u(1) = 0} und Agu := —u".
b) Sei D(A;) := {u € C?[0,1] : «/(0) = /(1) = 0} und Aju = —u".
c) Sei D(B) := C?[0,1] und Bu := —u" fiir alle u € D(B).
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Damit ist Ag C B, A1 C Bund Ay # A;. Die Abbildungsvorschrift ist bei allen
drei Operatoren die gleiche; sie sind dennoch alle verschieden. In dem Definiti-
onsbereich von A sind Dirichlet-Randbedingungen integriert und in dem von 4,
Neumann-Randbedingungen. Im ndchsten Kapitel werden wir darauf zurtick-
kommen. A

Sei A ein Operator auf H. Unser Ziel wird es sein, Gleichungen der Form
Au=f (4.9)

zu analysieren. Dabei ist f € H gegeben und u € D(A) gesucht. Was die Losbar-
keit der Gleichung (4.9) angeht, gibt es drei Eigenschaften, die man verniinftiger-
weise untersuchen wird:

1. Existenz: Zu jedem f € H gibt es eine Losung u € D(A) von (4.9).
2. Eindeutigkeit: Zu jedem f € H gibt es hochstens eine Losung u € D(A).

3. Stetigkeit der Losungen in den gegebenen Daten: Sind f,,, f € H und
Un, u € D(A), so dass Au,, = f, und Au = f,so gilt: f,, — fin H impliziert
Uy — win H.

Die Existenz ist gleichbedeutend damit, dass die Abbildung A : D(A) — H sur-
jektiv ist. Eindeutigkeit bedeutet, dass A injektiv ist. Da A linear ist, ist der Kern
von A, definiert durch

ker A :={u € D(A) : Au =0},

ein Unterraum von D(A) und A ist genau dann injektiv, wenn ker A = {0}. Exis-
tenz und Eindeutigkeit zusammen sind also dquivalent dazu, dass die Abbildung
A: D(A) — H bijektiv ist. Dannist A=! : H — D(A) auch linear. Da D(A) C H,
kénnen wir A~! auch als Abbildung von H nach H auffassen. Die Stetigkeitsfor-
derung in 3. bedeutet gerade, dass diese Abbildung stetig ist. Dann wollen wir A
invertierbar nennen. Der Operator A heifst also invertierbar, wenn A : D(A) — H
bijektiv und A™! : H — H stetig ist. Nach Hadamard sagen wir, dass das Pro-
blem (4.9) wohlgestellt ist, wenn alle drei obigen Forderungen, also Existenz und
Eindeutigkeit sowie stetige Abhédngigkeit der Losungen von den gegebenen Da-
ten erfiillt sind. Damit ist der Operator A also genau dann invertierbar, wenn das
Problem (4.9) wohlgestellt ist.

Bemerkung 4.37. Ein Operator A auf H ist also genau dann invertierbar, wenn
Folgendes gilt:

(a) Zujedem f € H gibtes genau ein u € D(A), so dass Au = f,

(b) und es gibt ein ¢ > 0, so dass die a priori-Abschitzung ||u|| < c||f|| gilt. A

Die folgende Beobachtung ist niitzlich, um die Rolle des Definitionsbereiches zu
verstehen.
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Bemerkung 4.38. Sei A ein invertierbarer Operator und sei B eine Einschrankung
oder Fortsetzung von A. Ist B invertierbar, so gilt A = B.

Beweis:

a) Sei B C A. Ist B surjektiv, so ist B = A. Denn sei u € D(A). Da B surjektiv ist,
gibt es ein v € D(B) so, dass Bv = Au. Da A injektiv und Av = Bv = Au, folgt
daraus u = v.

b) Sei A C B. Ist B injektiv, so ist A = B. Denn sei w € D(B). Da A surjektiv ist,
gibtes v € D(A), so dass Av = Bu. Da B injektiv ist, folgt u = v € D(A). O

Ist A € R, so definieren wir den Operator A — Al durch
(A= A)u:=Au—u, D(A—X):=D(A).

Hier steht [ fiir die Identitdts-Abbildung. Wir sagen, dass A € R ein Eigenwert von
A ist, wenn A — AI nicht injektiv ist, d.h. wenn es u € D(A) gibt, so dass u # 0
und Au = lu.

Von besonderem Interesse sind Operatoren, die mit einer Bilinearform assoziiert
sind. Dazu betrachten wir weiterhin den reellen Hilbert-Raum H. Sein Skalarpro-
dukt bezeichnen wir mit (-, ), die Norm mit || - || . Sei V ein weiterer Hilbert-
Raum mit Skalarprodukt (-,-)y und Norm || - ||y,. Wir sagen, dass V stetig in H
eingebettet ist und schreiben V' — H, falls V' C H und es eine Konstante ¢ > 0
gibt, so dass

ulla < cllully, uweV. (4.10)

Das bedeutet gerade, dass die Identitdts-Abbildung von V' nach H stetig ist. Wir
wollen ferner voraussetzen, dass V' dicht in H ist.

Seinuna: V x V — R eine stetige Bilinearform; es gibt also ein C' > 0, so dass
la(u, )| < Cllullv ol , w,v € V. (4.11)

Wir wollen der Form a(-,-) einen Operator A auf H zuordnen. Dazu definieren
wir den Definitionsbereich von A durch

D(A) :={ueV :3fe Hmita(u,v) = (f,v)g firallev € V}. (4.12)
Somit ist D(A) ein Unterraum von H. Ist u € D(A), dann gibt es ein f € H mit
a(u,v) = (f,v)y furallev € H. (4.13)

Dieses f ist eindeutig. Denn ist f € H ein weiteres Element, so dass a(u,v) =
(f,v)H firalle v € V,soist (f — f,v)y = 0 fiir alle v € V. Da V dicht in H ist,
bleibt dieses richtig fiir alle v € H. Insbesondere gilt || f—f||3 = (f—f, f—f)a =0
und somit f = f.

Istu € D(A) und f € H dasjenige Element, fiir das (4.13) gilt, so setzen wir Au =
f. Damit haben wir eine lineare Abbildung A : D(A) — H definiert. Wir nennen
Aden zu a(-,-) assoziierten Operator auf H. Nun betrachten wir die Gleichung

Au = f. (4.14)

Ist f € H gegeben, so suchen wir also u € D(A), so dass (4.14) gilt. Aus dem Satz
von Lax-Milgram erhalten wir folgendes Resultat:
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Satz 4.39. Ist a(-,-) stetig und koerziv, so ist das Problem (4.14) wohlgestellt, d.h., der
Operator A ist invertierbar.

Beweis: Sei a > 0, so dass a(u) > a||u||? firu € V,und sei f € H. Dann definiert
F(v) := (f,v)n eine stetige Linearform auf V. Dies folgt aus der Stetigkeit der
Einbettung von V in H.

Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es genau ein v € V, so dass a(u,v) =
(f,v)u fir alle v € V. Das heif8it gerade, dass © € D(A) und Au = f. Wir haben
also gezeigt, dass A bijektiv ist. Mit (4.10) gilt ferner, dass

«
“llelley < allullyy < alu,w) = (fw)n < [1flallela -

Damit gilt ||ul|z < £/ f||z. Dau= A~ f, bedeutet dies, dass | A~!|| < £. O

Statt A konnen wir auch den Operator A 4+ AI betrachten, wobei A € R. Es folgt
unmittelbar aus der Definition, dass A + A\I mit der Bilinearform

ay:VxV =R, ax(u,v) = a(u,v) + A(u,v) g

assoziiert ist. Sie ist stetig, da V' stetig in H eingebettet ist. Wir sagen, dass die
Bilinearform H-elliptisch ist, wenn es ein w € R und ein « > 0 gibt, so dass

a(u) +w|\u||§{ > ozHuH%/, ueV. (4.15)

Die Form a(-, -) ist also genau dann H-elliptisch, wenn es ein w € R gibt so, dass
ay(+, ) koerziv ist. Dann ist a (-, -) auch fiir alle A > w koerziv. Damit ist A + A\I
invertierbar fiir alle A > w.

Nun betrachten wir zusitzlich die Voraussetzung, dass die Form symmetrisch ist.
Man sieht leicht, dass dann auch der assoziierte Operator A symmetrisch ist, d.h.,
es gilt

(Au,v)g = (u, Av)g, u,v € D(A).

Ist V = H und dim H < oo, so wissen wir aus der Linearen Algebra, dass H eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A besitzt. Dieses Resultat wollen wir
nun auf unsere unendlich-dimensionale Situation verallgemeinern. Dazu brau-
chen wir eine starkere Beziehung zwischen V' und H als die Stetigkeit der Ein-
bettung. Wir sagen, dass V kompakt in H eingebettet ist, und schreiben

v S H,

wenn V' C H und wenn die Abbildung v — u von V nach H kompakt ist. Nach
Satz 4.33 bedeutet das gerade, dass

Uy, — win V impliziert u,, — win H.

Unter diesen zusétzlichen Voraussetzungen besitzt H eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren von A. Das ist die Aussage des folgenden Theorems. Es gibt zu-
satzlich eine prézise Beschreibung des Definitionsbereiches durch eine Orthonor-
malbasis.
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Satz 4.40 (Operatorversion des Spektralsatzes). Sei dim H = oo und sei V' kompakt
und dicht in H eingebettet. Sei a : V x V' — R eine symmetrische, stetige, H-elliptische
Bilinearform. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {e, : n € N} von H und Zahlen
M € R, so dass

A < Ang1,n €N und lim A, = oo,

n—oo

derart, dass der zu a(-, -) assoziierte Operator A folgende Gestalt hat: Es gilt

D(A) = {u €EH: Z M (u,ye)3 < oo}7 (4.16)
n=1
Au = D Au(u,en)men, u€ D(A). (4.17)
n=1

Bevor wir den Satz beweisen, notieren wir einige Konsequenzen.

Bemerkung 4.41. Unter den Voraussetzungen des Spektralsatzes gilt:

a) e, € D(A) und Ae,, = \,e,. Insbesondere ist jedes \,, ein Eigenwert von A.
Das folgt aus (4.16) und (4.17).

b) Die ), sind genau die Eigenwerte von A: Denn ist A € R ein Eigenwert, so
gibt es ein u € D(A), so dass Au = Au und u # 0. Damit existiert ein m € N,
so dass (u, e;)n # 0. Aus (4.17) folgt dann, dass A(u, e, = (Au,ep)g =
Am (U, €) - SOomitist A = \,,.

¢) Von Satz 4.13 wissen wir, dass fiir z,, € R eine Reihe Zzozl Znen in H genau
dann konvergiert, wenn Y, 22 < co. Der Definitionsbereich von A besteht
also genau aus denjenigen v € H, fiir die Y- | A\, (u, e,) g €, in H konver-

n=1

giert. A

Bemerkenswert sind weitere Folgerungen, die sich aus dem Spektralsatz fiir die
Gleichung (des verallgemeinerten Eigenwertproblems)

Au—du=f (4.18)

ergeben. Die Eindeutigkeit der Losungen von (4.18) bedeutet gerade, dass A kein
Eigenwert ist. Der nun folgende Satz besagt, dass dann die Gleichung schon
wohlgestellt ist, d.h. dass A — Al invertierbar ist, sobald A — Al injektiv ist. Mit
anderen Worten: Fiir die Gleichung (4.18) liegt die so genannte Fredholm’sche Al-
ternative vor: Entweder hat die Gleichung fiir f = 0 mehrere Losungen oder sie
ist wohlgestellt.

Korollar 4.42. Ist A € R\ {\, : n € N}, soist A — AI invertierbar. Ferner ist fiir
f € H die Losung u von (4.18) gegeben durch die Reihe

o0

uw=" (=N (fren)m en,

n=1

die in H konvergiert.
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Beweis: Esist  := inf{|]A\—\,| : n € N} > 0,da )\, — oo. Alsogilt [A\—\,|7* <1/§
fiir alle n € N. Damit definiert

[o0]

Rf ==Y (A= N""(fren)m en

n=1

einen linearen, stetigen Operator R : H — H. Nach Satz 4.9 gilt

IRFIF =D 1A= Xl 2(fren)ir < 02IIFI

n=1
furalle f € H. Fiiru € D(A) gilt

o0

(A - )‘I)u = Z(/\n - )\)(Uy en)H €n;

n=1

also ist R(A — M )u = u fiir alle uw € D(A). Da die Folge

(55
An = A neN

beschréankt ist, ist umgekehrt Rf € D(A) und (A—X)Rf = ffuralle f € H. O

Wir wenden uns nun dem Beweis des Spektralsatzes zu. Zunéchst einmal diago-
nalisieren wir die Form.

Satz 4.43 (Formversion des Spektralsatzes). Sei dim H = oo und sei V kompakt und
dicht in H eingebettet. Sei a : V x V — R eine stetige, symmetrische, H-elliptische
Bilinearform. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {e,, : n € N} von H und \,, € R mit
An < Apy1,n € Ny limy, oo Ay, = oo derart, dass

T {uGH:Z)\n(u,enﬁ{ <oo}, (4.19)
n=1
a(u,v) = Z An(Uyen) i (€n,v) g fiiralle u,v € V. (4.20)
n=1

Beweis: Wir konnen annehmen, dass a(-, ) koerziv ist, denn sonst betrachten wir
ay(+, ) statta(-,-), wobei w die Konstante aus (4.15) ist. Sei also a(-, -) koerziv, d.h.,
wir nehmen an, dass (4.5) fiir u € V gilt. Dann folgt

Vallully < a(w)? < VCllully , ue V.

Da a(-, -) symmetrisch ist, definiert also a(u)!/? eine dquivalente Norm auf V (die
so genannte Energie-Norm || - ||,). Da das Skalarprodukt von V' nicht explizit in
der Formulierung des Satzes auftaucht, kénnen wir also annehmen, dass

(u,v)y = a(u,v), u,v € V.

Nun definieren wir A\ := inf{a(u) : v € V, ||u||g = 1}. Aus der Koerzivitat (4.5)
folgt, dass A1 > 0.
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a) Wir zeigen, dass es ein e; € V gibt, so dass |e1]|# = 1, A\ = a(e1) und
aler,v) = M(er,v)y furallev € V. (4.21)
Dazu betrachten wir die Form a4 (u, v) := a(u,v) — A\ (u,v) g, u,v € V. Dann
gilt inf{a1(u) : v € V,|Ju|lg = 1} = 0. Somit finden wir Elemente u,, € V
mit ||u,||g = 1, so dass inf, ey a1 (uy,) = 0. Damit ist die Folge (uy,)nen in V
beschrankt. Satz 4.29 erlaubt uns somit anzunehmen, dass u,, — e; in V fiir
ein e; € V (andernfalls gehen wir zu einer Teilfolge tiber). Da V' kompakt in
H eingebettet ist, folgt, dass u,, — e; in H, also gilt ||e1||y = 1. Die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung liefert
ar(er) = ar(er — tn, 1) + a1 (un, €1) < ar(er — un, 1) + a1 (un)'/*a1 (e1)"/.
Da f(v) = ai(v,e1) eine stetige Linearform f auf V' definiert und w,, — e;
in V, gilt lim,,_.oc a1(e1 — upn,e1) = 0. Da as(u,) — 0, folgt aus obiger
Ungleichung, dass ai(e1) = 0. Damit ist a(e;) = A;. Flir v € V gilt ferner
ai(er,v) < ai(e1)?a;(v)/? = 0. Indem wir v durch —v ersetzen, sehen wir,
dass auch die umgekehrte Ungleichung gilt. Somit ist a1(e1,v) = 0, d.h., es
ista(er,v) = Ai(er,v)q fir alle v € V. Damit ist (4.21) bewiesen.

b) Nun betrachten wir den Raum V; := {u € V : (u,e1)yg = 0}, der ein abge-
schlossener Unterraum von V ist. Er ist von {0} verschieden, da V dicht in
H und dim H = oo ist. Wenden wir a) auf die Einschrankung von a(-, ) auf
Vi x Viund auf Hy := {u € H : (u,e1)g = 0} an, so finden wir ein es € V;
so, dass |lea]|gr = 1 und X2 := a(e2) = min{a(u) : v € Vi,||ullg = 1} so-
wie a(es,v) = Aa(eq,v)y flr alle v € V3. Da nach a) a(es,e1) = a(er, ez) =
Ai(er,e2)m = 0 = Aa(ea, e1)m, folgt, dass a(ez,v) = Aa(e2,v)y flrallev € V
(nach dem Projektionssatz).

c) Fahren wir so weiter fort, so finden wir eine Folge (e, )nen in V mit ||e, ||z = 1
und eine monoton wachsende Folge (A, )nen in R, so dass fiirn > 1

Ant1 = alent1) = min{a(u) : u € V,,, ||ul|lg = 1}
mitV, :={ueV:(uex)g =0, k=1,...,n}und ale,,v) = \,(en,v)y fir
allev € V und alle n € N. Insbesondere ist die Folge orthonormal.

d) Wir zeigen, dass lim, ... A, = 00. Andernfalls wire die Folge a(e,) = A,
beschrankt. Also wire (e,)nen in V beschrankt. Es gidbe also eine Teilfol-
ge (en, )ken, die schwach in V' konvergiert, sagen wir gegen w. Dann wire
limg oo €n, = win H. Da e, — 0in H (siehe Beispiel 4.26), folgte, dass
w = 0. Wegen ||w||g = limg_. ||en, ||z = 1 erhalten wir den gewiinschten
Widerspruch.

e) Nun zeigen wir, dass {e,, : n € N} total in H ist. Sei dazu v € H, so dass
(en,v)m = 0 fur alle n € N. Wir miissen zeigen, dass v = 0 (siehe Korollar
4.19). Angenommen, es ist v # 0. Sei vy := |[v||;'v, dann ist |[v1 ||z = 1 und
(en,v1)m = 0 fur alle n € N und daher ist v; € V, fiir alle n € N. Also gilt fiir
allen e N

a(vy) > inf{a(u) : u € Vy, |lullg =1} = Ap.
Das widerspricht der Tatsache, dass lim,,—. Ay, = c0.

f) Setze &, := \/%en. Dann ist a(é,,, &) = \/1\7 /1\ a(en,em) =1, wennn =m
n n m
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und null sonst. Da fiir u € V gilt:

(u, €n)v = alu, én) = \/%a(u,en) = \/E(uven)Hv (4.22)

impliziert (u, é,)y = 0 fur alle n € N, dass v = 0. Damit ist {é,, : n € N} eine
Orthonormalbasis von V. Somit gilt nach Satz 4.9 fiir alle u,v € V

a(u,v) = (u,0)v = Y (U,E)v (En,0)v = D Aa(tt,€n)n (€n, 0)H-

Insbesondere ist Y 0 | A, (u, €,)% = a(u) < co. Sei umgekehrt u € H, so dass
S An(us en)? < 00.Setze x, := /A, (u, €,) g Dann konvergiert nach Satz
4.13 die Reihe " | ,,é, gegen ein Element w in V. Da 2,6, = (u,€,)H €n,
istw = Y7 (u,en)g e, = uwund somit u = w € V. Damit ist Satz 4.43
bewiesen. O
Es ist bemerkenswert, dass aus den Voraussetzungen von Satz 4.43 folgt, dass H

separabel ist.

Beweis von Satz 4.40 (Spektralsatz): Nach Satz 4.43 ist V' durch (4.19) und af(, -)
durch (4.20) gegeben. Sei A der zu a(-, -) assoziierte Operator. Sei u € D(A) mit
Au = f; dann ist nach Definition a(u,v) = (f,v)g fur alle v € V. Insbesondere
gilt fiir v = e,, die Gleichung (f,e,)n = a(u, en) = A (u, e,) g und damit

f = Z(f7 6n)Hen = Z An(ua en)Hen'
n=1 n=1

Umgekehrt sei u € H, so dass > o, A2 (u,e,)3; < oo. Dann ist auch
Yoo An (u,en)3; < oo und somit ist u € V. Ferner konvergiert f := > | A,
(u,en)men in H. Fur n € Nist (f,en)y = A(u,en)y = a(u,e,). Damit ist
(f,v)g = a(u,v) fir v € spanf{e, : n € N}. Da wir im Beweis von Satz 4.43
gezeigt haben, dass {A,'/%¢, : n € N} eine Orthonormalbasis von V ist, folgt,
dass (f,v)g = a(u,v) fir alle v € V gilt. Somit ist u € D(A) und Au = f. O
Wir betrachten weiter die Situation, die im Spektralsatz (Satz 4.40) beschrieben
wird. Dort ist A\, der n-te Eigenwert von A, da wir ja voraussetzen, dass die Ei-
genwerte monoton wachsend angeordnet werden. Aus dem Beweis von Satz 4.43
entnehmen wir folgende Formel fiir den ersten Eigenwert

A1 = min{a(u) : v € V||ullg =1} . (4.23)

Folgende Max-Min-Formel erlaubt es allgemeiner, den n-ten Eigenwert von A
aus der Form a(-, -) zu berechnen.

Satz 4.44 (Max-Min-Formel). Unter den Voraussetzungen des Spektralsatzes ist der
n-te Eigenwert von A gegeben durch

An =  max min a(u). (4.24)
wcv ueWw
codim W<n—1 |ull gy

Bemerkung 4.45. Hier betrachten wir Unterrdume W von V. Wir sagen dass
codimW < n-—1,falls WNU # {0} fiir jeden Unterraum U von V mit dim U > n.
Fiir n = 1 bedeutet codim W < 0 gerade W = V. Somit ist (4.24) fiir n = 1 gerade
Formel (4.23). A
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Beweis: Sein > 1 und W C V mit codimW < n — 1. Dann gibt es ein u €
span{ey, ..., e,} N W mit |Jul| g = 1. Damit ist nach (4.20)

a(u) = Z)\k(u,en <A\ Z u, ek
k=1

Also ist inf{a(u) : v € W, ||ul|lg = 1} < A, fiir jeden Unterraum W von V mit
codimW < n — 1. Es bleibt zu zeigen, dass es ein solches W gibt, fiir welches
inf{a(u) : u € W,|jullg = 1} = A, gilt. Sei W,,_1 = {e1,...,en—1}+, dann ist
codimW, 1 <n—1.

Das ist ein Standard-Argument der Linearen Algebra: Sei U C V ein Unterraum,
so dass U N W,,_; = {0}, dann ist dimU < n — 1: Denn seien {uy, ..., u;} li-
near unabhéingig in U. Jedes u; schreibt sich eindeutig als u; = v; + w; mit
v; € span{ei,...,en_1},w; € W,_y1. Dann ist {v1,..., v} linear unabhéngig
und somit m < n — 1. Denn sei Z _, ojvj = 0, dann gllt

Zajuj = Zaj’wj cUnN Wn—l = {0}
Jj=1

j=1

Damit folgt o1 = ag = -+ = a,, = 0 und codim W,,_; < n — 1 ist bewiesen. Sei
u € W,_1, dann ist

= Z )\k(uvek)z > A Z(u,ek)2 = An.

k>n k>n

Dae, € W,,_1 und a(e,) = A\, ist min{a(u) : u € Wy,_1, [|ullg = 1} = \,,. Wie
in Teil a) des Beweises von Satz 4.43 sieht man, dass das Infimum ein Minimum
ist. O

Ist a(-, -) nicht symmetrisch, so ist der assoziierte Operator A im Allgemeinen kein
Diagonaloperator. Aber fiir ihn gilt immer noch die Fredholm’sche Alternative,
fur den Beweis vgl. [47, Satz 17.11].

Satz 4.46 (Fredholm’sche Alternative). Es sei H ein reeller, separabler Hilbert-Raum
und V sei ein Hilbert-Raum, der kompakt und dicht in V eingebettet ist. Seia : V xV —
R eine stetige, H-elliptische Bilinearform und A der zu a assoziierte Operator auf H
sowie A € R. Ist X kein Eigenwert von A, so ist A — Al invertierbar. O

4.9* Kommentare zu Kapitel 4

David Hilbert (1862-1943) war einer der bedeutendsten Mathematiker der ersten Halfte
des letzten Jahrhunderts. Beim International Congress of Mathematics (ICM) in Paris im
Jahre 1900 stellte Hilbert seine berithmten 23 mathematischen Probleme vor, die bis heute
nachhaltigen Einfluss auf die mathematische Forschung ausiiben. Er war die zentrale Fi-
gur der Gottinger Schule, die bis 1933 weltweit die vielleicht angesehenste mathematische
Institution war. Zwischen 1904 und 1910 veroffentlichte Hilbert eine Reihe von Arbeiten
tiber Integralgleichungen, in denen Bilinearformen auf ¢, als wesentliches Hilfsmittel be-
nutzt wurden.
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Die Definition des Hilbert-Raumes wurde erst 1929 von Johann von Neumann gegeben.
Entscheidend fiir den Erfolg des Hilbert-Raumes war die Erfindung des Lebesgue-Integ-
rals in der Doktorarbeit von Henri Lebesgue im Jahre 1902. Darauf aufbauend zeigte
Frigyes Riesz 1907, dass jedes Element von ¢2(Z) die Folge der Fourier-Koeffizienten einer
Funktion in L2(0,27) ist. Im gleichen Jahr bewies Ernst Fischer (1875-1954), dass L2 (0,27)
vollstandig ist, was zu dem Resultat von Riesz dquivalent ist. Daher findet man vielfach
den Namen ,Satz von Riesz-Fischer” fiir die Tatsache, dass L2(2) vollstindig ist (siehe
Anhang). Riesz und Maurice Fréchet (1878-1973) haben 1907 unabhéngig voneinander die
stetigen Linearformen auf L2(0,1) bestimmt, also den Satz 4.21 bewiesen.

Fréchet hat 1906 bei Hadamard in Paris promoviert. In seiner Dissertation werden metri-
sche Rdume zum ersten Mal eingefiihrt. Oft wird der Satz von Riesz-Fréchet auch einfach
Riesz’scher Darstellungssatz genannt. Allerdings gibt es auch einen Riesz’schen Darstel-
lungssatz fiir Maf3e, der in Kapitel 7.2 eine wichtige Rolle spielen wird.

Es war Hilbert, der eine erste Form des Spektralsatzes 4.43 bewiesen hatte. Im Anschluss
an seine Arbeiten tiber Integralgleichungen stellte man Operatoren anstelle der Bilinear-
formen in den Mittelpunkt. Beschrankte Operatoren auf Hilbert-Rédumen wurden ein zen-
traler Begriff in der Mathematik, und auch heute noch ist die Operatorentheorie ein wichti-
ges Forschungsthema. In den 30er Jahren war die Quantentheorie eine zentrale Triebfeder
fir die Entwicklung der Funktionalanalysis. Der entscheidende Durchbruch in der mathe-
matischen Formulierung der Quantentheorie gelang Johann von Neumann, der 1926/27
in Gottingen weilte und den Begriff des unbeschrankten Operators fasste (vgl. Mathema-
tische Annalen, No. 33, 1932). Ein unbeschrankter selbstadjungierter Operator (so wie er
auch in Abschnitt 4.8 definiert wird) modelliert eine Observable in der Quantentheorie.
Das Buch Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik von J. von Neumann, das 1932
auf Deutsch erschien, beschreibt die mathematische Modellierung der Quantentheorie, so
wie sie auch heute noch benutzt wird — und zwar mit grofStem Erfolg! Obwohl Operatoren
zur Beschreibung von Gleichungen ideal sind, ist es interessant, dass Bilinearformen als
Methode zur Losung von partiellen Differenzialgleichungen etwa 50 Jahre nach Hilberts
Arbeiten einen Hohepunkt erlebten.

Der Satz von Lax-Milgram wurde 1954 veroffentlicht. Seitdem ist er ein Standard-Argu-
ment jedes Analytikers und Numerikers. Peter David Lax z&hlt zu den bedeutendsten Ma-
thematikern der zweiten Hélfte des vergangenen Jahrhunderts. Er hat wesentliche Beitré-
ge zu Theorie und Numerik der partiellen Differenzialgleichungen, der mathematischen
Physik und der Funktionalanalysis geliefert. Ebenso hat er fundamentale Sitze in der nu-
merischen Mathematik bewiesen. Lax wurde 1926 in Budapest geboren und wanderte mit
seinen Eltern im Jahre 1941 in die USA aus. Er war Professor an der New York University
und viele Jahre lang Direktor des Courant Institute of Mathematical Sciences. Neben zahl-
reichen Preisen und Ehrungen erhielt er den Abel-Preis 2005 und die Ehrendoktorwiirde
der RWTH Aachen 1988.

Bertihmt ist der Begriff eines wohlgestellten Problems, den wir in Abschnitt 4.8 bespro-
chen haben. Er wurde von Jacques Hadamard (1865-1963) in einer Arbeit tiber Randwert-
probleme (also unser Thema in Kapitel 5, 6, 7) im Jahr 1898 gepragt. Ein Jahr, nachdem
Hadamard den Lehrstuhl fiir Mechanik am College de France erhalten hatte, veroffent-
lichte er 1910 seine Legons sur le calcul des variations. In dieser Arbeit wird der Begriff des
Funktionals zum ersten Mal eingefiihrt. Hadamard hatte einen enormen Einfluss auf die
Analysis. Wir werden als weiteres Beispiel seinen Beitrag zum Disput tiber die variatio-
nelle Formulierung des Dirichlet-Problems in Kapitel 6 kennen lernen.

Die Fredholm’sche Alternative ist im Zusammenhang mit Hadamards Begriff der Wohl-
gestelltheit besonders attraktiv. In der Situation von Satz 4.46 zum Beispiel zeigt sie, dass
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aus der Eindeutigkeit alleine schon die Wohlgestelltheit folgt. Bewiesen wurde sie von
Erik Fredholm (1866-1927) im Jahre 1903. Fredholm hat 1893 in Uppsala promoviert und
wurde durch seine Arbeiten tiber Integralgleichungen und Spektraltheorie bekannt.

4.10 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass der Raum /5 (I) bzgl. des Skalarproduktes (z,y) :=
> ner Tn Yn €in Hilbert-Raum ist.

Aufgabe 4.2. Seien H;, H, Hilbert-Rdume, 7' : H; — H» linear. Auf H; und H,
betrachten wir jeweils zwei Arten der Konvergenz: die Norm-Konvergenz und
die schwache Konvergenz. Damit gibt es vier Moglichkeiten, die Stetigkeit (d.h.
Folgen-Stetigkeit) von 1" zu definieren. Welche von diesen vier sind gleich?

Anleitung: Benutzen Sie den Satz vom abgeschlossenen Graphen (siehe Anhang).

Aufgabe 4.3 (Polarisations-Identitit).
a) Sei E ein reeller Vektorraum und a : £ X E — R bilinear und symmetrisch.
Zeigen Sie: a(u,v) = L(a(u+v)—a(u—0)), u,v € E.Hierist a(u) := a(u,u),
ue k.
b) Seien FE,, E> unitire Rdume und sei T’ : E; — E, linear. Man zeige, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) (Tw,Tv) = (u,v) fur alle u,v € Ey.

(ii) T ist isometrisch, d.h. [|T'u|| = |Ju|| fir alle v € E;.
Somit ist T’ genau dann isometrisch, wenn 1" das Skalarprodukt erhalt.

Aufgabe 4.4 (Vervollstindigung). Sei E ein separabler reeller Pra-Hilbert-Raum
und sei {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis von E.
a) Betrachten Sie die Abbildung J : E — {5, J(u) = ((u, e ))nen. Zeigen Sie,
dass J linear und isometrisch ist und dichtes Bild hat.
b) Folgern Sie: Es gibt einen Hilbert-Raum H, so dass E ein dichter Unterraum
von H ist. Hinweis: Identifizieren sie E und j(E).
¢) Eindeutigkeit: Seien H;, H; Hilbert-Raume, J;, : E — H, linear, isometrisch
mit dichtem Bild, ¥ = 1,2. Zeigen Sie: Es gibt einen unitdren Operator U :
H, — Hy,sodass UJyx = Jox fiir alle x € H;.

Aufgabe 4.5. Sei E ein normierter reeller Vektorraum und a : £ x E — R bilinear.
a(-, -) heifit stetig, falls u,, — u, v, — v = a(un, vy) — a(u,v).
a) Zeigen Sie, dass a genau dann stetig ist, wenn es C' > 0 gibt derart, dass
la(u, v)| < Cllu] [[o]], u,v € E.
b) Sei a symmetrisch und a(u) > 0, u € E. Zeigen Sie, dass a genau dann stetig
ist, wenn u,, — u = a(uy) — a(u). Benutzen Sie Satz 4.24.
c) Sei H ein Hilbert-Raum und 7" : H — H linear und symmetrisch, d.h.
(Tu,v) = (u, Tv), u,v € H. Zeigen Sie, dass T stetig ist.
Hinweis: Satz vom abgeschlossenen Graphen
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d) Sei H ein Hilbert-Raum, a : H x H — R bilinear, symmetrisch derart, dass
Up — U = a(uy,v) — a(u,v) fir alle v € H. Zeigen Sie, dass a stetig ist.
Benutzen Sie ¢).

Aufgabe 4.6. Betrachten Sie die Operatoren aus Beispiel 4.36. Bestimmen Sie
ker Ag, ker A; und ker B. Welcher der Operatoren ist invertierbar?

Aufgabe 4.7. Sei A ein Operator auf H. Wir sagen, dass A beschriinkt ist, falls es
¢ > 0 gibt, so dass || Au|| < c||u| fur alle w € D(A); vgl. Anhang A.1.

a) Sei A invertierbar. Zeigen Sie, dass A genau dann beschrénkt ist, wenn D(A)
abgeschlossen in H ist.

b) Sei A invertierbar, so dass A~! : H — H kompakt ist. Zeigen Sie, dass A
genau dann beschrédnkt ist, wenn dim H < oo.

c) Wir sagen, dass A abgeschlossen ist, falls der Graph G(A) := {(u, Au) : u €
D(A)} von Ain H x H abgeschlossen ist. Zeigen Sie: Ist A invertierbar, so
ist A abgeschlossen.

d) Sei D(A) = H. Zeigen Sie, dass A genau dann beschrankt ist, wenn A abge-
schlossen ist.

e) Zeigen Sie, dass A abgeschlossen ist genau dann, wenn D(A) bzgl. der Norm
ull% == |lull% + || Aul|3; vollstindig ist.

Aufgabe 4.8. Sei H ein Hilbert-Raum und {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis
von H.Sei A, € (0,00), Ay < App1, limy 00 A, = 00.
a)Sei V = {u € H : > 7 A(u,e,) < oco}. Zeigen Sie, dass a(u,v) =
oo Anlu, en)m(en,v) g ein Skalarprodukt auf V' definiert bzgl. dessen V'
ein Hilbert-Raum ist.
b) Zeigen Sie, dass V kompakt in H eingebettet ist.
c) Wahlen Sie H = (2, ¢,, = (0,...,0,1,0,...) mit der 1 an der n-ten Stelle. Sei
A der zu af(-, -) assoziierte Operator. Zeigen Sie, dass gilt: D(A) = {z € (*:
(AnZn)nen € 2} und Az = (A\p2y)nen. Somit ist A ein Diagonaloperator.

Aufgabe 4.9. Wir betrachten die Situation, die im Satz 4.40 beschrieben wird. Sei
A ein Eigenwert von A. Zeigen Sie:
a) ker(A — AI) ist endlich-dimensional;
b) fir f € H hat (4.18) genau dann eine Losung, wenn (f, e, )y = 0 fiir alle
m € Nmit A\,, = \.



5 Sobolev-Raume und
Randwertaufgaben in einer
Dimension

Sobolev-Raume {iiber einem Intervall haben einen besonderen Reiz: Sie beste-
hen aus Funktionen, die sich als unbestimmtes Integral von integrierbaren Funk-
tionen schreiben lassen. Zahlreiche Eigenschaften und Rechenregeln, wie z.B.
das partielle Integrieren, sind giiltig und geben uns eine Differenzial- und In-
tegralrechnung an die Hand, die fast genauso zu handhaben ist wie die aus den
Grundvorlesungen. Was man aber gewinnt, indem man integrierbare statt steti-
ger Funktionen zu Grunde legt, ist die Struktur eines Hilbert-Raumes, namlich
einen Hilbert-Raum von (schwach) differenzierbaren Funktionen. Damit stehen
uns der Satz von Riesz-Fréchet und, allgemeiner, der von Lax-Milgram zur Verfii-
gung, um uns Existenz und Eindeutigkeit von Differenzialgleichungen mit Rand-
bedingungen zu bescheren.

Wir fithren in diesem Kapitel in der einfachen Situation der Dimension eins das
gesamte Programm durch, das wir dann in hoherer Dimension in Kapitel 6 und
7 wiederholen werden. Klar wird schon hier, wie effizient und elegant Hilbert-
Raum-Methoden eingesetzt werden koénnen. Die Ergebnisse dieses Kapitels fal-
len eher in das Gebiet der gewohnlichen Differenzialgleichungen: Wir betrachten
Probleme vom Sturm-Liouville-Typ oder —in der Sprache unserer Modellierungs-
beispiele ausgedriickt — stationdre Reaktions- und Diffusionsgleichungen.

Die diversen Randbedingungen (Dirichlet-, Neumann-, gemischte und Robin-
Randbedingungen) machen hier wenig Miihe: Sobolev-Rdume tiber Intervallen
bestehen aus Funktionen, die stetig bis zum Rand sind.

Das Kapitel besteht aus zwei Teilen: der Einfithrung in Sobolev-Rdume und den
Randwertproblemen als Anwendungsbeispielen. Auch die Aufgaben am Schluss
des Kapitels geben zusatzliche Information zur Theorie und fithren zur Losung
weiterer Randwertaufgaben.

Ubersicht
5.1  Sobolev-Raumein einer Variablen . . . . .. ... ... ... ...... 144
5.2 Randwertprobleme auf einem Intervall . . . . .. ... ... ....... 152
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5.4 Aufgaben . . . . . .. 161
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5.1 Sobolev-Raume in einer Variablen

Sei —00 < a < b < oco. Wir betrachten den Raum Ls(a, b) der reellwertigen qua-
dratisch integrierbaren Funktionen auf dem Intervall (a,b). Es handelt sich um
einen reellen Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

b
umm:/fmmmm

das die Norm

nmh:¢mﬁ=</

induziert. In diesem Abschnitt wollen wir schwache Ableitungen untersuchen.
Dazu verwenden wir Testfunktionen, die wir nun einfiihren.

2

b

(f(x))* dw)

Sei C!(a,b) der Raum der Funktionen v € C(a, b) mit kompaktem Triiger, d.h.
CYa,b):={v e C*(a,b) : Ie > 0 sodass v(x) =0 fir x € [a,a+¢e)U[b—¢e,b]}.

Fiir v € C}(a,b) nennt man supp f := {z € [a,b] : f(z) # 0}~ den Triiger (engl.
support) von f,vgl. (2.1). Zunéchst sehen wir, dass man jede Funktion f € La(a,b)
durch Testfunktionen approximieren kann.

Lemma 5.1. Der Raum C}(a,b) ist dicht in La(a,b).

Beweis: Die Aussage folgt z.B. aus der Definition von Ls(a, b) (da ja die Treppen-
funktionen, die man leicht gldtten kann, dicht in Ly(a,b) sind, siehe Satz A.11).
Wir werden aber auch einen Beweis in hoheren Dimensionen geben (Korollar
6.9). O

Wenn f € C'la,b], wenn also f im herkdmmlichen Sinne stetig differenzierbar
ist, dann erhalten wir mittels partieller Integration fiir alle v € C(a, )

b b
s == [ F@) v @ydo = [ 1@ ola)de = (7o), (5.1)
Die auftretenden Integrale sind offenbar auch dann wohldefiniert, wenn f’ nur

Lebesgue-integrierbar ist. Diese Beobachtung fiihrt uns zu der folgenden Defini-
tion:

Definition 5.2. Sei f € Ly(a,b). Eine Funktion g € Lo(a, b) heifit schwache Ablei-
tung von f, wenn

b b
—/ flx) v (x)dx = / g(x)v(z) dx fiiralle v € C(a,b),
bzw., in anderer Schreibweise, —(f,v")r, = (9,v)L,- A

Zunidchst beweisen wir die Eindeutigkeit.
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Lemma 5.3. Eine Funktion f € Lo(a,b) hat hochstens eine schwache Ableitung g €
LQ(CL, b) O

Beweis: Sei h € La(a,b) eine zweite schwache Ableitung von f. Dann folgt aus
der Definition, dass

/ab g(x)v(z)dx = /ab h(z)v(x) dz,

d.h. (g — h,v)r, = 0 fiir alle v € C}(a,b). Da Cl(a,b) dicht in Ly(a,b) ist, folgt,
dass (g — h,v)r, = 0 fur alle v € Ly(a,b). Insbesondere gilt (9 — h,g — h)r, =0
und damit ist g = h in La(a, b). O

Bemerkung 5.4. Ist f € La(a,b) N C*(a,b) und f’ € La(a,b), so ist f' auch die
schwache Ableitung von f. Das folgt unmittelbar aus (5.1). Falls also eine Ab-
leitung im klassischen Sinne existiert, stimmt diese mit der schwachen Ablei-
tung tiberein. Deshalb bezeichnen wir die schwache Ableitung einer Funktion
f € La(a,b), falls sie existiert, mit f’. A

Nun definieren wir den Sobolev-Raum H'(a,b) der Ordnung eins als den Raum
derjenigen Funktionen in Ly(a, b), die eine schwache Ableitung in Ls(a, b) besit-
zen, d.h.

H'(a,b) = {f € La(a,b) : 3f" € La(a,b) mit

/f dm—/f devECl(ab)}

Wir zeigen ein Beispiel einer Funktion, die schwach, aber nicht klassisch differen-
zierbar ist.

Beispiel 5.5 (Betragsfunktion). Sei f(x) := |z|. Danniist f € H'(—1,1) und

1, wenn z >0,

f'(z) = sign (z) := { 0, wenn z =0,

-1, wenn z <0,

die schwache Ableitung ist also die stiickweise Ableitung, vgl. Aufgabe 5.2 fiir
den Beweis. A

Es ist offensichtlich, dass H'(a,b) ein Untervektorraum von Ls(a, b) ist und dass
die Abbildung f — f': H'(a,b) — La(a,b) linear ist.
Satz 5.6. Der Raum H'(a,b) ist ein Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

(f7 g)H1 = (fa g)L2 + (f/agl)LQ

Falls notwendzg, schreiben wir auch (-, ) g1
nen wir die assoziierte Norm auf H'(a, b).

(a,p)- Mit |[u g1 (a,p) == +/(u, ) g1 bezeich-
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Beweis: Wir miissen zeigen, dass der Raum H'(a, b) bzgl. der Norm

b b
112 = / @) de + / P @ dz = |12, + 1712,

vollstindig ist. Das kartesische Produkt H := Ls(a,b) x Ls(a,b) ist ein Hilbert-
Raum bzgl. der Norm

I1£ 9l = 117, + llgll7,. wobei[f, g] € H ein Paar bezeichnet.

Die Abbildung j : H'(a,b) — H mit j(f) := [f, f'] ist linear und isometrisch,
denn [j(Hlle = (I£I7, + IF'17,)"* = || f]lm. Damit ist H'(a,b) isometrisch
isomorph zu seinem Bild j(H'(a,b)) =: F. Wir miissen also zeigen, dass F =
{If,f1 : f € H'(a,b)} abgeschlossen in H ist. Damit ist F' vollstindig, da H
vollstindig ist. Sei [f, g] € F gegeben. Dann gibtes f,, € H'(a,b), so dass f,, — f
und f/, — gin Ly(a,b). Damit gilt fiir alle v € C}(a, b):

n—oo

b b
- [tov@d = =) )n [ f@red
b
= lim f (x) (x)d;v:/ g(z)v(x) dz.

n—oo

Somit ist f’ = g nach unserer Definition und damit ist [f, g] € F". O

Die folgenden Sétze zeigen, dass fiir schwache Ableitungen noch viele Eigen-
schaften gelten, die wir von der klassischen Ableitung her kennen. Wir identifi-
zieren (wie immer) Funktionen, die fast {iberall tibereinstimmen.

Lemma 5.7. Sei f € H'(a,b), so dass f' = 0. Dann ist f konstant.

Beweis: Sei ¢ € Cl(a,b) fest, so dass fab Y(z)dr = 1. Sei w € Cl(a,b). Dann gibt
es einv € Cl(a,b), so dass

Um das einzusetzen, definieren wir g(z) = w(z) — ¢(x) f w(y) dy. Dann ist

g9 € C¢(a,b) mit f;g( dz = 0. Setze damit v(z) := [ g(y)dy. Da f' = 0im
schwachen Sinn, gilt m1t obigem v, dass

0 = /f dx*/ flx)v'(x)d
[ e dx‘(/a wwd~r> (/ f(ff)ﬂ)(x)dg;)
/ (f(x)_ (/ f(yw(y)dy))w(x) .
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Daw € Cl(a b) beliebig ist und C!(a, b) dicht in La(a, b) liegt, folgt, dass f(z) —
f f(y)¥(y)dy = 0in Ly(a,b),d.h.

/ f () ¥(y) dy = const

fur fast alle € (a, b). O
Wir benutzen den Satz von Fubini in folgender Weise:

Lemma 5.8 (Satz von Fubini). Seien f,g € Li(a,b). Dann gilt fiira < x <b

// y)dy f(x dx—//f )dz g(y

Beweis: Sei

1 fallsa<y<u,
Lfa.z] (y) = { 0 sonst.

Die Sitze von Fubini und Tonelli {iber die Vertauschung der Integrationsordnung
zeigen, dass

// fa.a] dydx—//n[“] )f(z) da dy.

Das ist gerade die gewtinschte Identitat. O
Der folgende Satz ist eine schwache Version des Hauptsatzes der Differenzial-
und Integralrechnung.
Satz 5.9 (Lebesgue’sche Version des Hauptsatzes).
a) Sei g € La(a,b), ¢ € Rund f(x) == c+ [ g(y)dy fiir x € (a,b). Dann ist
f e HYa,b)und f' = g.

b) Umgekehrt sei f € H'(a,b). Dann gibt es ein ¢ € R, so dass f(x) = ¢ +
[ f'(y) dy fiir fast alle z € (a,b).

Beweis:
a) Sei v € Cl(a,b). Wegen f x)dr = v(b) —v(y) = —v(y) und Lemma 5.8 gilt

— [ flp'(z)de = y)dyv'(x)dx — ¢ b v (z) do
[ // I
= / / z)dz g(y) dy = /ab (v) 9(y) dy.

Damit ist g die schwache Ableitung von f.

b) Sei f € H'(a,b) gegeben. Definiere die Funktion w durch w(z) := f(z) —
[ f'(y) dy. Dann ist nach a) w € H*(a,b) und w' = 0. Damit ist w nach Lemma
5.7 konstant. O
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Ist g € La(a,b) und ¢ € R, so definiert f(z) := c+ [ g(y) dy eine stetige Funktion
auf [a, b]. Das folgt unmittelbar aus dem Satz von Lebesgue. Damit folgt aus Satz
5.9, dass H!-Funktionen (in einer Raumdimension) stetig sind.

Korollar 5.10. Es gilt H'(a,b) C C[a,b].

Die Aussage von Korollar 5.10 bedarf einer Erlduterung. Gemaf$ der Definition
von Ls(a, b) identifizieren wir Funktionen, wenn sie fast tiberall tibereinstimmen.
Stimmen zwei stetige Funktionen fast tiberall iiberein, so sind sie identisch (denn
wadren sie in einem Punkt verschieden, dann waren sie es auch in einer Umge-
bung des Punktes). Satz 5.9 erlaubt es uns also, jede Funktion f € H'(a,b) mit
ihrem stetigen Reprédsentanten zu identifizieren und damit ist

a) + / P dy (5.2)

fiir alle = € [a, b]. Wir werden im Folgenden immer den stetigen Reprédsentanten
wéhlen. Aus der Formel (5.2) folgt unmittelbar:

Korollar 5.11. Eine Funktion f € H'(a,b) ist genau dann in C'la,b], wenn f' €
Cla, b].

Nun ist Cla, b] ein Banach-Raum beziiglich der Norm

[flloc :="sup [f(z)].

z€[a,b]

Beziiglich dieser Norm ist die Einbettung von H'(a, b) in den Raum Ca, b] stetig,
also H'(a,b) — Cla, b], vgl. (4.10). Es gilt noch mehr.

Satz 5.12. Die Einbettungen von H'(a,b) in C[a,b] und von H*(a,b) in La(a,b) sind
kompakt.

Beweis:

a) Die Einbettung von H'(a, b) in C[a, b] ist stetig. Das folgt unmittelbar aus dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz A.2), siehe Aufgabe 5.11. Wir geben
dennoch einen direkten Beweis. Dazu miissen wir zeigen, dass es eine Konstante
¢ > 0 gibt derart, dass | flloc < ¢[|f|m1(ap) fiir alle f € H'(a,b). Angenom-

men, diese Aussage ist falsch. Dann gibt es eine Folge (f,,)nen in H'(a, ), so dass
| frlli (o) < 1, aber || fu]|oo > n. Es gilt wegen Satz 5.9

i) = fula) + [ " fi) dy. (5:3)

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt, dass

’/fn dy] ba%</ £y de) < b=a)} [ fullinan < (b—a)}.

Wire also (fy,(a))nen beschriankt, so wire es wegen (5.3) auch (f,,(x))nen- Es gilt
also lim,, 0 | fr(a)| = oo. Sei etwa lim,,—. fr(a) = co. Nach Obigem gilt f,,(z) >
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IN

fala)—(b—a)? und somit ist lim, e || ||z, = 0o. Da aber andererseits || /.. ||z,
| fullz: < 1, sind wir auf einen Widerspruch gestofien.

b) Wir zeigen, dass die Einbettung von H!(a,b) in C|a,b] kompakt ist. Sei B :=
{f € H'(a,b) : || fllz» < 1} die Einheitskugel von H!(a,b). Wir wollen zeigen,
dass sie relativ kompakt in Cla, b] ist. Wir wissen schon aus a), dass B in C|a, 0]
beschrankt ist. Fiir f € B schitzen wir mit Hilfe der Holder-Ungleichung folgen-

dermaflen ab:
Warl < ([T1rar) - ol
y

1 1
< N Allanly =22 <y — ]2

[f (@) = f(y)]

A

Damit ist B gleichstetig und die Behauptung folgt aus dem Satz von Arzela-
Ascoli (Satz A.6).

¢) Da die Einbettung von C'a, b] in Ls(a, b) stetig ist, folgt die zweite Aussage des
Satzes aus der ersten. O

Als Nichstes stellen wir die Produktregel zur Verfiigung. Da die schwachen Ab-
leitungen tiber Integrale definiert sind, kann man sie mit Hilfe des Satzes von
Fubini in Form von Lemma 5.8 beweisen.

Satz 5.13 (Produktregel und partielle Integration). Seien f, g € H*(a,b), dann gilt:
(@) f-g € H(a,b) und (f-9) = f'g+ I
(b) Partielle Integration:

b b
/ f(2) ' () dz = F(b) g(b) — F(a) gla) - / F(@) g(x) da
Beweis:

1. Nach Lemma 5.8 gilt

/ @) w)do = | b <f(a)+ / gcf’(y)dy) ¢(z) do
— f(a) g(b) - / / 2 dz /(y

b
= F(a)g(b) — F(a) gla) + g(b) F(b) — g(b) f(a) — / a(y) ') dy.

Damit gilt die Aussage (b).
2. Wenn wir in 1. die rechte Integrationsgrenze b durch z € [a,b) ersetzen, so
erhalten wir

/ " 4) o' () dy = F(z) g(z) — f(a) gla) — / " P ) aly) dy
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Somit gilt
f(@)g(a) = @) gla) + [ W)+ W) a)} dy.

Aus Satz 5.9 folgt nun, dass f - g € H'(a,b) und (f - g) = f'g + fg'. O

Mittels partieller Integration zeigen wir nun, wie man stiickweise definierte H'-
Funktionen zusammensetzen kann.

Satz 5.14. Sei —c0 < a =ty < t1 < ... <
[a,b]. Ist f € Cla,b] derart, dass f, ) € H'
f e HY(a,b).

fn = b eine Partition des Intervalls
(ti—1,t;) fiirallei = 1,..., N, so ist

Beweis: Bezeichne mit f; € La(t;—1,t;) die schwache Ableitung von f«,_, +,) und
setze g(t) = fz/(t) furt € (tifl,ti), g(t) =0fiurt e {to,th. .. 7t]\/‘}. Damit ist
g € La(a,b). Wir zeigen, dass g die schwache Ableitung von f ist. Dazu wahlen
wir eine Testfunktion v € C} (a,b) und erhalten mittels partieller Integration

b N ti
— | fvdx - / fo'dt
/L; ; ti—1

N ti
- Z{/t fi’vdtf(f(ti)v(ti)*f(ti—l)v(ti—l))}

b

b
/ g(v) dt — F(tn)o(tn) + f(to)u(to) = / gudt,

a

da v(ty) = v(tp) = 0. Damit ist /' = g. O
Folgenden Spezialfall von Satz 5.14 werden wir in Kapitel 9 tiber numerische
Verfahren benétigen. Eine Funktion f : I — R heifst affin, wenn es «, 8 € R gibt,
sodass f(z) =az+ [,z € 1.

Bemerkung 5.15. Seia = t) < t; < ... < ty = b eine Partition des Intervalls
[a, b]. Dann liegt der Raum A := {f € Cla,b] : f:,_, +,) istaffin,i =1,... N} der
stiickweise affinen Funktionen in H'(a, b). Die schwache Ableitung f einer Funktion
in A ist auf den Intervallen (¢;—1, ¢;) konstant, d.h., f’ ist eine Treppenfunktion.

Schliefllich wollen wir noch Sobolev-Raume hoherer Ordnung definieren. Wir
setzen

H?*(a,b) := {f € H'(a,b) : f' € H'(a,b)}.

Damit ist fir f € H?(a,b) die Funktion f” := (f’)"in Ly(a,b). Da f' € H'(a,b) —
Cla,b] und f(z) = f(a) + [ f'(y)dy, folgt, dass H?(a,b) C C*[a,b]. Ahnlich wie
in Satz 5.6 sieht man, dass H?(a, b) bzgl. des Skalarproduktes

(f 9wz = (f,9)L. + (f, )L + (. 9") L,

ein Hilbert-Raum ist. Allgemeiner definieren wir induktiv fir k € N

H*(a,b) .= {f € H'(a,b) : f' € H"(a,b)}
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und fir f € H*'(a,b) setzen wir f*+D = (f)*), Dann wird H*(a,b) ein
Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

k
(f» g)H’C = Z (f(M)ag(M))sz
m=0
wobei f(©) := f. Es gilt
H*(a,b) € C*[a,b] firalle k € N, (5.4)

wie man leicht durch Induktion zeigt (vgl. Aufgabe 5.11).

Als Letztes wollen wir diejenigen Funktionen im Sobolev-Raum betrachten, die
am Rand verschwinden. Da H'(a,b) — Cl|a, b] , sind die Rdume

Hi(a,b] = {fecH'Y(a,b): fla)=0} und
Hy(a,b) = {f€H'(a,b): f(a) = f(b) =0}

abgeschlossene Unterrdume von H'(a,b). Die folgende Abschitzung spielt bei
der Untersuchung von Randwertaufgaben eine zentrale Rolle.

Satz 5.16 (Poincaré-Ungleichung). Es gilt

b b
/a u(z)? de < %(b - a)2/a (u/(a:))2da:
fiir alle w € H{(a,b].

Beweis: Fiir u € H(a,b) liefert (5.2) die Darstellung u(z) = [” u'(y) dy. Damit
ergibt die Holder-Ungleichung die Abschédtzung

b
u(z)] < (z — a)? ( / (u'(y>)2dy>

Folglich ist

[weras < [w-wi [ won'a-Lo-o [ o)

wie behauptet. ]

1
2

Die Poincaré-Ungleichung zeigt insbesondere, dass
1
2

b
|| 1 (ap) = (/ (U/(x))deU) = [|u|| L,

eine dquivalente Norm auf H{ (a,b] und auf H}(a,b) definiert. Die Poincaré-Un-
gleichung impliziert ndmlich, dass

lull i (ap) < clulmiay), u€ Hg(a,b], (5.5)

fiir eine Konstante ¢ > 0. Man beachte jedoch, dass |- | g1 (4,5) auf H* (a, b) nur eine
Halbnorm definiert, da fiir konstante Funktionen | f |1 (4,5 = 0 gilt.
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5.2 Randwertprobleme auf einem Intervall

Die Probleme, die wir in diesem Abschnitt besprechen, betreffen lineare Differen-
zialgleichungen mit diversen Randbedingungen. An ihnen werden wir die Ef-
fektivitat der Hilbert-Raum-Methoden demonstrieren. Sie basieren alle auf dem
Satz von Riesz-Fréchet oder, etwas allgemeiner, dem Satz von Lax-Milgram. Die
Argumente tibertragen sich auch auf Gebiete im R?, d.h. wenn wir die zweite
Ableitung durch den Laplace-Operator in zwei oder hoheren Dimensionen erset-
zen. Dazu brauchen wir aber Sobolev-Riaume in hoheren Dimensionen und wei-
tere Hilfsmittel, die wir erst im nédchsten Kapitel bereitstellen werden. In diesem
Abschnitt betrachten wir durchweg ein beschréanktes Intervall (a, b) in R.

5.2.1 Dirichlet-Randbedingungen

Als Erstes untersuchen wir homogene Dirichlet-Randbedingungen. Seien eine

Konstante A > 0 und eine Funktion f € Ly(a,b) gegeben. Wir wollen folgendes
Problem betrachten: Bestimme u € H?(a,b), so dass

Au—u' = f in (a,b), (5.6a)

u(a) = u(b) = 0. (5.6b)

Sei u eine Losung von (5.6). Wir multiplizieren (5.6a) mit einer Funktion v €
H}(a,b) und integrieren. Durch partielle Integration (Satz 5.13) erhalten wir dann

/ab fx)v(z)de = )\/abu(z)v(x) da — /abu"(x)v(x) da

b b
)\/ u(x)v(z) de + / u'(x) v (x) dow — o' (b) v(b) + u'(a) v(a)

)\/abu(a:) v(x)dr + /ab u'(z) ' (x) dz,

da v(a) = v(b) = 0. Das motiviert uns, die Bilinearform

a(u,v) = /\/abu(x) v(z)dx + /ab u'(z)v' (x) dz

auf Hi(a,b) x H{(a,b) zu betrachten. Sie ist stetig, symmetrisch und koerziv, da
a(u) = [ulF g = lHu||125,1(a’b) nach (5.5). Durch

b
F(v) ::/ v(z) f(z) dx

definieren wir eine stetige Linearform F auf Hg (a,b). Nach dem Satz von Lax-
Milgram 4.22 gibt es also genau ein u € H}(a,b), so dass

a(u,v) = F(v) furalle v € Hj(a,b). (5.7)
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Wir zeigen, dass dieses u eine Losung von (5.6) ist. Die Identitét (5.7) besagt, dass

b b
/ ' (x) v (z) do = / (f(x) — Au(z))v(x) d

fiir alle v € Hg(a,b) und insbesondere fiir alle v € C!(a,b) gilt. Da v’ € Ly(a,b)
und f — \u € La(a,b), bedeutet dies nach Definition 5.2, dass u’ € H'(a,b), also
u € H*(a,b) und —u” = f — M. Dau € H{(a,b), ist also u eine Losung von (5.6).
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Sei u eine Losung von (5.6), d.h., sei u €
Hg(a,b) N H?(a,b), so dass \u — u” = f. Wir hatten oben gesehen, dass dann
a(u,v) = F(v) fiir alle v € H{(a,b). Damit kann es wegen der Eindeutigkeit im
Satz von Lax-Milgram nur ein solches u geben.

Nun wollen wir noch die Regularitdt der Losung « von (5.6) untersuchen. Aus
der Darstellung einer Funktion w € H'(a,b) als unbestimmtes Integral (Satz 5.9)
folgt unmittelbar, dass eine Funktion w € H'(a,b) genau dann in C*[a, b] liegt,
wenn w’ € C[a,b]. Allgemeiner sieht man daraus durch Induktion, dass fiir k € N
und w € H*(a,b) gilt:

w e C*a,b] <= w* € Cla,b]. (5.8)

Sei nun u die Losung von (5.6). Da v’ = Au — f, folgt aus (5.8) fiir k£ = 2, dass
u € C?[a,b] genau dann, wenn f € C[a,b]. Induktiv ergibt sich dann, dass fiir
k € N, u € C¥*2[a,b], wenn f € C*[a,b]. Eine solche Aussage nennt man auch
ein Shift-Theorem, da die Regularitit der Losung genau um die Ordnung des Dif-
ferenzialoperators (hier 2) in Bezug auf die Regularitdt der rechten Seite erhoht
(geshiftet) wird. Insgesamt haben wir damit folgendes Resultat fiir die Losbarkeit
und Regularitét des Problems (5.6) bewiesen. Wir setzen dabei C°[a, b] := C[a, b].

Satz 5.17 (Dirichlet-Randbedingungen). Seien A > 0 und f € La(a,b) gegeben.
Dann hat das Problem (5.6) genau eine Losung. Ferner ist u € C**2[a,b], wenn f €
C*[a,b], k € No. O

Der Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen kann auf das Problem (5.6)
zuriickgefiihrt werden. Angenommen, wir suchen u € H?(a, b) mit

—u' = f in (a,b), (5.9a)
u(a) = A, wu(b) =B, (5.9b)

mit gegebenem f € Ls(a,b), A,B € R. Wir konstruieren eine Funktion g €
C*>[a,b] mit g(a) = A und g(b) = B und lésen dann das homogene Problem
(5.6) mit der rechten Seite f := f — \g + ¢”; diese Losung nennen wir uy €
H?(a,b)N H}(a,b). Dann 16st u := ug + g das inhomogene Problem (5.9), denn es
gilt A\u —u” = Mg —ufl + A\g—g" = f+ g —g¢" = fund u(a) = up(a) + g(a) = A
sowie u(b) = uo(b) + g(b) = B. Diese Methode der Reduktion auf homogene
Dirichlet-Randbedingungen werden wir in Kapitel 7 auch auf Gebieten im R?
anwenden. Hier haben wir gezeigt, dass es zu A, B € R, f € La(a,b) genau eine
Funktion u € H?(a,b) gibt, die das Problem (5.9) 16st.
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5.2.2 Neumann-Randbedingungen

Nun wenden wir uns Neumann-Randbedingungen zu. Gegeben sei A > 0 und
eine Funktion f € Ls(a, b). Wir suchen eine Losung u € H?(a, b) des Problems

M —u' = f auf (a,b), (5.10a)
u'(a) =u'(b) = 0. (5.10b)

Beachte dabei, dass H?(a,b) C C'[a,b]. Somit ist die Neumann-Randbedingung
(5.10b) wohldefiniert.

Satz 5.18 (Neumann-Randbedingungen). Sei f € La(a,b) und X > 0. Dann gibt es
genau eine Funktion w € H?(a,b), so dass (5.10) gilt. Ferner ist u € C**%[a,b], wenn
f € C¥[a,b], k € Ny.

Beweis: Seiu € H?(a,b) eine Losung von (5.10) und v € H'(a, b). Durch partielles
Integrieren (Satz 5.12) erhalten wir

b b b
/ f(x)v(z)dx :)\/ u(x) v(z) dm—/ u”’(z)v(x) do
b b
:)\/ u(x)u(ac)dx—i—/ o' (z) v (x) dx— (u'(b) v(b) —u/(a) v(a))
b b
:)\/ u(z)v(zx) dx+/ o' (z) v (z) dz, (5.11)

wobei wir im letzten Schritt (5.10b) verwendet haben. Wir betrachten nun den
Hilbert-Raum V := H'!(a,b) und die Bilinearform a : V x V — R, die durch

a(u, v) == /\/abu(x)v(x) d + /ab o (2) V' (z) da

gegeben ist. Offenbar ist a(-, -) stetig und koerziv. Durch F'(v) := f; f(x)v(x)dx
definieren wir eine stetige Linearform F € V'. Ist u € H?(a,b) eine Losung von
(5.10), so haben wir gesehen, dass a(u,v) = F(v) fiir alle v € V. Nach dem Satz
von Lax-Milgram gibt es genau eine Funktion u € V, so dass a(u,v) = F(v) fiir
alle v € H'(a,b). Nur diese Funktion u kann also eine Losung sein. Das zeigt die
Eindeutigkeit.

Wir zeigen nun, dass u auch tatsédchlich eine Losung ist. Es gilt namlich

b b
/ o' (z) v (x) do = / (f(z) — du(z))v(z)dz, ve H(a,b). (5.12)
Nehmen wir v € Cl(a, b) in (5.12), so sehen wir, dass u € H?(a,b) und u” = \u— f

nach Definition der schwachen Ableitung. Wir miissen noch die Randbedingun-
gen nachpriifen. Dazu setzen wir nun f — Au = —u” in (5.12) ein und erhalten

/ab o (x) v (x) doe = — /ab u'(@)v(x)dr, ve H(a,b).
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Partielle Integration nach Satz 5.13 liefert

b b
—/ o' () v(x) de = / o (z) v (x) dz — o' (b)v(b) + ' (a)v(a)
und folglich
—u/(b) v(b) + u'(a)v(a) =0 (5.13)

fiir alle v € H'(a,b). Indem wir v € H'(a,b) so wahlen, dass v(a) = 1 und
v(b) = 0, sehen wir, dass v/(a) = 0. Nun setzen wir v = 1 € H'(a, b) in (5.13) und
schlieen, dass u/(b) = 0. Damit ist u eine Losung von (5.10). Die Regularitatsaus-
sage folgt aus (5.8). O

Inhomogene Neumann-Randbedingungen behandelt man analog zu inhomoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen durch Reduktion auf homogene Bedingungen.

5.2.3 Robin-Randbedingungen

Als Nachstes wollen wir Robin-Randbedingungen betrachten. Seien gy, 51 > 0,
A>0und f € Ly(a,b) gegeben.

Satz 5.19 (Robin-Randbedingungen). Es gibt genau ein v € H?(a,b), so dass

A —u" = f in(a,b), (5.14a)
—u'(a) + Bou(a) =0, u'(b) + Bru(b) = 0. (5.14b)
]

Man nennt die Forderung (5.14b) Robin-Randbedingung oder auch Randbedingung
der dritten Art. Da H?(a,b) C C[a,b], ist sie fiir u € H?(a,b) sinnvoll. Fiir den
Sonderfall 5y = 31 = 0 erhalten wir Neumann-Randbedingungen.

Beweis von Satz 5.19: Sei u € H?(a,b) eine Lésung von (5.14). Fiir v € H(a,b)
gilt dann

/abf(:v)v(az) dr= /ab u(z) v(z) de — /abu”(m)v(x) di
b

b
= / Mu(z)v(x) de + / o' () v (z) dz — u' () v(b) + ' (a) v(a)

b b
- )\/ u(x)v(z) do +/ o' (z) v (x) dz + B u(b) v(b) + Bo u(a) v(a).

Diese Beobachtung fiihrt uns dazu, V := H'(a,b) zusetzenund a : V x V — R
durch

b b
a(u,v) = )\/ u(z) v(z) dx + / o' (z) v (z) dz + 1 u(b) v(b) + Lo u(a) v(a)

zu definieren. Dann ist a(-, -) bilinear, stetig und koerziv. Weiter definiert F'(v) :=
f; f(z) v(x) dx eine stetige Linearform F' € V'. Wiederum gibt es nach dem Satz
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von Lax-Milgram genau ein u € V, so dass a(u,v) = F(v) fiir alle v € H'(a,b).
Damit gilt fiir den Spezialfall einer Testfunktion v € C/(a, b)

b b
/ o' (z) v (x) de = / (f(z) — du(z))v(x) dw.

Somit folgt aus der Definition der schwachen Ableitung, dass u € H?(a,b)

—u” = f — Au. Das setzen wir nun ein in die Beziehung a(v,u) = F(v),

H'(a,b) und erhalten

und
v €

b b
—/ W (z)v(z)de = /(f(x) — du(z))v(x) do

‘ b
a(u,v) — )\/ u(x) v(z) dx

b
_ / (@) (@) da + Br u(®) v(b) + o ula) v(a)

fiir alle v € H'(a, b). Andererseits sehen wir durch partielles Integrieren, dass

b b
—/ v’ (z) v(x) dw :/ o' (z) v (x) de — o' (b) v(b) + u'(a) v(a).

Damit gilt —u/(b) v(b)+u'(a) v(a) = B1 u(b) v(b)+ By u(a) v(a) firallev € H'(a,b).
Daraus folgt, dass —u/(b) = £ u(b) und v/(a) = Sp u(a). Somit ist u eine Losung
von (5.14). Aus dem Satz von Lax-Milgram folgt schliefSlich die Eindeutigkeit. [

5.2.4 Elliptische Gleichungen mit gemischten Randbedingungen

Nun betrachten wir einen etwas komplizierteren Differenzialoperator. In Kapi-
tel 1 hatten wir gesehen, in welcher Art man bei Problemen in Zeit und Ort
raumliche Ableitungen physikalisch interpretieren kann. Wir wissen, dass zwei-
te Ableitungen Ausbreitungsvorgiange (Diffusion), erste Ableitungen Transport-
vorgange (Konvektion) und Terme nullter Ordnung (keine Ableitungen) reak-
tive Prozesse beschreiben. Die Untersuchung zeitlich konstanter Losungen ist
ein wesentlicher Schritt zum Verstindnis von Gleichungen in Raum und Zeit.
Daher betrachten wir nun stationdre Gleichungen, in denen Terme nullter, ers-
ter und zweiter Ordnung auftreten. Solche allgemeinen elliptischen Differenzi-
algleichungen nennt man stationare Konvektions-Diffusions-Reaktions-Gleichungen.
Beispielhaft untersuchen wir hierfiir gemischte Randbedingungen, d.h. Dirichlet-
Randbedingungen auf dem einen und Neumann-Randbedingungen auf dem an-
deren Intervallrand.

Satz 5.20 (Gemischte Randbedingungen). Seien p € C'[a,b] und r € Cla,b] mit

r > 0. Es gebe ein o« > 0, so dass p(x) > « fiir alle x € [a,b], und sei f € Ls(a,b).
Dann gibt es genau eine Losung v € H?(a, b) von

—(pu) +ru=f fastiiberall in (a,b), (5.15a)

u(a) =0, u'(b) = 0. (5.15b)
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Ist f € Cla,b],soist u € C?[a,b].

Man beachte, dass nach Satz 5.13 (Produktregel) pu’ € H'(a,b) gilt, wenn u €
H?(a,b), so dass (5.15a) sinnvoll definiert ist.

Beweis von Satz 5.20: Sei u € H?(a, b) eine Losung des Randwertproblems (5.15)
und seiv € Hi(a,b] := {u € H'(a,b) : u(a) = 0}. Dann erhilt man durch partielle
Integration

b b b
/ f@)v@)de = - / (p(e) u'(2)) v(x) do + / r(@) u() v() de
b
= / pla) u' (@) v/ () do — p(b) ' (b) v(b) + pla) w'(a) v(a)

b
+/ r(z)u(x)v(z) dx

b b
/p(m)u’(z)v'(m)dw—i—/ r(x) u(z) v(x) dr,

dav/(b) = 0und v(a) = 0. Aus Satz 5.12 folgt, dass der Raum H{ (a, b] abgeschlos-
sen in H'(a,b), also ein Hilbert-Raum ist. Wir definieren die Bilinearform

b b
a(u,v) := / p(x)u (x) v (x) do + / r(z)u(z)v(z) de.
Sie ist stetig auf H{(a, b] x H(a,b], denn fiir ¢ := max{||p||cjap, |7 lcfa,p} gilt

la(u,v)] < e{llullLollv |z, + lullz,llvllc, }
1 1
< 2e(lw'll7, + ullZ,)2 (117, +1vIz,)? = 2¢ llullm o]l

Mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung (5.5) und den Voraussetzungen an die Funk-
tionen p und r ergibt sich die Koerzivitit von a(-, -) folgendermafien:

b
1
alw) 2 a [ (u(@)* do = afufip sy do = gl

fir alle u € H}(a,b]. Seinun f € Ls(a,b), dann definiert F(v) := ff f(z)v(z)dx
eine stetige Linearform F auf H{(a,b]. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es
genau ein u € H{ (a,b], so dass a(u,v) = f: f(z)v(z)dx fir alle v € H}(a,b]. Es
gilt also

b b b
/p(x)u’(x)v'(x)da:—!—/ r(ac)u(x)v(x)da::/ f(z)v(x)d (5.16)

a

fiir alle v € H}(a,b]. Insbesondere gilt (5.16) fiir v € C!(a,b). Damit ist pu’ €
H'(a,b)und —(pu’)" = (f —ru). Setzen wir diese Identitit in (5.16) ein, so erhalten
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wir fiir v € H}(a, b] mittels partieller Integration

/abp(a:)u’() ”d“/a r(z) u( dx—/f

b b
:*/ (p(z) v/ (2)) v(x) +/ r(z) u(z) v(z) dx
b ‘ b
:/ p(x)u (z) ' (x) dz—p(b) v/ (b) v(b) + p(a) v’ (a) v(a) +/ r(z) u(z) v(z) dz.

Da v(a) = 0, folgt —p(b)u/(b) v(b) = O fiir alle v € H{(a,b]. Daraus folgt, dass
' (b) = 0.Dapu’ € H'(a,b) und + € C'[a,b] C H'(a,), folgt aus Satz 5.13, dass
u' = J(pu') € H'(a,b), dh.u € H?(a,b). Somit ist u eine Losung von (5.15).

Ist umgekehrt u eine Losung von (5. 15) so ist u € H}(a,b] und die obigen Ar-

gumente zeigen, dass a(u, v) f f(z)v(z)dz, v € H}(a,b]. Damit folgt die Ein-
deutigkeit aus dem Satz von Lax- M11gram

Ist schliellich f € Cla,b], so ist (pu/) = ru — f € Cla,b]. Somit ist pu’ € C'[a, V]
und damit v’ € C'(a, b]. Daraus folgt, dass u € C*[a, b]. O

Auch periodische Randbedingungen kénnen mit Hilfe des Satzes von Lax-Mil-
gram behandelt werden.

Satz 5.21 (Periodische Randbedingungen). Seien p € C'[a,b], r € Cla,b], so dass

p(a) = p(b) und p(x) > a > 0 sowie r(x) > « > 0 fiir ein o > 0 und alle x € [a,b].
Sei f € La(a,b) gegeben. Dann gibt es genau eine Losung u € H?(a, b) von

—(pu') +ru=f fastiiberall in (a,b), (5.17a)

u(a) = u(b), u'(a) = u'(b). (5.17b)

Ist f € Cla,b], soist u € C*[a, b).
Beweis: Wir betrachten den Raum H.(a,b) := {f € H'(a,b) : f(a) = f(b)}. Da

H'(a,b) stetig in Cla, b] eingebettet ist, ist H},(a,b) ein abgeschlossener Unter-
raum von H!(a,b) und somit selbst ein Hllbert Raum. Die Abbildung

a(u,v) = / {p(z)u(z)v'(z) + r(x) u(z)v(x)} do

definiert eine stetige Bilinearform auf H} . (a,b). Da

a(u) > a/ab {(u'(m))2 + u(w)z} dx,

ist a(-, -) koerziv. Nun sei f € Lg(a b). Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es

genau ein u € H},(a,b), so dass a(u,v) f f(x)v(z) dx fur allev € H), (a,b).
Wiéhlen wir v € C !(a,b), so folgt aus der Defmltlon der schwachen Ableitung,
dass —(pu’) € Hl(a b)und —(pu') +ru = f.Dapu’ € H'(a,b), folgt aus Satz 5.13,
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dass v’ = +(pu') € H'(a,b) und somit u € H?(a,b). Setzen wir den Ausdruck fiir
f ein, so erhalten wir

b b

{p(x) v/ (x)v'(2) +r(z)u(z)v(@)} do = a(u,v) = / f(@)v(x) de
b

= {=(p(x) v/ (@) v(x) +r(z)u(z) v(z)} dz

a
b

= | {p(@)u'(2)v'(z) +r(z)u(@) v(z)}de — pd) v (b) v(b) + p(a) u'(a) v(a)

a

firallev € H!, . (a,b). Da v(a) = v(b) und p(a) = p(b) folgt, dass

0= —p(b) u'(b) v(b) + p(a) u'(a) v(a) = (—u'(b) + ' (a)) p(a) v(a)

fir alle v € H],(a,b). Daraus folgt v/(a) = u'(b). Somit ist u eine Losung von
(5.17). Umgekehrt sieht man durch Umkehrung der obigen Argumente, dass fiir
jede Losung u von (5.17) die Gleichung a(u,v) = f(:) f(x)v(z)dx fur alle v €
H!. (a,b) gilt. Damit liefert der Satz von Lax-Milgram auch die Eindeutigkeit. [

per

a

5.2.5 Unsymmetrische Differenzialoperatoren

Alle Probleme, die wir bislang behandelt haben, fiihrten auf symmetrische Biline-
arformen. Somit hitten wir auch den Satz von Riesz-Fréchet statt des Satzes von
Lax-Milgram einsetzen kénnen. Nun werden wir zu dem Differenzialoperator,
den wir im Satz 5.20 betrachtet haben, noch einen Term hinzuftigen. Damit wird
die zugehorige Form unsymmetrisch. Wir betrachten hier beispielhaft Dirichlet-
Randbedingungen. In dem Beweis der Koerzivitit werden wir eine zwar einfa-
che, aber dufierst niitzliche Ungleichung einsetzen:

Lemma 5.22 (Young-Ungleichung). Seien «, 5 > 0 und € > 0. Dann gilt
1
afB <ea’® + —p> (5.18)
4e

Beweis: Wegen 0 < (a— )% = a® —2a3+ 3%, ist a8 < 2a? + 3%, Ersetzen wir in
dieser Ungleichung a durch v/2ea: und 3 durch \/%ﬁ, so erhalten wir (5.18). O

Satz 5.23. Seien p € Ct[a,b] und r,q € Cla,b]. Es gebe 0 < 3 < «, so dass p(x) > «
und q(z)? < 4Pr(x) fiir alle x € [a,b]. Sei f € La(a,b) gegeben. Dann gibt es eine
eindeutige Funktion u € H?(a,b), so dass

—(pu) +qu' +ru=f f.ii. auf (a,b), (5.19a)
u(a) = u(b) = 0. (5.19b)

Ist f € Cla,b], soist u € C*[a,b].
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Beweis: Durch

afu,v) = /{p (@) + q() (@) v(z) +r(z) u(z) v(z) } dx

definieren wir eine stetige Bilinearform auf H}(a,b). Es gilt

/abp(x) (u'(x))” do > oc/b (v (z))” da.

a

Aus der Young’'schen Ungleichung folgt, dass

(@) ' () ulx)] < Bu'(x))” + %q(ﬂﬂ)2 u(x)®.
Somit ist
g(x) /' (2) u(z) > ~|g(x) w' (@) u(z) | > —B(u/(x))* ~ ﬁq(w)%(x)z-

Folglich gilt fiir u € H}(a,b)

a(u) a/a (u'( *do — ﬁ/ 2do + /ab (r(x) — qixﬁ)2> u(z)? do
(a—ﬁ)/a (&) d,

danach Voraussetzung (r—g?/43) > 0. Aus der Poincaré-Ungleichung (5.5) folgt,
dass a(+, -) koerziv ist.

Y%

v

Sei f € Ls(a,b), dann gibt es nach dem Satz von Lax-Milgram genau ein v €
H}(a,b), so dass a(u,v) f f(x)v(z)dx fiir alle HE (a,b). Indem wir wie in Ab-
schnitt 5.2.1 oder dem Beweis Von Satz 5.18v € C! (a b) wahlen, folgern wir, dass
pu’ € H'(a,b) und —(pu') + qu’ + ru = f. Es folgt, dass u’ =  (pu') € H'(a,b).
Somit ist u € H?(a,b) und u ist eine Losung von (5.19). Damit ist die Existenz
bewiesen

Wir zeigen noch die Regularitdtsaussage. Da u € H?(a,b) C C'[a,b], ist qu’ +71u €
Cla,b). Ist nun f € Cla, b, so folgt, dass (pu’)’ € C[a,b]. Damit ist pu’ € C'[a,b]
nach Korollar 5.11. Da € C"[a, b], folgt, dass u € C*[a, b].

Die Eindeutigkeit ergibt sich wieder aus dem Satz von Lax-Milgram: Man zeigt
leicht, dass fiir jede Losung u € H?(a,b) von (5.19) die Gleichung a(u,v) =
f f(z)v(z)dz fir alle v € H{ (a,b) gilt. 0
Man sagt, dass die Gleichung (5.19a) in Divergenzform gegeben ist (da der fiih-
rende Term (pu’)’ ist). Gleichungen, die nicht in Divergenzform sind, kénnen wir
leicht auf (5.19a) zurtickfiithren:

Korollar 5.24. Seien p, q,r € Cla, bl und 0 < 8 < 1 Konstanten, so dass p(x) > « > 0
und q(z)* < 4ABp(z)r(z) fiir alle x € [a,b). Sei f € La(a,b) gegeben. Dann gibt es
genau ein u € H?(a,b), so dass

—pu" +qu' +ru=f  fastiiberall in (a,b), (5.20a)
u(a) = u(b) = 0. (5.20b)
Ist f € Cla,b], soist u € C*[a,b].
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Beweis: Nach Satz 5.23 gibt es genau ein u € H?*(a,b) N Hj(a,b), so dass —u" +
Lo + s = %. Das ist dquivalent zu (5.20). Ist f € Cla, b], so ist auch % € Cla,b]
und damit u € C?[a, b] nach Satz 5.23. O

5.3* Kommentare zu Kapitel 5

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung wurde von Leibniz und Newton
um 1680 entdeckt. In der Form von Satz 5.9 war er vor der Erfindung des Lebesgue-
Integrals nicht formulierbar. Und tatsidchlich bewies Lebesgue im Jahr 1904, dass fiir f €

L'(a,b), F(t) : f f(s) ds gilt
. F(t+h)—F(t)
fimy h =/
fur fast alle ¢ € (a,b) (siehe [24, VII 4.14, Seite 301]. Da fiir partielle Differenzialgleichun-
gen der Begriff der schwachen Ableitung, die tiber das Integral definiert ist, wesentlich
einfacher und weitreichender ist, gehen wir auf die Fast-tiberall-Ableitung nicht weiter
ein. Weitere Resultate zu Sobolev-Raumen in einer Variablen findet man in dem Buch Ana-

lyse Fonctionelle von H. Brézis. Allein fiir die Lektiire dieses Buches [16] lohnt es sich, die
franzgsische Sprache zu erlernen (oder die italienische, siehe [17]).

5.4 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Beweisen Sie die Aussage von Beispiel 5.5.
Aufgabe 5.2. Bestimmen Sie die schwache Ableitung der Hutfunktion

x, 0<z<1,
h(I)'{ 2-2, 1<z<2

Aufgabe 5.3. Sei f € Ly(a,b). Definieren Sie die Funktion g : [a,b] — R durch
= [ f(y) dy. Zeigen Sie, dass g stetig ist.

Anleztung Schreiben Sie g(x f Lia,0)(y) f(y) dy. Sei z,, € [a,b], limy, o0 2, = 2.

Man zeige, dass 1(, ;) (y)f(y) — 1iga) (y)f(y) und wende den Satz von Lebesgue

an.

Aufgabe 5.4. Seien A > 0, A, B € R, f € La(a,b). Zeigen Sie, dass es genau eine
Funktion u € H?(a,b) gibt, so dass A\u —u” = f in (a,b) und v/(a) = A, u'(b) = B.
Gehen Sie wie bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen im Anschluss an
Satz 5.17 vor.

Aufgabe 5.5.
(a) Zeigen Sie, dass fo 2dr < 2(u(0)* + fol (u')(x))? dat), u € HY(0,1).
(b) Sei a > 0. Zeigen Sie, dass a(u,v) = au(0)v(0) + fo r) dz eine

koerzive Form auf H'(0,1) definiert.
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(c)Seiaw > 0, f € Lo(0,1). Zeigen Sie, dass es genau ein u € H?%(0,1) gibt, so
dass

_U’N(x) = f(l‘), S (071)7
—u/(0) + au(0) = 0, u/(1)=0.

Aufgabe 5.6. Es seien die Voraussetzungen von Satz 5.23 erfiillt. Sei f € Ls(a, b).
Zeigen Sie, dass es genau ein u € H?(a, b) gibt derart, dass
—(pu') +qu' +ru = f fastiiberall auf (a,b)
u'(a) = u'(b)=0.
Aufgabe 5.7. Sei —00 < a < b < 0. Sei f € H*(a,b).

(a) Zeigen Sie, dass f” = 0 genau dann gilt, wenn es ¢y, c1 € R gibt, so dass
flx) =co+ cra.

(b) Zeigen Sie, dass f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + [ (x —y) f"(y) dy fast iiberall.

Aufgabe 5.8 (allgemeine schwache Ableitungen). Sei —oo < a < b < oo. Wir
betrachten den Vektorraum

d
Ly joc(a,b) == {f : (a,b) — R messbar: / [f(z)]dxr < 0o wenn a <c<d< b}

der lokal integrierbaren Funktionen auf (a, b).

(a) Sei f € Lijoc(a,b), so dass [ fodz = 0 fiir alle v € C!(a,b). Zeigen Sie,
dass f(z) = 0 fast tiberall. Benutzen Sie Lemma 5.1.

(b) Wir sagen, dass f € L joc(a, b) schwach differenzierbar ist, falls es eine Funk-
tion f’ € Ly joc(a,b) gibt, so dass

-/ " ) v (o) d = / ' ) o(e) d

fiir alle v € Cl(a,b). Zeigen Sie, dass es hochstens ein solches f’ gibt.

(c) Zeigen Sie, dass
Wi oe(a,b) == {f € L1oc(a,b) : f ist schwach differenzierbar}

ein Vektorraum ist und dass f — f’: W, .(a,0) — L1 joc(a, b) linear ist.

(d) Sei f € Wll’loc(m b), so dass f’ = 0 fast tiberall. Zeigen Sie, dass es ¢ € R gibt,
so dass f(x) = c fast tiberall. Modifizieren Sie den Beweis von Lemma 5.7.

(e) Sei f € W{,.(a,b), z0 € (a,b). Zeigen Sie, dass es ein ¢ € R gibt, so dass
f(xr) =c+ ffo /' (y) dy fast tiberall. Anleitung: Gehen Sie analog zum Beweis
von Satz 5.9 vor.
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(f) Seien f € Wl (a,b), c1 € R, so dass f'(x) = ¢ fast tiberall. Zeigen Sie,
dass es eine Konstante ¢y € R gibt, so dass f(z) = c1x + ¢ fast tiberall.

Aufgabe 5.9 (harmonische Funktionen). Sei —co < @ < b < oo und sei f €
Ls(a,b) derart, dass

b
/ f(x)v"(z)dx =0 furalle v € C?(a,b).

Zeigen Sie, dass f(x) = ¢o + ciz fast tiberall, wobei ¢, ¢; € R.

Hier ist C*(a,b) := {v : (a,b) — R : k-mal stetig differenzierbar, Ja < ¢ < d <
b, sodass v(z) =0, falls = ¢ [¢,d]}, k € NU {oo}. Man lasse sich vom Beweis
von Lemma 5.7 und von Aufgabe 5.7 inspirieren.

Aufgabe 5.10. Seien A € R, ug € R, f € L3(0,T), wobei 0 < T < oo. Sei u(t) =
e Mug + f(f e~ Mt=9) £(s) ds. Zeigen Sie: u ist die eindeutige Lésung des Problems
we HY0,T), u'(t)=—Xu(t)+ f(t), u(0)=uo. (5.21)

Aufgabe 5.11.

a) Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass die Inklusion H**!(a,b) C
C*[a,b] fiir k = 0,1,2, ... gilt, wobei C°[a, b] := C[a, b).

b) Zeigen Sie, dass C*[a, b] ein Banach-Raum bzgl. der Norm

k
£ llex = > 1 et
m=0

ist, wobei f(0) = f.

c) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes vom abgeschlossenen Graphen, dass
H**1(a,b) — C*]a,b], also die Stetigkeit der Einbettung.

Aufgabe 5.12 (absolute Konvergenz von Fourier-Reihen).
a) Sei f = u + dv mit u,v € H'(0,27), so dass f(0) = f(2m). Zeigen Sie, dass
die Fourier-Reihe von f absolut (gegen f) konvergiert.
Anleitung: Es ist ¢j, = ikcy, wobei ¢), der k-te Fourier-Koeffizient von f’ :=
u’ + iv" und ¢y, der k-te Fourier-Koeffizient von f ist (entsprechend (3.17)).

b) Schliefsen Sie aus a) den Satz von Dirichlet: Ist f € Cy stiickweise stetig diffe-
renzierbar (d.h., es gibt 0 =ty < t; < -+ < t, = 2rund g; € C*[t;_1,t], so
dass f = g; auf (t;—1,t;),i =1,...,n), so konvergiert die Fourier-Reihe von
f gleichméfig gegen f.

Anleitung: Benutzen Sie Satz 5.14.
Aufgabe 5.13 (schwache Losungen der Wellengleichung). Betrachten Sie
Upt = Uge, t,xER (5.22)

auf R?, wobei u = u(t, z).
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a) Sei u € C?(R?) eine Lésung von (5.22). Zeigen Sie, dass

/ / w(t, 2) (Pt 2) — pon(t 2)) dt da = 0 (5.23)
R JR

fiir alle p € C%(R?).

b) Sei f : R — R stetig. Definieren Sie v : R? — R? durch u(t,z) = (f(z +
t) + f(z —t)). Somit ist u stetig.
Zeigen Sie, dass u eine schwache Losung von (5.22) ist; d.h., es gilt (5.23) fiir
alle p € C%(R?).

Aufgabe 5.14. Definieren Sie H'(R) dhnlich wie auf beschrinkten Intervallen.
Zeigen Sie, dass H'(R) C Co(R) := {u € C(R) : lim;)— oo u(x) = 0}.



6 Hilbert-Raum-Methoden fur
elliptische Gleichungen

Um die wesentlichen Punkte der mathematischen Theorie moglichst elementar
darzustellen, hatten wir Sobolev-Raume zunichst nur im eindimensionalen Fall
eingefiihrt; genauer gesagt fiir Funktionen, die auf einem offenen Intervall im R
definiert sind. In einer Raumdimension sind H'-Funktionen automatisch stetig
und man kann sie durch ein unbestimmtes Integral charakterisieren (Satz 5.9).
Dies gilt nicht mehr in héherer Dimension und neue Argumente sind nétig, um
Eigenschaften von schwach differenzierbaren Funktionen und Sobolev-Raumen
herzuleiten.

In diesem Kapitel fithren wir Sobolev-Rdume in beliebiger Dimension ein. Wir
beschrédnken uns auf die Hilbert-Raum-Theorie, also Sobolev-Raume beztiglich
Ly(2) (nicht L,(Q2), p # 2). Mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram werden wir
zahlreiche elliptische Probleme untersuchen. Auf R? kann man Sobolev-Raume
auch tiber die Fourier-Transformation charakterisieren. Das kann man z.B. ver-
wenden, um innere Regularitit von Losungen zu beweisen.

In diesem Kapitel beschréanken wir uns auf Dirichlet-Randbedingungen. Die Aus-
sagen, die wir hier machen, benotigen keine tiefer gehende Analyse des Randes
und sind daher vergleichsweise einfach zu beweisen. Detailliertere Untersuchun-
gen des Randes werden im folgenden Kapitel vorgenommen.
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6.1 Regularisierung

In diesem Abschnitt fithren wir eine wichtige Technik ein, die es erlaubt, inte-
grierbare Funktionen durch glatte Funktionen zu approximieren. Sie beruht auf
der Faltung mit glatten Funktionen.

Sei {2 eine offene Menge im R, Ist u : Q — R eine Funktion, so sagen wir, dass
u kompakten Triger besitzt, wenn es eine kompakte Menge K C € gibt, so dass
u(z) = 0 fur alle x € Q\ K. Ist u zusatzlich stetig, so heifit die Menge

suppu = {x € Q:u(x) # 0}

der Triger von u (engl. support). Mit C.(€2) bezeichnen wir den Raum der stetigen
reellwertigen Funktionen auf {) mit kompaktem Tréger. Ferner setzen wir fiir k €
N

CrQ):=C*Q)NC(Q), CYUQ):=C.(V). (6.1)
Der Raum
D(Q) := C=(Q) := C=(2) N C(Q)

spielt eine besondere Rolle. Seine Elemente heiflen Testfunktionen auf Q. Wir defi-
nieren nun eine spezielle Testfunktion o € D(R?):

o) = | P (Ianl"‘;—l) , falls |z] <1, 62)
0, falls |z| > 1,

wobei ¢ > 0 so gewdhlt sei, dass

/Rd o(x)dx = 1. (6.3)

Mit den tiblichen Bezeichnungen
B(z,r) :={y€R*: lr—y| <r},  Bla,r)={yeR": [z —y| <r},
fir » € R? und r > 0 gilt dann Folgendes:
Lemma 6.1. Es gilt o € D(R?) und supp o0 = B(0,1).
Beweis: Sei
g(r) = { cexp (m) , fl?r r<l1,
0, fur r>1.

Dann ist ¢ € C°°(R). Die Funktion b(z) := |2|> = 2% + - - - + 22 ist in C*°(R?) und
damitist p = f o b € C®(RY). O

Basierend auf ¢ definieren wir eine ganze Folge von Testfunktionen.
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Definition 6.2. Fiir n € N definieren wir
on(z) :=n%o(nz), xcR?. (6.4)

Man nennt (o )nen eine regularisierende Folge, auf Englisch mollifier (manchmal
auch Friedrichs mollifier). Wir werden die durch (6.4) und (6.2) definierte Funktion
durchweg mit g,, bezeichnen. A

Wir zeigen einige Beispiele fiir g, fiir d = 1,2 in Abbildung 6.1. Offenbar gilt
01 =0,

_ 1
0 < 0, € D(RY), supp 0, C B(O, —) (6.5)
n
und

/Rd on(z)dx = 1. (6.6)

Abbildung 6.1. Mollifier in einer und zwei Raumdimensionen.

Wir verwenden diese Funktionen — wie es der Name bereits andeutet —, um nicht-
glatte Funktionen zu glatten. Dies geschieht mit Hilfe der Faltung. Diesen Vor-
gang beschreiben wir nun im Detail. Fiir f, g € Ly(R?) definieren wir die Faltung
f*gvon f und g analog zum Fall d = 1 in Kapitel 3 durch

(fxg)(z) = /Rd f(x—y)g(y)dy (6.7)

fiir alle z € R?. Dazu beachte man, dass f(z — -) € L2(R?) fiir alle z € R¢. Somit
ist (f * g)(x) = (f(z =), 9)L,(re) und
[(f+9) @) <[ fllzllgllz (6.8)

fir alle z € R%. Wir definieren die Summe zweier Mengen K, Ky C R als K7 +
Ky :={x+y:2 € K,y € Ky}. Damit gilt folgende Aussage:
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Lemma 6.3. Seien f,g € Lo(R?) derart, dass f(x) = 0, wenn x ¢ Ky, und g(z) = 0,
wenn x ¢ Ko. Dann gilt (f * g)(x) = 0, wenn x ¢ (K1 + K3). Sind f, g stetig, so heifit
das gerade

supp(f * g) C supp f +suppg. (6.9)

Beweis: Ist f(z—y)g(y) # 0,s0istx—y € K;undy € Ky, alsox € K;+ K. Istalso
v & Ky + Ky, soist f(x —y)g(y) = 0 fiir alle y € R? und somit (f * g)(z) =0. O
Man kann der Formel (6.9) auch einen Sinn geben, wenn f, g nicht stetig sind,
siehe Aufgabe 6.1. Wir definieren den Raum

Co(RY) = {f € ORY) : Jim f(a) = o} . (6.10)
Er ist ein Banach-Raum beziiglich der Norm
[flloo := sup [f(z)] -
z€R4

Satz 6.4. Seien f,g € La(R?). Dannist f x g € Co(R?) und f x g = g = f.

Beweis: Wahle Treppenfunktionen f,, g, derart, dass f, — f und g, — g in
Ly(R%). Aus dem Satz von Lebesgue folgt, dass f, * gn : RY — R stetig ist.
Sind ndmlich Q1, Q2 Quader im R? (siehe Abschnitt A.3), so ist 1o, * 1, (7) =
/. 0, 1@ (@ — y) dy stetig in z. Sei ndmlich lim, .o 2, = 2. Dann konvergiert
1o, (zn —y) gegen lg(x —y) fur alley € R?\ 0Q;. Da der Rand 0Q; von Q; eine
Nullmenge ist, folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass lim,, .o 1¢g, * 1o, (z,) =
1g, *1g, (x). Damit ist die Stetigkeit von f,, * g, bewiesen. Da f,, und g,, auflerhalb
einer Kugel B(0, r) verschwinden, verschwindet f,, * g, aulerhalb von B(0,2r).
Damit ist f,, * g, € C.(R%) C Co(R?) (vgl. Definition 6.1) und

[(faxgn)(@) = (fxg)(@)] < [(fa* (90— 9)@)|+[((fu — f)*9)(2)]
< fnllzellgn = gllze + 1fn = fllzallgll.
— 0, n— oo,

gleichmidfig in « € R?. Daraus folgt, dass f * g € Co(R?). Aus dem Satz von
Fubini folgt, dass fx g =g * f. O
Die Faltung regularisiert Funktionen in folgendem Sinn:
Satz 6.5. Seien f € Lo(RY) und ¢ € CL(R?). Dann ist p x f € CY(RY) und
0 Op .

a—:p](@*f)—a—z]*f, ]—1,...,d. (6.11)
Insbesondere ist o * f € C>°(R?) falls ¢ € D(R?).
Fiir den Beweis benutzen wir folgende Abschdtzung mit Hilfe der Kettenregel

und dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Seien z € R¢ und
v € R?, dann gilt

1 1
polx+v)—p(x) = / %gp(x +tv)dt = / V(z + tv) - vdt,
0 0
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wobei Vip(y) = (D1¢(y), - - ., Dap(y)) € R? der Gradient von ¢ im Punkt y € R?
istund z - y := 2Ty das Skalarprodukt von z,y € R? bezeichnet. Es ist also

d
V(z + tv) Zﬁ—wx—i—tv

Somit folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung die Abschidtzung
lp(z+v) —p@)] < [[Veloo - v, (6.12)
wobei die Norm des Gradienten durch
d 1/2
Vol = sup [Ve(all 19 = (D)o
xre j:l

gegeben ist. Nun zum Beweis der Differenziationsregel (6.11).
Beweis von Satz 6.5: Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0)" der j-te Einheitsvektor. Dann
gilt limy, o +(0(z + he; —y) — p(z —y)) = 88;,‘; (x — y). Wegen (6.12) folgt

Fe(at hey =) = oo = 1) < [Vl

Ferner gilt

(p* f)(=+ hefgl') —(p* fl@) _ / p(x + he; —z) — oz — y)f(y) dy.
Rd
Damit folgt aus dem Satz von Lebesgue durch Grenziibergang i — 0, dass
0 dp
Gt s ) = (G2 4 ) @) 0

Der folgende Satz zeigt nun, wie wir mit Hilfe der regularisierenden Folge eine
Funktion durch glatte Funktionen approximieren konnen.

Satz 6.6 (Regularisierung). Sei f € Lo(R?). Dann ist 0, * f € C(R%) N La(RY)
und es gilt limy, o0 0n * f = fin La(RY).

Beweis: Der Beweis verlduft in finf Schritten.

1. Aus Satz 6.5 folgt durch Induktion dass g, * f € C*(R?) fiir alle n € N.
2. Wir zeigen, dass

[ Ve D@l < [ 1@ d. (613)
Aus der Holder-Ungleichung folgt ndmlich mit (6.6)

(o * (@) < /guf D 0u(z — )2 ()| dy

([ ot )1/2 ([Leewrra)”
([ira)”

IN
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Damit gilt nach dem Satz von Fubini

/Rd(gn*f)(m))?dx < /Rd/]Rdan— (y)? dy dx
_ /Rd/ on(z —y) de f(y dy—/f 2dy

wobei wir (6.6) benutzt haben. Also gilt (6.13).

3. Sei f = xq die charakteristische Funktion eines d-dimensionalen Quaders Q,
dann konvergiert (¢, * xg)(z) = f|y|<1/n Xo(x —y)on(y) dy gegen xq(x) mit
n — oo fiir alle z € R?\ 9Q. Da 9Q eine Nullmenge ist, folgt nach dem Satz
von Lebesgue, dass lim,, .« 0n * X0 = X0Q-

4. Aus 3. sehen wir, dass g, * f — f in Lo(R%), wenn f eine Treppenfunktion, d.h.
eine Linearkombination von charakteristischen Funktionen von Quadern, ist.

5. Sei f € Ly(R?) und £ > 0. Aus der Definition des Lebesgue-Integrals erhalten
wir eine Treppenfunktion g derart, dass || f — g||r, < ¢, siehe Satz A.11. Damit
gilt nach (6.13)

[f*on—Ffll, < If*on—gx*onllL, +lg*on—glle, + lg— fllz.
< (f—9)*onlle, +llg* 0n —9gllL, +¢
< f=9glle, +llg*en—gll, +¢
< 24 lg* on —gllL, -

Nach 3. gilt g * 0,, — g in L2(R?) fiir n — oo und daraus folgt
limsup || f * on — fllz. < 2e.

n—oo

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Die Faltung mit o,, erlaubt es uns, ausgehend von einer einzigen Funktion (ndm-
lich ¢ aus (6.2)) sehr viele Testfunktionen zu definieren. Folgende Testfunktion
wird dabei besonders niitzlich sein.

Lemma 6.7. Sei @ C R? offen und K C Q kompakt. Dann existiert eine Funktion
weDQ)mit0 < ¢ <lundp(x)=1firalex c K.

Beweis von Lemma 6.7. Sei n € N mit 2 < dist(K, Q). Dann ist die Menge
K,: =K+ B(0,1/n) ={y €cR?: 3z € K mit |z —y|<1/n}

kompakt. Nach Satz 6.6 ist ¢ := xk, * on € C®(R?). Wegen Lemma 6.3 gilt
suppp C K, + B(0,1/n) C Q.Istz € K,sofolgtz —y € K, furalley € B(0,1/n).
Somit gilt

o(z) = / X (& — y)on(y) dy = / only)dy = 1,
ly|<1/n ly|<1/n

was die Behauptung zeigt. -
Oft benutzen wir folgende Notation. Wir schreiben

UeQ, (6.14)
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falls U offen, beschrinkt und U C 2 ist. Insbesondere ist also U kompakt. Deshalb
hat U einen positiven Abstand zu 052, d.h., es ist

dist(U,00) := inf{|z —y| : . € U,y € 90} > 0.

Wir wollen nun nach der Regularisierung o, * f noch ein Abschneideverfahren
zur Lokalisierung durchfiihren. Dies ist vor allem niitzlich, wenn f nicht kom-
pakten Tréager besitzt. Dazu definieren wir

Q, = {x € Q : dist(z, 092) > %} N B(0,n). (6.15)

Damit gilt 2, € Q0,41 € Qund UneN Q, = Q. Nach Lemma 6.7 gibt es Funktio-
nen 7, € D(R?), n € N derart, dass

0 < m(z) <1, zeR (6.16)
suppnn C Qng1, (6.17)
m(z) = 1, T € Q. (6.18)

Fiir f € Ly(Q) definieren wir eine Fortsetzung gemaf3

For={ 17 e seria. 619

Damit ist 7,, (0, * f) € D(R) fiir alle n € N. Somit erhalten wir folgendes Resultat:
Satz 6.8 (Regularisieren und Abschneiden). Sei f € Lo(S2). Dann ist

im_na(0n * f) = fin La(Q).

Beweis: Es gilt

N

”nn(Qn * f) - f”Lz(Rd) = ||77n(9n * f~ - JE)HL2(Rd) + H%f— fHLQ(Rd)
lon * f = fllLy@aey + Inf — fllLomay

IN

wegen (6.16). Da lim,,_,oc nn(x) = 1 fir alle z € Q,, gilt lim,, nnf = f in
Ly(R?) nach dem Satz von Lebesgue. Nun folgt die Behauptung aus Satz 6.6. [

Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar zwei Folgerungen:
Korollar 6.9. Der Raum der Testfunktionen D(SQ) ist dicht in Lo(€2).

Korollar 6.10. Sei f € Lo(Q) mit [, f(x) p(x) dx = 0 fiir alle ¢ € D(Q). Dann ist
f =0 fast iiberall.

Schliefilich zeigen wir, dass die Regularisierung fiir gleichméafig stetige Funktio-
nen gleichmiflig konvergiert.

Satz 6.11. Sei u : R — R gleichmiifSig stetig. Dann ist g, * u € C*°(R?) und

lim (on, * u)(z) = u(x)

n—oo

gleichmiifSig in x € R%. Hier ist die Faltung o,, * u wieder durch (6.7) definiert.
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Beweis: Sei x € R%. Wahle n € D(R?) derart, dass = 1 auf B(z,2). Dann ist
u* 0, = (nu) * p, in einer Umgebung von z. Da nu € Lo(R?), folgt aus Satz 6.5,
dass ux g, € C°°(R%).Seie > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass [u(z—y)—u(z)| <
g, wenn |y| < 1/ng. Damit gilt fiir n > ny

(on * w)(z) —u(@)| = ‘ / (e =) —u@) ealy)dy

< fs/ on(y)dy = ¢,
ly|<1/n

womit die Behauptung bewiesen ist. O

6.2 Sobolev-Raume liber () C R

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Sobolev-Raume tiber allgemeinen
Gebieten im R? einfiihren. Sei (2 eine offene Menge im R¢. Ahnlich wie in Ka-
pitel 5 wollen wir schwache Ableitungen durch partielles Integrieren definieren.
Zunichst betrachten wir eine Funktion f, die im klassischen Sinn stetig differen-
zierbar ist, d.h. f € C'(Q) mit den partiellen Ableitungen -2 dr J=1,...,d

Lemma 6.12 (Partielle Integration). Seien f € C1(Q) und ¢ € CH(Q), dann gilt
of
— . 2
/ f(x ax] o D2 (z) dz (6.20)

Beweis: 1. Fall: 2 = R%. In diesem Fall gilt

—/ f(z )g;i()dx - —/---/f(xl,...,xd)g—i(:c17...7xd)dx1~--dmd

= / /8$j XT1,...,T d)w(xl""’xd)dxl"'dxd

durch partielles Integrieren im j-ten Integral.

2. Fall: Seinun Q) beliebig. Wahle U € (2, so dass supp ¢ C U, und wihle n € D(Q)
so, dass 7 = 1 auf supp ¢ und suppn C U (siehe Lemma 6.7). Dann ist }77 €
C'(R4) (wobei mit % = (fn)~ die Fortsetzung der Funktion fn gemas (6.19)

bezeichnet wird). Dann ergibt sich aus dem ersten Fall mit den entsprechenden
Fortsetzungen

/f (9903 - Rdfn( )3%( i
_ /Rd mg#;j(x)ﬂx) do = aaai( ) (@) du,

dan=1aufsuppyund suppp C U € Q. O
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Wir nehmen nun die Identitdt (6.20) als Definition der schwachen Ableitungen
einer Funktion in Lo(f2): Sei f € Lo(Q) und sei j € {1,...,d}. Ist g; € Lo(92)
derart, dass

faarj( x)dx = /Q gjpdx (6.21)

fur alle ¢ € D(R), so nennen wir g; die schwache j-te partielle Ableitung von f.
Es gibt hochstens eine schwache j-te partielle Ableitung: Gilt ndmlich (6.21) auch
wenn g; durch eine Funktion g; € Ly(Q2) ersetzt wird, soist [, g;o dx = [, gjp da
fur alle ¢ € D(Q). Aus Korollar 6.10 folgt dann, dass g; = §;. Wir bezeichnen die
schwache j-te partielle Ableitung von f mit D; f, falls sie existiert.

Ist f € La(Q2) und j € {1,...,d}, so schreiben wir kurz D;f € L2(2), um zu
sagen, dass die schwache j-te partielle Ableitung im obigen Sinn existiert. Mit
dieser Vereinbarung ist der Sobolev-Raum H*'(§2) folgendermaflen definiert:

HY(Q) :={u € L(Q) : Dju € Ly(Q) fiir j=1,...,d}.
Istu e HY( Q) so ist also D;u die eindeutige Funktion in Ly(2), so dass

/ 6% dx—/Dugadx

fur alle ¢ € D() gilt.

Bemerkung 6.13 (Vergleich von klassischer und schwacher Ableitung).
Aus Lemma 6.12 sehen wir Folgendes: Sei u € Ly(€2) N Cl(Q), dann ist u ge-
nau dann in H'(f2), wenn 5)—“ € Ly() fur alle j = 1,...,d. In dem Fall stim-

men schwache und klassische partielle Ableitung tiberein, d.h. D;u = 3 -] =

1,...,d. Damit ist also D;u eine Verallgemeinerung der klassischen partlellen
Ableitung. Fir u € LZ(Q) N C*(Q) werden wir beide Bezeichnungen % und

Zj
D;u benutzen, aber wir benutzen % ausschliefilich fiir die klassische partielle
J

Ableitung. A

Bemerkung 6.14 (Testfunktionen). In der Definition von H'(Q2) haben wir den
Raum D() der Testfunktionen gew&hlt, um die schwachen Ableitungen zu defi-
nieren. Das ist bequem, falls hohere Ableitungen in Argumenten gebraucht wer-
den. Allerdings gilt die , Formel der partiellen Integration” automatisch fiir die
groBere Klasse C! (), d.h.

/u—daf—/Dugodx
Ox;

fiuralleu € H'(Q), ¢ € C}(Q), j =1,...,d, sieche Aufgabe 6.2. A

Es folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit von Dju, dass H'(f2) ein Vektorraum
und D; : H' () — Lo(Q) fiir alle j = 1,...,d eine lineare Abbildung ist. Auf
H'(Q) definiert

d
(u,v) g1 := (u,v)p, + Z(Dju,Djv)L2 = /Qu(x)v(x) dx + /Q Vu(z)Vu(x) dz

j=1
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ein Skalarprodukt. Die zugehorige Norm ist gegeben durch

||u||%,1(9) = /Qu(m)2 d:l:—&—/ﬂ\Vu(x)P dz.

Hier definieren wir den Gradienten Vu von u € H'(Q2) durch

Vu(z) := (Diu(z),. .., Dau(x)) .
Sindy = (y1,---,%a),2 = (21,-..,24) € RY, so bezeichnen wir wieder mity - z =
yT'z, ly| := \/y -y das natiirliche Skalarprodukt und die Euklid’sche Norm im R<.
Somit gilt fiir u,v € H'(Q2) also Vu(z) - Vo(z) = Z?Zl Dju(z) Djv(z), z € Q, und
(Vu - Vo)(z) = Vu(z) - Vo(z), z € Q, definiert eine Funktion Vu - Vv € L1().
Satz 6.15. Mit der obigen Definition des Skalarproduktes wird H* (Q) ein Hilbert-Raum.
Beweis: Der Beweis von Satz 6.15 ist vollig analog zu dem von Satz 5.6 im eindi-
mensionalen Fall. O
Aus der Definition der Norm folgt unmittelbar folgende Beschreibung der Kon-
vergenz in H' (). Seien u,,, u € H'(£2). Dann gilt lim,, .o u, = uwin H'(Q2) genau
dann, wenn

lim u, =wund lim D;u, = Djuin Lyo(Q2) firallej =1,...,d.

n—oo n—oo

Dies werden wir immer wieder benutzen. Als Nachstes zeigen wir im Folgenden,
wie Funktionen in H'(§2) durch C*°-Funktionen approximiert werden kénnen.

Satz 6.16 (Approximationssatz). Sei u € H'(Q). Dann gibt es Funktionen u,, €
D(R?), n € N derart, dass

lim u, = wu inLy(Q) (6.22)
und tim 2~ D in Lo(U) (6.23)

fiir jedes U € Qundallej =1,...,d.

Beweis: Wir definieren w,, := n, (o, * @) wie in der Vorbereitung zu Satz 6.8 mit
der Fortsetzung % durch 0 aus (6.19). Dann ist u,, € D(R?) und lim,, o0 ty, = u
in Ly(2) nach Satz 6.8. Sei U € 2. Wir zeigen nun, dass auf U fiir hinreichend
grofies n

Jun

8%‘]‘
gilt. Es gibt ein ng € N, so dass U C Q,,, (vgl. (6.15)). Fixiere v € U. Fiir n > ng
folgt supp o, (z —-) C Q sowie (0, ) () = [, u(y)on(x —y) dy. Somit ist mit Satz
6.5 und nach der Definition von D;u

srleci@) = [umge—pay =~ [ u)F =y

= /QDJ‘U(:U)Qn(x —y)dy = (0n * Dju)(z).

Nun folgt aus Satz 6.6, dass lim,, .o g%;’ = Djuin Ly(U). O

= 0, * Dju (6.24)

J
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Bemerkung 6.17. Man kann im Allgemeinen nicht erreichen, dass die Konver-
genz der Ableitungen (6.23) im gesamten Raum Ly (2) gilt, ohne Regularitats-
voraussetzungen an den Rand von () zu stellen. Es gibt eine beschrénkte offene
Menge (), so dass C(Q2) N H*(Q) nicht dicht in H(Q) ist (z.B. @ = (0,1) U (1,2)
in R), siehe Aufgabe 6.8. Allerdings besagt der Satz von Meyers-Serrin (siehe [39]
oder z.B. [26, Sec. 5.3.1]), dass C>°(Q2) N H'(Q2) dicht in H'(9) ist fiir beliebige
offene Mengen (2 in R%. A

Es gilt auch folgende Umkehrung des Approximationssatzes (Satz 6.16). Mit die-
ser Umkehrung kénnen wir den Raum H* () auch vollstindig durch Approxi-
mationseigenschaften beschreiben.

Satz 6.18. Seien u, f1,..., fa € L2(Q). Es gebe Funktionen u,, € CL(RY) mit u,, — u,
%“" — fj,m — oo, in Ly(U )fur]edes UeQundj=1,....d Dannist u € H(Q)
und es Qilt Dju = fj fiirallej =1,...,d.

Beweis: Sei ¢ € D(12). Dann gilt

—/ u(x )&p( Ydr = lim —/un(a:)a—(p(x)dmz lim iun(az:)<p(x)daz:

Ox; n—00 Oz, n—oo [o Ox;

= [ Hw@p

fir j = 1,...,d. Damit folgt die Behauptung aus der Definition von H*(Q). O

Wir stellen nun einige Differenziationsregeln zusammen und testen dabei die
Brauchbarkeit der oben definierten schwachen Ableitungen.

Satz 6.19. Sei Q C RY offen und zusammenhiingend. Weiter sei uw € H*(Q) derart,
dass Dju(x) = O fast tiberall fiir j = 1,...,d. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R mit
u(z) = c fast iiberall.

Beweis: Der Beweis verldauft in zwei Schritten.

a) Sei B(x,r) C Q. Wir zeigen, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass u(y) = ¢
fast tiberall in B(x,r). Sei w,, := 0, (0n * @) gemal Satz 6.8 und sei n so grof3
gewihlt, dass L < dist(B(z,7),99). Dann gilt nach (6.24) %un = a%j(gn *
W) = on * iju = 0 auf B(z,r) fir j = 1,...,d. Damit ist u,, konstant auf
B(z,r), da nach (6.12) |up(y) — un(x)] < [[Vuplloo - |z —y| = 0 firalley €
B(z,r). Da u, — win Ly(€2) nach Satz 6.11, folgt die Behauptung.

b) Wegen a) gibt es eine Konstante ¢ derart, dass

U := {z€Q: u(y) =c fiir fastalle y € B(x,r), wenn B(x,r) C Q}
nicht leer ist. Die Menge U ist offensichtlich offen. Aus a) folgt, dass U relativ
abgeschlossen in €2 ist. Da 2 zusammenhé&ngend ist, folgt U = (. O

Als Nachstes zeigen wir die Produktregel.

Satz 6.20 (Produktregel). Seien u,v € H'(2), sodass v, Djv € Lo(Q), 5 =1,...,d.
Dann ist uv € H*(Q) und

Dj;(uwv) = (Dju)v +uDjv. (6.25)
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Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dass uwv € Ly(Q) und (Dju)v + uDjv €
Ly (9). Fuir p € D(Q2) miissen wir zeigen, dass

0
- /Q u(x) v(x) % (z)dx = /Q(Dju(x) v(z) + u(z) Djv(z))e(z) dz. (6.26)

1. Fall: Die Funktion u hat eine Fortsetzung in D(R?). Dann ist up € D(2) fiir alle
¢ € D(2) und somit nach Definition von D;v

0
—/Qu(m)v(x)a—mj (z)dx

- / U(@%(u(m(@m

# [ o) (Guto)) ote)da
/Q(Da'v(@ u(z) o(z) + Dju(z) v(z))p(z) d.

Damit gilt (6.25) in diesem Fall.

2. Fall: Nun sei v € H*(Q) beliebig. Dann gibt es Funktionen u,, € D(R?) mit
Up, — uin Ly(Q) und Dju, — Djuin Ly(U) fiir alle U € Q (siehe Satz 6.16).
Nach dem 1. Fall ist D (u,, v) = (D; uy) v + u,, Djv. Damit konvergiert D;(u,, v)
gegen (D;u)v+wuDjvin Ly(U) mitn — oo fiir U € 2. Da u,,v — wv in Ly(£2) mit
n — oo, folgt die Behauptung aus Satz 6.18. O

Satz 6.21 (Kettenregel). Sei f € C'(R) mit f(0) = 0und |f'(r)| < M fiiraller € R.
Dannist fou € H'(Q) und D;(fou) = (f'ou)Dju, j =1,...,d, fiiralleu € H*(Q).

Beweis: Sei u € H'(Q). Zunichst gilt nach Voraussetzung | f(r)| = ’ fo f(s) ds’ <
M]r| fur alle » € R. Daraus folgt |(f o u)(x)| < M|u(x)| fir alle z € Q und damit

1 oull?, = /Q (f ow)(@)[? dx < M2[lull?, < oo.

Alsoist fou € Ly(f2). Da f’ beschrankt ist, ist f' o u € Lo (2) und (f’ o u)D,u €
Ly(Q), dau € HY(Q). Sei ¢ € D(£2). Wir miissen zeigen, dass

Op = "ou)(x)Diu(x)o(x) dx
—/Q<fou><x>a,—%<x>dx—/ﬂ<f )(@) Dyu(e)p(z) da. (6.27)

Nach dem Approximationssatz 6.16 gibt es Funktionen u,, € D(R?) derart, dass
Uy, — wund Dju, — Djuin Ly(U) fur alle U € Q. Wéhle nun U € Q so, dass
suppp C U. Indem wir zu Teilfolgen tibergehen, kénnen wir annehmen, dass
es g € Lo(12) gibt derart, dass |u,| < g und |D;u,| < g fur alle n € N. Ferner
kénnen wir annehmen, dass v, — v und D;u, — Dju fiir n — oo fast tiberall
auf U (siehe dazu die Umkehrung des Satzes von Lebesgue, Satz A.9). Nach der
klassischen Kettenregel gilt a%j( foup) = (f'o un)%% Somit folgt wegen der
partiellen Integration (6.20)

- / (fo un><x>§—; (2) di = / (o unxx)‘;%?(x) o(2) dx (6.28)
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fir alle p € D(Q2). Da fou, — fou, f'ou, — f' ouund Dju, — Dju fir
n — oo fast {iberall, erlaubt uns der Satz von Lebesgue in (6.28) zum Grenzwert
tiberzugehen, und wir erhalten (6.27). O

Als Néchstes wollen wir die Substitutionsregel fiir Sobolev-Raume beweisen.

Satz 6.22 (Substitutionsregel). Seien €21,y C R4 offen und sei I : Qo — Q bijektiv
derart, dass F € C*(Q,R?), F~! € CY(Qy,R?) mit sup,cq, [|[DF(z)|| < oo und
sup,cq, [DF~(y)|| < co.Istu e H'(Q1),soistuo F € H'(Qy) und

d

Dj(uoF) =Y (Dju)oF - gj’_'.
i=1 J

Hier ist P(y) = (Fi(y),.... Faw))", y € Oz, und (DF)(y) = (3(y)) _die

Jacobi-Matrix von F in y.

Beweis: Sei u € H'(£;). Dann gibt es nach dem Approximationssatz 6.16 u,, €
D(R?) derart, dass u,, — u in La(£;) und Djup, — Djuin Ly (V), wenn V' € ;.
Damit konvergiert

OB por. O

Yj 819]
in Ly(V) fiir alle V' € . Fiir ¢ € D(Q2) wihle supp p C V' € Q. Dann gilt

Oouy, oF;
n F dy.
/v(u ° /Z<3$z ) ay; Y

Damit folgt das Resultat durch Grenziibergang n — oo. O

Ein Spezialfall ist eine affine Abbildung F : R? — RY, gegeben durch F(y) =
By + b mit einer invertierbaren d x d-Matrix B und b € R%. Mit Q5 € R ist dann
F(Q2) =: O offen und die Substitutionsformel kann angewandt werden. Von
besonderem Interesse ist der Fall, wenn B orthogonal ist. Dann ist /" isometrisch,
dh. ||F(y) = F(2)|| = |ly— 2, v, = € R? (und jede isometrische Abbildung von R?
nach R? ist von der Form F(y) = By + b mit orthogonalem B).

(Diun)

n — 00,

Korollar 6.23. Sei B eine orthogonale d x d-Matrix, b € R?, F(y) = By + b,y € R%.
Sei Qy C RY offen, Q0 := F(Qs). Dann definiert u — u o F einen unitiiren Operator
von HY(Qy) nach H(Q2) und von HZ (1) nach H}(Q2).

Nun zeigen wir noch folgenden Zusammenhang zwischen schwachen und klas-
sischen Ableitungen.

Satz 6.24. Sei uw € H' () mit Dju € C(Q) fiir j = 1,...,d. Dann ist u € C* ().

Beweis: Sei U € . Wir wollen zeigen, dass u € C*(U). Dazu kénnen wir anneh-
men, dass v kompakten Tréger in €2 hat (sonst ersetzen wir u durch nu mit einer
geeigneten Abschneidefunktion n € D(£2) und wenden die Produktregel aus Satz
6.20 an).
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Wegen Satz 6.27 konnen wir annehmen, dass {2 = R? (sonst ersetzen wir u durch
@). Damit ist u € H'(R?) mit kompaktem Trdger. Nach Voraussetzung ist D;u €
C.(R%). Betrachte die Funktion w,, := g, * u € D(R?). Dann gilt lim,, oo u, = u
in Ly(RY) (nach Satz 6.6) und Dju,, = g, * Djunach Satz 6.5. Daher gilt

Dyunl) = | [ | eale = )Dsuts) o] < Dyl

Somit ist || [Vuy| ||« < cfiirallen € Nund ein ¢ > 0,da D;ju € C.(R?). Aus (6.12)
folgt, dass |un(y) — un(z)] < |||Vtn|lle - ly — x| < cly — z| fir allen € N und
z,y € R% Damit ist die Folge (u,)nen gleichgradig stetig. Da u,, — u in La(R?),
konnen wir annehmen, dass u,, () — wu(x) fast tiberall (sonst gehen wir zu einer
Teilfolge {tiber, siehe Satz A.10). Insbesondere gibt es z¢ € R4 und b > 0, so dass
|un(z0)| < b fiir alle n € N. Damit ist |u,(z)| < b+ c|z — x| fur alle n € N und
alle » € R%. Folglich ist die Folge (uy,)nen auf jeder kompakten Teilmenge von R?
beschrankt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli A.6 gibt es also zu jeder kompakten
Teilmenge K von R? eine Teilfolge von (u,),en, die gleichmifig auf K gegen
eine stetige Funktion w € C(K) konvergiert. Da u,(z) — u(z) fast tiberall, ist
u = w fast tiberall. Damit ist u stetig (gegebenenfalls nach Modifizierung auf
einer Nullmenge). Mit dem j-ten Einheitsvektor e; gilt fiir z € R?

t
U (z +te;) = uy(2) —|—/ Dju,(z + se;) ds.
0

Da Djuy, = o, * Dju gleichmafig gegen D;u konvergiert (nach Satz 6.11), folgt
mit n — oo, dass

t
u(z + te;) = u(x) + / Dju(z + se;) ds.
0
Damit ist (%‘j(x) = Dju(x) und somit u € C1(R?). O
Schliefilich definieren wir Sobolev-Rdume hoherer Ordnung:
H*(Q):={ue H'(Q): Djuc H'(Q),j=1,...,d}.

Fir u € H%(Q) ist also D;Dju € Lo(Q) fiiralle i, j € {1,...,d}. Man zeigt leicht,
dass

gilt, da dieses nach dem Satz von Schwarz fiir Testfunktionen richtig ist (Aufgabe
6.3). Induktiv definieren wir

H*NQ) :={u e H(Q): Djuc H*(Q), j =1,...,d}. (6.30)
Damit sind alle H*(Q) fiir k¥ € N definiert.
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6.3 Der Raum H}(Q)

Wir kommen nun zu den Sobolev-Raumen mit schwachen homogenen Randbe-
dingungen beziiglich einer offenen Menge Q0 C R%. Ist d > 2, so sind nicht alle
Funktionen in H!((2) stetig (siche Aufgabe 6.5). Da im Allgemeinen der Rand 9
von (2 eine Nullmenge ist und wir Funktionen in H!((2) identifizieren, wenn sie
fast iiberall tibereinstimmen, macht es keinen Sinn zu sagen, dass ujpq = 0 ist.
Wir definieren daher eine schwache Form der Randbedingung ,,u|sq = 0”. Dazu

—H'(Q
setzen wir H}(Q) := D(R) ( ), also

Hy(Q) = {uec HY(Q) : 3o, € D(Q) mit lim @, = uin H'(Q}.
Damit ist H{}(f2) ein abgeschlossener Unterraum von H'({2) und somit selbst
wieder ein Hilbert-Raum. Fiir u € H'(Q) interpretieren wir u € H}(Q) als ei-
ne schwache Form fiir die Aussage, dass v auf dem Rand von 2 verschwindet.
Nun untersuchen wir den Raum H}(Q). Ist Q = R9, so hat Q keinen Rand und
tatsdchlich gilt dann H{ (RY) = H(RY).

Satz 6.25. Der Raum der Testfunktionen D(RY) ist dicht in H'(R?).

Beweis: Sei u € H(R?). Dann ist g, xu € C°°(R%) N Ly(R?) und nach Satz 6.6 gilt
lim,, oo 0n * u = uin La(R%). Ferner sieht man wie im Beweis von (6.24), dass

aTj(gn % u) = gy, * Dju.
Somit ist g, * u € HY(R?) N C*°(R?) und lim,, .0 0n * u = u in H'(R?). Sei nun
n € D(RY),sodass0 < n < 1,n(z) = 1 fiir |z| < 1und n(x) = 0 fiir |z| > 2. Weiter
sei ng(z) := n(%£). Dann ist n, € D(R?) mit g (z) = 1 fiir [z] < kund 0 < < 1.
Somit gilt limy—o0 1 (0n * u) = 0, * u in Ly(R?) (nach dem Satz von Lebesgue).
Ferner konvergiert fiir K — oo

J

%(Uk(@n *u))(w) (% ) (0n *u)(x) + 771@(33)%(@71 *u) ()
1
k

_ <% )(z)@n*u)( 2) + 7 (2) (00 * Dyu)(z)

gegen o, * Djuin Ly(R?), da n(z) = 1 fiir || < k und der erste Term gegen null
strebt. Damit gilt limy_, oo 7k (0n * ) = 0, * uin HY(RY). Da ng (o, * u) € D(RY),
gilt 0, * u € H}(R?). Damit ist der Satz bewiesen, wenn wir anschliefend den
Grenzwert fiir n — oo betrachten. O

Leicht kann man den Beweis von Satz 6.25 auf die zweiten Ableitungen erwei-
tern, wenn u € H?(R?). Folgendes Korollar des Beweises wird spéter niitzlich
sein.

Korollar 6.26. Sei u € H?(R?). Dann gibt es u,, € D(R?), so dass lim,,—,co u, = 1,
HMy o0 5= tn = Dju und limy, oo 5= 5=ty = D;Dju in Ly(R?) fiir alle i, j €

,....d}.
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Ist f : Q — R eine Funktion auf einer offenen Menge Q C R, so definieren wir
analog zu (6.19) die Fortsetzung

Far= {67t we. @3

Ist f in Q differenzierbar, so ist es f auf dem Rand von € im Allgemeinen nicht
mehr. Dennoch gilt folgender Satz.

Satz 6.27. Seiu € HL(Q). Dann ist i € HY(R?) und D;ii = Dju, fiir j =1,...,d.
Beweis: Seiu € H}(12). Dann gibt es eine Folge von Funktionen u,, € D(2) derart,
dass u,, — uund ‘37;’; — Djuin Ly(Q) mitn — oo fiiralle j = 1,. .., d. Nach (6.20)
gilt fiir alle p € D(R?)

J j

/QDju(a:) a:—/ Dyu(e) o(x) da .

Damit gilt die Behauptung. [

Korollar 6.28. Sei u € Hj () derart, dass Dju =0 fiir j = 1,...,d. Dann ist u = 0.

Beweis: Es ist D% = 0 nach Satz 6.27. Damit folgt aus Satz 6.19, dass @ konstant
ist. Da @ € Ly(R?), folgt, dass @ = 0. O

Sei 2 C R offen. Wir vergleichen nun die klassische Bedingung u|5n = 0 mit der
schwachen, d.h. u € H}(Q). Als Erstes zeigen wir, dass ein v € H*({2), welches
in einer Umgebung von 99 verschwindet, in H}(12) liegt. Wir definieren dazu

HYQ):={uec H(Q): 3K C Q kompakt derart, dass u = 0 auf Q \ K}.
Satz 6.29. Es gilt H}(Q) C H}(Q).

Beweis: Seiu € H!(Q2), also u(z) = 0 fiirx € Q\ K, wobei K C Q kompakt ist. Sei
n € N so grofs, dass L < dist(K, 0f2). Dann ist nach Lemma 6.3 (¢, * @)(z) = 0,
wenn z ¢ K + B(0,1/n). Da K + B(0,1/n) C Q, folgt 0, * 2 € D(). Ferner gilt
fir alle z € 2

0

G (en D)@ = D e —pawydy=— [ Lonte—yyaly)dy

R a.ﬂj R4 ay]

- [ gente =y = | outa—p)Dsuts)dy
| exla = n)Dutn) dy = (o0 + Dyu)(a).

Damit folgt aus Satz 6.6, dass a (gn * 4) — Djuin Ly(Q) und g, * @ — win

L2(2) mit n — co. Wir haben u in H 1(Q) durch die Testfunktion g, * @ € D(£2)
approximiert. Also ist u € Hg(Q). O
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Ist Q offen und beschriankt, so setzen wir

Co(@) = {f € C(9) : fion = O} (6.32)
Der folgende Satz zeigt, dass H!-Funktionen mit homogenen Randbedingungen
im klassischen Sinn in H}(2) liegen.

Satz 6.30. Es gilt H'(2) N Co(2) C HE(Q) fiir Q C RY offen und beschriinkt. a

Den Beweis fiithren wir erst im ndchsten Abschnitt, da wir fiir ihn die Verbands-
operationen benutzen wollen.

Bemerkung 6.31. Die zu Satz 6.30 umgekehrte Implikation H{(Q2) N C(Q) C
Co(€?) ist im Allgemeinen falsch. Wir geben hierzu ein Beispiel. Sei (2 := B \ {0},
wobei B := B(0,1) = {z € R? : |z| < 1}. Alsoist @ = B(0,1). Sei u € D(B). Dann
istu € C(Q), aber u € Cy(€2) nur, wenn u(0) = 0. Selbst wenn u(0) # 0, ist aber
u € H}(Q). Um das zu sehen, wihlen wir eine Funktion f € C*°(R) mit f(r) = 1
firr > 1und f(r) = 0 firr < 1.
Setze upn(z) := f(n|z|)u(x). Dann ist u, (x) = 0 fiir |z| < 5= und somit u, € D(Q).
Da up(x) = u(x) fur |x| > %, konvergiert u,, nach dem Satz von Lebesgue gegen
win Lo (). Ferner gilt nach der Produktregel

2

Djun(x) = f(n|z|)Dju(z) + nf/(n|x|)ﬁu(m)

Der erste Term strebt gegen D;u in Lo(£2) mit n — oo. Der zweite strebt in Lo (£2)
gegen 0 mit n — oo, da

dy
2 / 2d — 2 / 2d _ / 27.
n /Q f(nle])? da = n /|xl<1/nf<m|> v /mﬂf(ly) k

Damit gilt lim, .o un, = uin H' () und somit u € H}(S2) aufgrund der Abge-
schlossenheit von H{ () in HY(Q).

Die I{nplikation ist aber richtig, wenn Q2 keine Locher hat, d.h. wenn €2 das Innere
von ) ist, siehe [12]. A

Schliefilich beweisen wir eine wichtige Norm-Ungleichung. Wir sagen, dass € in
eine Richtung beschrinkt ist, wenn es ein jo € {1,...,d} und ein 6 > 0 gibt, so dass
|zj,| < 0 fir alle € Q. Natiirlich hat jede beschrankte Menge diese Eigenschaft.

Satz 6.32 (Poincaré-Ungleichung). Sei Q C R? offen und auflerdem in eine Richtung
beschriinkt. Dann gilt mit obigem § > 0, dass

ullL, <26 [u|g (6.33)
fiir alle u € HE (), wobei [ul g = ([, [Vu(z)[? dz)"* = | Vu| L.

Korollar 6.33. Ist ) in eine Richtung beschriinkt, so definiert | - | g1 eine dquivalente
Norm auf H}(Q).
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Beweis von Satz 6.32: Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit j, = 1. Weiter
sei h € C'[-4,0] mit h(—§) = 0. Dann gilt wegen der Cauchy-Schwarz’schen

Ungleichung
/ W (y)dy
)

[ Z h(z)? dx [ j

< (26)? / ' B (y)? dy.

—4

2 ) T
dx < / / B (y)* dy - (z + 0) dx
-6 J—0

Damit gilt fiir v € D(§2) die Ungleichung

+8 o 2
/(u(g;))zdx < /// (25)2<—(x1,...,xd)> dzy - dxg
Q R JrJ-s 0z,
< (25)2/ |Vu|? d.
Q
Da D(9) in H}(2) dicht liegt, folgt (6.33) fiir alle u € H} (). O

6.4 Die Verbandsoperationen auf H'(Q)

Ist f : © — R eine Funktion, so setzen wir
f+ (CL) — f(x)? wenn f(l') > 07
“ o, wenn f(z) <0,

sowie [~ := (—f)" und |f| := fT + f~. Damit gilt natiirlich f = f* — f~. Ist
[ € L2(2), so sind auch |f|, f*, f~ € La(Q) und es ist || ||z, = |||f||lL,- Man
nennt die Abbildungen f — |f|, f*, f~ die Verbandsoperationen auf Lo(f2). Wir
definieren noch die Signum-Funktion (das Vorzeichen) von f

)>0
(sign f)(z) :== < 0, wenn f(x) =0,
)< 0

sowie die charakteristischen Funktionen

(2) 1, wenn f(x) >0,

xXr) .=

Xf>0p 0, wenn f(z) <0,

und x{y<0} := X{-s>0}- Fiir die schwachen Ableitungen gelten folgende Zusam-
menhénge.

Satz 6.34 (Ableitungen der Verbandsoperationen).

Istw € H' (), so sind auch |u|, v, v~ € H' () und es gilt fiir j = 1,...,d:
Djut = X{u>0} Dju (6.34)
Dju™ = —X{u<o} Dju (6.35)
Djul (signu) Dju (6.36)
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Beweis: Sei u € H'(2). Wir zeigen, dass u™ € H'(Q). Sei

P2 fiur e >0,
fnlr) = { 0, fir r <0.

Dann ist f,, € C*(R) mit f,,(0) = 0 und

v r(r? 402720 far r >0,
Jn(r) = { 0, fir r <0.

Insbesondere ist 0 < f/ (r) < 1,r € R. Ferner gilt 0 < f,(r) < r* furallen € N,
r € Rund lim, o fn(r) = 7. Seien uw € H'(Q) und ¢ € D(Q?). Dann gilt nach
der Kettenregel

0
- [ nou@nFE@ e = [ (710 w(@) (Dyu)(e) o) do. (637)
Q Ty Q

Aufgrund der Monotonie von f,, gilt 0 < f, ou < u*. Da f, ou — u™ fast
iiberall, folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass die linke Seite in (6.37) gegen den
Term — [, u™(z) %(z) dx konvergiert. Da |(f}, o u)(z)] < 1 und lim,_(f}, o
u)(z) = Xquso0} () fir alle z € Q, konvergiert die rechte Seite von (6.37) gegen
Jo Xquso0y (@) Dju(x) o(x) dr. Damit gilt nach Grenziibergang auf beiden Seiten
von (6.37)

0
- /Q (@) 52 (@) dr = /Q Xius0) (2) (Dyu)() o() da

und wir haben die erste Behauptung bewiesen. Die beiden anderen folgen sofort
aus (6.34),dau™ = (—u)" und |u| = ut +u". O
Das folgende Korollar ist bemerkenswert.

Korollar 6.35 (Lemma von Stampacchia). Es seien u € H'(Q), ¢ € Rund j €
{1,...,d}. Dann gilt (D;u)(x) = 0 fast iiberall auf der Menge {x € Q : u(x) = c}.

Beweis: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

a) Falls Q beschrankt ist, konnen wir annehmen, dass ¢ = 0. Sonst ersetzen wir
wdurchu — c. Auf B := {z € Q : u(z) = 0} gilt nach (6.34), (6.35) Du™ (z) =
Dju~(z) = 0 fiiralle z € B. Da Dju = D;u™ — Dju~, folgt die Behauptung.

b) Fiir beliebiges Q gilt @ = |J,cy Qn, Q0 = QN B(0,n). Zu jedem n € N
ist M,, := {z € Q,, : u(zx) = ¢, Dju(z) # 0} nach a) eine Nullmenge, da ©,
beschrankt ist. Damitist (J,,.y My = {2 € Q : u(z) = ¢, Dju(x) # 0} ebenfalls
eine Nullmenge und die Behauptung ist bewiesen. O

Wir zeigen nun, dass die Verbandsoperationen stetig sind.

Satz 6.36 (Stetigkeit der Verbandsoperationen). Die Abbildungen v — u™t,u™, |ul :
HY(Q) — HY(Q) sind stetig.

Beweis: Sei u,, — u eine konvergente Folge in H'((2). Wir zeigen, dass |u,| — |u|
in HY(Q). Da ||u,| — |ul| < |un — ul gilt |u,| — |u] in La(£2). Es bleibt zu zeigen,
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dass Dj|u,| — Djlul in Lo(Q) fir alle j € {1,...,d}. Wegen Lemma 4.34 reicht
es, diese Behauptung fiir eine Teilfolge zu zeigen.

Daher kénnen wir nach der Umkehrung vom Lebesgue’schen Satz A.10 anneh-
men, dass u,(z) — u(z), Djun(xz) — Dju(z) fur alle z € Q\ N, wobei N eine
Nullmenge ist. Wir konnen weiterhin annehmen, dass |D;u,| < g und |u,| < g
flrein g € L2(2) und allen € N.

Setze B := {z € Q : u(x) = 0}. Dann ist nach Korollar 6.35 (Lemma von Stam-
pacchia) D;u(x) = 0 fast tiberall auf B. Also ist

lim Dj|u,(x)| = lim sign (u,(z))D;u,(z) = 0= D,|u(z)|

fast tiberall auf B. Ist aber « ¢ B, also u(xz) # 0, so ist lim,,_, . sign u,(z) =
sign u(z), wenn zusétzlich ¢ N. Wir haben also gezeigt, dass

Djluy| = (sign(un))Dju, — (signu)Dju = Djlu|, n — oo,

fast tiberall auf Q2. Aus dem Satz von Lebesgue folgt, dass lim,,—,oc D;|un| = Dj|u|
in Ly(£2). Damit haben wir gezeigt, dass |u,,| — |u| in H'(12).

Dau® = 1(u+ |ul) und u™ = (—u)T, folgt auch, dass u;” — v™ und u,; — u~ in
H(Q) fiir n — oo. O

Bemerkung 6.37. Wir geben einen zweiten abstrakten Beweis von Satz 6.36. Sei
u, — uwin HY(Q). Es reicht zu zeigen, dass fiir eine Teilfolge |u,| — |u| in H1()
gilt, vgl. Lemma 4.34. Es ist ||u, ||z = || |un| || g:. Daher ist (Jup|)nen beschrankt
in H'(Q2). Nach Satz 4.29 kénnen wir also annehmen, dass |u,,| schwach in H!({2)
gegen ein w € H'(Q2) konvergiert (sonst gehen wir zu einer Teilfolge iiber). Dann
konvergiert |u,,| auch schwach gegen w in L (2).

Da andererseits |u,| — |u| in Ly(Q2), folgt w = |u|. Wir haben also gezeigt, dass
[tn| — |u| in HY(Q). Da || |un| | g1 = [Junller — ||ullzr = || |ul ||z, folgt aus Satz
4.27, dass |uy,| — |u|in H(). A

Satz 6.36 besagt, dass H'(Q2) ein Unterverband von Ly(2) ist und dass die Ver-
bandsoperationen stetig sind. Insbesondere sind mit u,v € H'(£2) auch

u+v+ |lu—uv u+v—|u—0v|
2 2
in H'(9). Wir zeigen nun, dass H{ () ein , Verbandsideal” in H!(12) ist.

uVo:=max{u,v} = , uAv:i=min{u,v} = (6.38)

Satz 6.38.
a) Seiw € HE (). Dann sind |u|,u™,u= € HE ().
b) Seien v € HY(Q) und uw € H(Q) mit 0 < v < w. Dannist v € HZ ().

Beweis:
a) Sei u,, € D(Q) derart, dass u,, — v in H*(£2). Nach Satz 6.36 ist dann auch

lim |u,|=|u|, lim wl=vu", lim w, =u" in HY(Q).
Da |uy|,u;),u, € HY(Q) C HE(Q) (siehe Satz 6.29), folgt die Behauptung aus der

Abgeschlossenheit von H} (12).
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b) Es gibt ¢, € D(2) derart, dass ¢, — u in H*(Q). Sei
vp = (on Av) V0 = max{min{p,,v},0}.
Dann gilt v, € H1(Q) wegen ¢,, € D(Q2), v € H}(2) und v > 0. Weiter gilt
nlin;ovn = ((nlln;own)Av) VO=(uAv)V0O=0v
wegenu > v > 0. Alsoistv € H}(Q2) aufgrund der Abgeschlossenheit von H} (£2)
und Satz 6.29. O
Fiir die weitere Analyse von elliptischen Problemen auf (2 sind folgende Aussa-
gen hilfreich. Wir definieren die positiven Kegel
D) :={p D) :p>0}, HIQ)y :={uc HHQ) :u >0 fast tiberall}.
Nach Definition ist D(2) dicht in H{ (). Dieses gilt auch fiir die positiven Kegel.
Satz 6.39. D(Q) ist dicht in H}(Q).

Beweis: Sei u € H}(Q)+. Dann gibt es u,, € D(Q) derart, dass lim,,—,oc u,, =
w in H} (). Damit ist aufgrund der Stetigkeit der Verbandsoperationen auch
lim, oo v, = ut = win H'(Q). Wegen 0 < u;f € HL(Q) gilt g * u,} > 0 mit
dem Mollifier g aus Definition 6.2. Da abergy, * u;; € D(Q) fiir k gro genug und
ok *x uf — wtin HY(Q) fiir k — oo (beachte (6.24)), ist der Satz bewiesen. O
Schliefilich geben wir noch den Beweis von Satz 6.30.

Beweis von Satz 6.30: Sei v € H*(Q) N Cy(£2). Aus Satz 6.34 folgt, dass u™,u~ €
H(Q)NCy(2). Damit reicht es, positive Funktionen zu betrachten. Sei also u > 0.
Da (2 beschrénkt ist, ist u — L € H'(Q) fiir alle n € N, also auch u,, := (u— 1)*
(nach Satz 6.34). Da u € Cy(12), ist {z € Q : u(x) > 1} kompakt. Somit ist u,, €
H! () c H}(2) nach Satz 6.29. Da die Verbandsoperationen stetig sind (Satz
6.36), ist lim,, oo u, = u in H(2). Somitist u € H{ (), da HE(Q) abgeschlossen
ist. O

6.5 Die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

Sei 2 eine offene Menge und A > 0. Gegeben sei f € Lo(£2). Unser erstes Ziel ist
es, die Poisson-Gleichung mit Reaktionsterm

—Au+ du= finQ, (6.39a)

ujpn = 0, (6.39b)

zu analysieren. Zundchst betrachten wir nur die Gleichung (6.39a). Nehmen wir

einmal an, dass u eine klassische Losung von (6.39a) ist, d.h., esist u € C?(2) und

(6.39) gilt mit Au = Zd 9°u Betrachten wir eine Testfunktion ¢ € D(Q), dann

i=1 dz;
erhalten wir durch zweimaliges partielles Integrieren (6.20)
)\/ u(z) p(x) dr — / u(z)Ap(z) de = / f(z) o(x)da. (6.40)
Q Q Q

Diese Identitdt hat auch einen Sinn, wenn u lediglich in L,(€2) liegt. In diesem
Fall wollen wir u eine schwache Losung von (6.39a) nennen.
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Definition 6.40. Sei f € Ly(f2). Eine Funktion u € L2(Q) heiflt schwache Losung
von (6.39a) (also ohne Berticksichtigung der Randbedingung (6.39b)), wenn

)\/ dm—/u(x) Ay(x) do :/Qf(x)tp 7) dz

fur alle ¢ € D(Q). A

Ist u sogar in H'(12), so konnen wir die schwachen Ableitungen von u ins Spiel
bringen und erhalten folgende Beschreibung von schwachen Losungen.

Lemma 6.41. Sei u € H'(Q). Genau dann ist u eine schwache Losung von (6.39a),

wenn
/\/Qu(x) o(x) d;v—l—/QVu(:E) V(x) dx:/ﬂf(x) o(x) dx (6.41)

fiir alle ¢ € Hg(Q) gilt.

Beweis: Sei ¢ € D(f2). Dann ist auch 837“"7 € D(Q) fur alle j = 1,...,d. Somit ist
nach Definition der schwachen Ableitung

d d
dy 0%
Vu(z)Ve(x)dr = /D-u:c—a:dx:— /ua:—xdsc
| vule)vet) 3, prutarzrs = =3 [ oz
= —/ u(x) Ap(x) dx.
Q
Damit ist (6.41) fiir ¢ € D(2) zu (6.40) dquivalent. Gilt (6.40) fiir ¢ € D(Q2), so gilt
die Identitit auch fiir p € Hg((2) durch Grenziibergang. O

Wir interpretieren nun die Randbedingung (6.39b) dahingehend, dass wir for-
dern, dass u € H}(Q). Dann legt uns Lemma 6.41 nahe, die Form

uv:—)\/ dac—f—/Vu ) Vo(z) dz

auf Hj(Q) x H3(Q) zu betrachten. Sie ist stetig, da nach der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung

Mulzs ol + w<x>|2dx)% (f W(de)%

A+ Dlullg[[olla -

IN

|a(u, v)|

IN

Ist A > 0, so gilt a(u) > min{\,1}||ul|%: und somit ist die Form koerziv. Ist Q in
eine Richtung beschrénkt, so gilt die Poincaré-Ungleichung (6.33). Damit gilt

/\Vu(:r)|2dx = /\Vu )P da 4 = /|Vu )|? dx
Q

862/ u(z)? de + = /|Vu )|? dx > af|ul|3n

Y
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mit v = min { gz, 3 }. Somit ist in diesem Fall die Form auch fiir A = 0 koerziv.

Seinun A > 0 oder Q in eine Richtung beschrédnkt. Fiir f € Lo() ist die Ab-
bildung ¢ — [, f(z) p(x) dz eine stetige Linearform auf H((2). Somit gibt es
nach dem Satz von Lax—Mﬂgram genau ein v € H{(Q), so dass die Gleichung
a(u, ) = [ f(x)p(x)de fir alle ¢ € H}(Q). Damit ist (6.40) erfiillt und wir
haben folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.42. Sei A > 0. Es gelte mindestens eine der beiden Bedingungen: a) A > 0, b) Q
ist in eine Richtung beschriinkt. Dann gibt es fiir jedes f € Lo(§Y) genau eine schwache
Losung u € H(Q) von (6.39). O

Wir haben also die Wohlgestelltheit des Poisson-Problems im schwachen Sin-
ne bewiesen. Etwas schwieriger sind Fragen der Regularitit. Zum einen stellt
sich die Frage der inneren Regularitit, also z.B. unter welchen Voraussetzungen
u € C?*(Q) ist, und dann die Frage, ob u € C(Q2) und ujpq = 0 ist, also ob die
Randbedingung im klassischen Sinn erfiillt ist. Bei dem ersten Problem wird uns
die Fourier-Transformation weiterhelfen, die wir im nichsten Abschnitt mit Hin-
blick auf Differenzierbarkeitseigenschaften untersuchen.

Die zweite Frage ist zur Wohlgestelltheit des Dirichlet-Problems dquivalent, wes-
halb wir auf Abschnitt 6.9 verweisen. Schon jetzt wollen wir das Maximumprin-
zip beweisen. Wir erinnern daran, dass eine Funktion v € C?({2) subharmonisch
heifst, wenn —Awu < 0 ist (vgl. Definition 3.23). Das ist dquivalent dazu, dass

—/ u(z) Ap(x)dr <0 firalle p € D(Q) 4+ . (6.42)
Q

Diese Forderung hat aber auch fiir u € Ly(2) einen Sinn. Wir nennen daher all-
gemeiner eine Funktion u € Ly(S2) subharmonisch, falls (6.42) gilt. Sind u € H'(Q)
und ¢ € R, so sagen wir, dass

u < ¢ schwach auf 99 (6.43)

gilt, falls (u—c)™ € H(2). Das ist eine Verallgemeinerung der klassischen Eigen-
schaft. Denn ist Q beschrankt und u € H(Q) N C(Q) mit u(z) < cfiir alle z € 99,
soist (u — )t € HY(Q) N Cp(Q) und somit ist (u — ¢)* € H} () nach Satz 6.30.
Der folgende Satz verallgemeinert das klassische Maximumprinzip (6.43).

Satz 6.43 (Schwaches Maximumprinzip). Sei w € H'(Q) subharmonisch und c € R.
Ist u < ¢ schwach auf 05, so gilt u < c fast iiberall in Q.

Beweis: Da u € H'(Q), folgt aus (6.42), dass [, Vu Ve < 0 fiir alle ¢ € D(Q)..
Da D(Q) dicht in H}(Q)4 ist (Satz 6.39), bleibt diese Ungleichung fiir alle ¢ €
H} (), giiltig. Insbesondere kénnen wir ¢ = (u — ¢)™ wahlen. Aus (6.34) folgt,
dass Djp = X{u>c} Dju. Damit gilt

0> / Vu(@)V(u—c)f(z)de = V(u—c)(x)V(u —c)f(z)dx

= /|Vu—c z)?dz .

Also ist V(u — ¢)* = 0. Aus Korollar 6.28 folgt dann, dass (v — ¢)™ = 0. O
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6.6 Sobolev-Raume und Fourier-Transformation

Wir hatten bereits gesehen, dass die Fourier-Transformation Differenziation in
Multiplikation mit der Variablen umwandelt. Da sie aufierdem ein Isomorphis-
mus von Ly(R?) nach Ly(RY) ist, tiberrascht es nicht, dass man das Bild der
Sobolev-Raume unter der Fourier-Transformation einfach beschreiben kann. Ne-
ben dieser Charakterisierung werden wir auch Einbettungs- und Regularitdtssat-
ze beweisen: Wie oft muss eine Funktion schwach differenzierbar sein, damit sie
stetig oder gar C'! ist? Solche Resultate heilen auch Einbettungssitze. Diese Ergeb-
nisse kann man dann fiir Q@ C R¢ lokalisieren und fiir das Poisson-Problem auf
einer offenen Menge benutzen.

In diesem Abschnitt ist der zu Grunde liegende Korper stets C. Wir definieren
komplexwertige L,-Rdume durch

L,(R4,C) := {f : RY — Cist messbar und / [f(z)]P dx < oo}, 1<p<oo.
Rd
Dabei identifizieren wir zwei Funktionen in L,(R?, C), wenn sie fast iiberall iiber-

einstimmen. Fiir f € L;(R?, C) definieren wir die Fourier-Transformation f : R* —
C durch

R 1 ,
J— —1r-y
f(.’L') T (27_(_)(1/2 /]Rd € f(y) dy7
wobei wir fiir = (z1,...,24),y = (Y1,...,yq) € R mit x - y = 27y wieder das
Skalarprodukt im R? bezeichnen. Wir setzen 2 = x -z = Z;l:l 22, || == Va2 Ist
f € Li(R4,C), so gilt
feCy(R?,C) = {g ‘R~ C: stetig, Jimg(x) = o} , (6.44)

siehe Aufgabe 6.14. Diese Eigenschaft nennt man oft das Lemma von Riemann-
Lebesgue. Somit definiert die Fourier-Transformation einen linearen Operator
von L;(R%, C) nach Cy(RY, C), der zwar injektiv, aber nicht surjektiv ist. Besser
verhilt sich die Fourier-Transformation auf Ly(R9, C), wie wir nun sehen. Fiir
den Beweis des folgenden Satzes verweisen wir z.B. auf das Buch [46, Seite 187].

Satz 6.44 (Satz von Plancherel). Es gibt einen eindeutig bestimmten unitiren Operator
F : Ly(R4,C) — Ly(R? C), so dass Ff = f fiir f € Ly N Lo. Es ist (F~'f)(z) =
(Ff)(—x) fast iiberall fiir alle f € Lo(R9, C). O

Man nennt F auch die Fourier-Transformation. Insbesondere gilt also
(Ff,F9)r, = (f,9)r, furalle f,g € Ly (Parseval-Identitat) (6.45)
f@) = (0 [ EmvEi)dy, (6.46)
Rd

wenn f € Ly(R% C)und Ff € L1(R¢, C). Aus Korollar 6.9 folgt, dass die Test-
funktionen D(RY, C) := D(R?) + iD(R?) dicht in Ly(R%, C) sind. Wir definieren
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nun den komplexen Sobolev-Raum

H'(RY,C):= {u € Ly(R%,C) : es gibt Dyu,..., Dgu € Ly(R?, C) mit

7/ u(x) —— Op (z)dx = Dju(z)p(z) dr fur alle p € D(Rd)}.

83}] R4

Es ist offensichtlich, dass damit H'(R?,C) = {v + iw : u,w € H'(R?)} und
D;(v +iw) = Djv + iDjw fiir alle v,w € H'(R?) gilt. Damit folgt aus Satz 6.25,
dass D(R%; C) auch in H!(R¢; C) dicht ist. Folglich gilt fiir u € H'(R%, C)
- / u(z) Djp(z) de = Dju(zx) (x) dx fir alle p € H'(RY,C).  (6.47)
Rd Rd

Nun definieren wir den gewichteten Raum
H':= Ly(R%, (1 4 2?)dx; C):= {f : RY — C messbar: . If (@)]2(1 + 2%) dz < oo}.
Dies ist ein Hilbert-Raum fiir das Skalarprodukt
(Fa)a = [ 13 1+ 2% do

Satz 6.45. Es gilt F(H'(R?,C)) = H' und Fp1 (za c) ist ein unitirer Operator. Fiir
f e HY(RY,C) gilt

F(D;f)(x) =iz F f(x) fast iiberall. (6.48)
Beweis: Sei f € D(R?, C). Dann gilt
D)) = e [ ) iy = (),

wie man durch partielle Integration sieht. Da D(R?,C) in H*(R?,C) dicht ist,
bleibt diese Identitit fiir alle f € H'(R¢, C) giiltig. Insbesondere gilt fiir f,g €
H'(R?,C) wegen (6.45)

d d
(f,9m = (f,9)r. + Z(Djfa Dig)r, = (Ff,F9), + Y _(F(D;f), F(D;9))1,

j=1

Ff(z) +ijff x)iz; Fg(z) ¢ do
4 }

Ff(x) Fg(x) (1 +a*) de = (Ff,Fg) g

Rd

Insbesondere ist F : H'(R%, C) — H' isometrisch. Wir zeigen, dass F surjektiv
ist. Sei g € H', dann ist die Funktion z — iz, g in Ly(R%, C) fiirjedes j = 1,...,d.
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Daher gibt es nach Satz 6.44 Funktionen f, f1,..., fa € L2(R%,C),so dass Ff = ¢
und (Ff;)(z) = izjg(z) fir j = 1,...,d. Sei ¢ € D(R?). Dann gilt wegen (6.45)

/ f@) Do) de = — [ f@)Drp(x)de = / FF@)F(D;9)() da
]Rd
- / o) (~iz;) Fo(w) da

/ff] \Fola dw—/ e

da wir ¢ reell gewéhlt haben. Damit ist f € H'(R?,C) und D, f = f; fiir alle
j=1,....d O
Wir erinnern daran, dass die Sobolev-Raume H ’“(Rd, C), k € N, induktiv durch

H*(RY,C) := {u e H'(R,C) : Dju e HYR,C), j=1,.. .,d}
definiert sind. Mit H*(R?) bezeichnen wir den gewichteten Raum

H*(RY) = {f ‘R C: messbar [ |f(z)]2(1+a2)" dz < oo} .

Rd

Dann sind diese Raume ineinander geschachtelt, also
H"(RY) ¢ A*(RY) € Ly(RY,C), keN. (6.49)
Satz 6.46. Es gilt F(H*(R?,C)) = H*(RY) fiir k € N.

Beweis: Die Aussage ist richtig fiir k = 1 (siehe Satz 6.45). Angenommen, sie sei
richtig fiir k. Wir zeigen, dass sie dann auch richtig fiir k£ 4 1 ist.

a) Sei u € HFY(R? C), dann ist u € H'(R?, C) und Dju € H*(R? C). Es gilt
F(Dju) = gj, also gj(xz) = ixz;jFu(x). Nach Induktionsvoraussetzung ist g; €
H*R?), dh,, fir1 < j < d gilt

/ x?|.7-"u(a:)|2(1 +2%)F da < o0
Rd

und Fu € H*R?), also [p. [Fu(@)*(1 + 2%)*dz < co. Aufsummieren liefert
Jpa(@? + 1) [Fu(z)* (1 4+ 2?)* do < 0o, d.h. Fu € Akt
b) Sei umgekehrt g € H*+(R?), dann sind die Funktionen g; definiert durch
gj(x) :=iz;g(z) in H*(R?). Da auch g € H*(R%), gibt es nach Induktionsvoraus-
setzung Funktionen u, u; € H*(R%; C), so dass Fu = g und Fu; = g; fiir alle j =
.,d.Da F(Dju) = g;, folgt, dass u; = Dju. Also ist Dju = u; € H*(R?,C).
Nach Definition ist demnach u € H***(R4, C). O
Wir benutzen Satz 6.46, um zu zeigen, dass H*(R%) c Cp(R?) fiir k > d/2. Die
Bedingung k > d/2 ist optimal. Sie besagt, dass man in hoheren Dimensionen
mehr Sobolev-Regularitdt benétigt, um Stetigkeit zu sichern: Die Kluft zwischen
H* und C, wichst mit der Raumdimension. Man konnte anders sagen, dass H k
in hoheren Dimensionen immer wildere Funktionen enthélt. Zum Beweis der an-
gekiindigten Einbettung bendtigen wir folgendes Lemma:
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Lemma 6.47. Sei k > d/2, dann ist H* < Li(R%,C).

Beweis: Sei f € H*, dann gilt mit der Holder-Ungleichung

| 1@l s

If ()] (1 + 2>k (1 4 22)7*/2 dx
Rd

( Rd|f(x)|2(1+x2)kdw)2 (/Rd(1+x2)kdx>2

Nach Voraussetzung ist der erste Term endlich, also miissen wir zeigen, dass
Jga(1 4+ 2%) 7% dz < cc. Es gilt aber

IA

/ (1+2%) " de < / (2®) " de = U(Sd_l)/ r2kpd=1 dr < oo,
ol >1 o[ >1 1

wobei wir Satz A.8 benutzt haben. Da d—2k < 0, ist der verbleibende Integralterm
offensichtlich beschréankt. O

Nun zur angekiindigten Einbettung.

Satz 6.48 (Sobolev’scher Einbettungssatz).
Sei k > d/2, dann ist H*(R?; C) c Cy(R%, C).

Beweis: Sei f € H*¥(R?,C). Dann ist Ff € L;(R% C) nach Lemma 6.47. Damit
folgt aus (6.44), dass f € Cy(R%,C), da f(z) = F~Y(Ff)(x) = F(Ff)(—z) nach
dem Satz von Plancherel (Satz 6.44). O

Damit haben wir schliefSlich folgendes Regularitatsresultat.
Korollar 6.49. Seien k € N,k > ¢, m € Ny. Dann ist H*+™(R?,C) c C™(R%, C).

Beweis: Die Aussage stimmt nach Satz 6.48 fiir m = 0, wenn wir wie iiblich
C°(R?,C) := C(R?, C) definieren. Sei nun m € N derart, dass die Aussage fiir m
gilt, und sei weiter u € H**™*+1(R?, C). Nach Induktionsvoraussetzung ist dann
Dju € HH™ (R4, C) ¢ C™(R?,C). Aus Satz 6.24 folgt, dass u € C*(R?,C). Da
Dju € C™(R4,C), folgt, dass u € C™ (R4, C). O
Nun wollen wir die Poisson-Gleichung im R? betrachten. Sei v € H?*(R¢,C).
Dann gelten die Beziehungen F(D;u)(x) = ix; Fu(x), F(Dju)(zr) = —xF Fu(x)
sowie F(Au)(z) = —2? Fu(z) und damit gilt F(u — Au)(z) = (1 + 2?) Fu(x).
Da u € H2%(R% C), ist Fu € H? und damit ist (1 + 22)Fu € Ly(R?% C). Um-
gekehrt sei f € Ly(R? C). Dann definiert x +— (1 + 22)1F f eine Funktion in
H?. Somit gibt es genau ein u € H2(R?% C), so dass Fu = (1 + x2)"'Ff. Es gilt
F(u—Au) = Fu+ 2>Fu = (1 + 2*)Fu = Ff.Daher ist u — Au = f. Wir haben
also folgendes Resultat gezeigt:

Satz 6.50. Fiir alle f € Lo(R9, C) gibt es genau ein u € H?(R%,C), so dass u — Au =
f O

Ist f € La(R%) eine reelle Funktion, so ist auch u € H?(R?) reell. Natiirlich ist
u dann auch eine schwache Losung von u — Au = f. Damit stimmt u mit der
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eindeutigen schwachen Losung iiberein, die wir mit Hilfe des Satzes von Lax-
Milgram in Satz 6.42 gefunden haben. Aber hier haben wir mehr Regularitét fiir
die Losung erzielt, denn es ist u sogar in H%(R?). Somit sind die schwachen Ablei-
tungen D; D;u allein Ly(R%) und Au = Z?Zl D3u. Wir sprechen von einer starken
Losung. Der Begriff ,klassische Losung” ist fiir Funktionen reserviert, die sogar
in C%(R?) sind. Wir wollen die Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.50 verschérfen.

Lemma 6.51. Sind v, f € L2(R%,C), so dass v — Av = f im schwachen Sinne gilt,
dann ist v € H?(R?,C); d.h., v ist die eindeutige Losung aus Satz 6.50.

Beweis: Sei u € H?(R?, C) aus Satz 6.50 und setze w := u — v. Dann gilt
/ w(z) (p(x) — Ap(x)) dr = 0 fiir alle € D(R?, C). (6.50)
Rd

Die Testfunktionen liegen dicht in H?(R?, C) (siehe Korollar 6.26). Daher ist (6.50)
giiltig fiir alle ¢ € H?(R9, C). Wahle nun ein ¢ € H?(R?,C) mit p — Ap = w.
Dann erhalten wir [, [w(z)|? dz = 0 und folglich ist w = 0. O
Damit koénnen wir nun folgende Regularitidtsaussage beweisen:

Satz 6.52 (Maximale Regularitit). Seien f,u € La(R%, C), so dass
Aw = f im schwachen Sinne gilt.
Dannist u € H*(R4,C). Ist f € H*(R?,C), so ist u € H*T2(R?, C).

Beweis: Es ist u — Au = u — f € Ly(R?). Somit folgt aus Lemma 6.51, dass
u € H*(R?,C).

Die zweite Aussage beweisen wir durch Induktion {iber k. Fiir k& = 0 ist es gera-
de die erste Aussage, wenn wir H(R?,C) = Ly(R?,C) setzen. Sei die Aussage
richtig fiir k und sei f € HFTY(R?,C) ¢ H*(R?, C). Nach Induktionsvorausset-
zung ist u € HF2(R4, C). Somit ist u — Au = u — f = g € H*1(R?, C). Folglich
ist (1 + 22)Fu = F(u — Au) = Fg € H¥'. Damit ist Fu € H*3, also ist
u e H3(RY, C). O
Man nennt Satz 6.52 auch Shift-Theorem. Der Grund ist, dass sich die Glattheit
der Losung aus der Glattheit der rechten Seite und der Ordnung des Differen-
zialoperators ergibt. Der Glattheitsindex wird um die Ordnung des Operators
,geshiftet”. In Kapitel 9 werden wir darauf zurtickkommen. Als Nachstes wollen

wir die Fourier-Transformation benutzen, um zu zeigen, dass die Einbettung von
H} () in Ly(Q) kompakt ist.

Satz 6.53 (Rellich’scher Einbettungssatz). Sei Q C R? offen und beschriinkt. Dann
ist die Einbettung von H} () in Lo (Q) kompakt.

Beweis: Sei u,, € HJ(Q), |lun|| g1 < ¢ fiir n € N. Wir miissen zeigen, dass (uy,)nen
eine Teilfolge besitzt, die in Lo(€2) konvergiert. Wir betrachten die Fortsetzung
fn =1, € H'(R?). Dannist || f,,|| g1 < ¢, siehe Satz 6.27. Wir kénnen annehmen,
dass f, — fin H'(R?) (sonst gehen wir zu einer Teilfolge {iber, siehe Satz 4.29).
Weiter nehmen wir an, dass f = 0, denn andernfalls konnen wir f,, durch f,, — f
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ersetzen. Wir wollen zeigen, dass lim,, .o [pa |fn(2)|? dz = 0. Nach dem Satz von
Plancherel, Satz 6.44, ist dies dquivalent zu

/ | F fu(2)|? dz — 0, n — oo.
Rd
Wir untersuchen fiir R > 0 die Terme

(R) = /|z|<R]-'fn(a:)| de,  J(R) = /|z|>R|]-"fn(a:)| da.

a) Beachte, dass fiir festes = € R?

1

F(g) ::W

/Qe‘”‘yg(y) dy, g€ Hy(9Q),

eine stetige Linearform F' € H{ ()’ definiert. Daher konvergiert

Ffn(x) = W/Qe_”‘yfn(y) dy = W /Rd xo)e ™Y fu(y) dy

gegen 0 mit n — oo fiir alle z € RY, da f, — 0in H'(R?). Da |Ff,(z)| <
1Q|Y2(2m) =2 fullz, < e fiir alle n € N und die konstante Funktion ¢; in
Ly(B(0, R)) ist, folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass lim,, .o I,,(R) = 0 fir
alle R > 0.

b) Seie > 0 und wihle R > 0, so dass ¢?(1 + R?)~! < e. Dann gilt fiir allen € N

In(R)

/ |F (@)1 + 22) 71 (1 + %) da
lz|>R

1
< — W (2))2(1 4 %) d
< o e e
1 2 1 2 1 2
< Wil =i eline < 7 <<

Benutzen wir a), so erhalten wir, dass

limsup/ | F fulx)]? dz < limsup(I,(R) 4+ J.(R)) < €.
Rd

n—oo n—oo

Da & > 0 beliebig ist, folgt lim, oo [ga |F fn(2)|? dz = 0. O
Der Beweis zeigt, dass der Satz richtig bleibt, wenn wir statt der Beschranktheit

von ) nur fordern, dass €2 endliches Lebesgue-Maf hat.
6.7 Lokale Regularitat

Mit Hilfe der Fourier-Transformation haben wir im letzten Abschnitt bewiesen,
dass H*+™(R?) ¢ C™(R%), wenn k > d/2. Wir wollen nun eine lokale Version
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dieses Einbettungssatzes beweisen. Sei (2 eine nichtleere offene Menge im R?. Un-
ter lokalen Eigenschaften verstehen wir Aussagen, die im Inneren von {2, genauer
auf jeder Menge U & ), gelten. Der Grundkérper ist hier K = R. Wir definieren

Lz,loc(Q)::{feLg(Q):/ |f (2)|? dx < oo, wennU@Q},j:l,...,d,
U

HE (Q):= {u € L210c(2) : es gibt Dju € L 10c(€2), so dass

/u( )a /Du x)dx furallecpeD(Q)}
x]
Zuu € H}

1oc (£2) existiert also eine schwache partielle Ableitung Dju € L3 15c(£2),
die durch die Formel

—/ u(x) 8% x)dr = / Dju(z dx, ¢ €D(Q), (6.51)
der partiellen Integration definiert ist. Korollar 6.10 zeigt, dass D;u eindeutig ist.

Aus Lemma 6.12 folgt, dass

CY(Q) C HE () und Dju = % L j=1,...,d, (6.52)
J

fiir alle u € C1(Q) gilt. Wir werden vielfach folgende Beobachtung benutzen: Ist
U €, soistuyy € H'(U) firalleu € H] (). Die folgende Charakterisierung ist
wesentlich, um die Ergebnisse tiber R9 zu benutzen. Ist f : Q — R eine Funktion,

so bezeichnet f : R¢ — R die Fortsetzung von f von Q durch 0 auf ganz R wie
in (6.19).

Lemma 6.54. Es gilt H} (Q) = {u € L2 0c(Q) : qu € HY(R?Y) Vn € D(Q)}. Fiir
€ HL (Q),n € D(Q) gilt

loc
Dj(nu) = [(Djn)u +nDju]™ . (6.53)

Beweis: Sei u € HL _(2) und n € D(Q). Dann sind 7u, [(D;n)u+nD;ju]™ € La(R?)

und fiir ¢ € D(R?) gilt mit der Produktregel, angewandt auf np € D(Q),
- [iwgE@a = - [w0F D@t [ g o) i

/ (Dju)(z)n(z) p(z) dr + / u(@) (Djn)(x) p(z) dx
Q Q

/w [(Dju)n + uD;jn)™ (z)p(x) dx.

Damit ist (6.53) gezeigt. Sei umgekehrt u € Ly 1o.(2) derart, dass nu € H LHRY)
tiir alle € D(Q2). Wahle Teilmengen Uy, € Ux11 € €2, so dass |, Ur = €2, und
wihle n, € D(Q) mit n, = 1 auf Uy. Dann ist

D;(nyu)™ = Dj(nmu)”™ auf Uy fur alle m > &, (6.54)
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dafiirp € D(Ux)und j =1,...,d gilt:
/ () D;(m)™ (z) da = — / (D) (x) Tiu(z) de
R4 Rd
S / (D)) i) dar — / () D; (i) ()
Rd Rd

Also folgt (6.54) aus Korollar 6.10. Damit konnen wir u; := D;(nzu)~ auf Uy
definieren und erhalten eine wohldefinierte Funktion u; € L2 15¢(£2). Ist nun ¢ €
D(2), dann gibt es ein k € N, so dass supp ¢ C Uy. Damit gilt

0 ., .0 __
- [uwgE@de = - [ G gt e = [ D)@ ) do
Q Zj Rd a.TJ Rd
— [ w@) ) de
Q
Somitistu € H. .(Q) und D;ju = u;. O

Nun definieren wir den lokalen Sobolev-Raum zweiter Ordnung durch

Hi o (Q) == {u € Hy,. : Dju € Hy,.(Q), j=1,....d}.
Firu € HE (Q)istalso D;Dju € Lo oc(?) fiiri, j = 1,. .., d. Da bekanntermafien
D;D;p = D;D;yp fiir alle Testfunktionen ¢, folgt, dass

D;Dju=D;D;u. (6.55)
Rekursiv definieren wir allgemeiner

HES(Q) = {u € HL(Q) : Dju e BE(Q), j=1,....d).

loc

Es folgt aus (6.52), dass C*(Q) C Hf

loc

(Q) fiir alle k& € N. Ferner gilt:
Lemma 6.55. Fiir alle k € N ist

HE (Q) = {u € Ly 10c(Q) : 7u € HF(RY) fiir alle n € D(Q)}.
Beweis: Fiir k = 1 ist dies die Aussage von Lemma 6.54. Nehmen wir an, sie
stimmt fir k > 1. Sei v € HT(Q) und n € D(Q). Dann ist ju € H'(R%) und
nach (6.53) und der Induktionsvoraussetzung gilt D;(nu) = [(D;n)u + nDju]™ €
H*RY),da Dju € HE (). Damitist ju € H**(R?). Sei umgekehrtu € Lo 16c(£2)

loc

derart, dass u € HFT1(R?) fiir alle n € D(Q2). Dann ist u € H}_(Q) und

nDju = Dj(iu) — (Dyn)u € H*(RY).
Somitist D;u € Hf (Q) nach Induktionsvoraussetzung. Folglich istu € H}"T*(Q)
nach der rekursiven Definition. |
Nun erhalten wir den erwiinschten lokalen Einbettungssatz.

Satz 6.56. Sei 0 C R? offen, m € Ny, k € N mit k > d/2. Dann ist HET™(Q) C
Cm(Q).
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Beweis: Sei v € HT™(Q) und U € Q. Wihle € D(Q2), so dass y = 1 auf U. Dann

loc

istun € H*™(R?) ¢ C™(R?) nach Korollar 6.49. Also ist u € C™(U). O
Nun wollen wir die lokale Regularitidt der Losungen der Poisson-Gleichung

studieren. Wir erhalten wieder ein Shift-Theorem.

Satz 6.57 (Lokale maximale Regularitdt). Sei f € L21oc(2) und u € L3 i0c(€2)
eine schwache Losung von (6.56). Dann ist u € HZ (). Ist f € HE (Q), soist u €
HFT2(Q). Insbesondere ist u € C>(Q), wenn f € C®(Q).

loc

Den Beweis stellen wir fiir einen Moment zuriick. Wir erinnern daran, dass u €
L4 (2) eine schwache Losung von (6.56) ist, wenn

/ u(z) Ap(z) de = / f(z) p(x) dr fir alle ¢ € D(R) gilt. (6.57)
Q

Nattirlich haben wir hier keinerlei Eindeutigkeit, da wir ja keine Randbedingung
vorschreiben. Die Aussage von Satz 6.57 ist nun, dass eine schwache Losung u
automatisch in HZ () ist. Damit existieren die schwachen partiellen Ableitun-
gen Dyuund D;Djuin La 1.(2) fiir i, j = 1,...,d und Au ist gegeben durch

d
Au = Z D?u
j=1

Somit ist Satz 6.57 ein Resultat tiber innere maximale Regularitdt: Alle Ableitun-
gen bis zur Ordnung der Differenzialgleichung existieren automatisch im Raum
L2 10c(€2), also dem Funktionenraum, in dem wir 19sen wollen. Man sagt auch,
dass u eine starke Lisung von (6.56) ist, falls u € HZ (€2). Jede klassische Losung
u € C%(Q) ist auch eine starke Lésung.

Sind ¢, n € C?(9), so lautet die Produktregel fiir den Laplace-Operator
Ane) = (An)p +2VnVe + nlp, (6.58)

wie man leicht nachpriift. Diese Formel werden wir in dem folgenden Beweis
mehrfach benutzen.

Beweis von Satz 6.57. Seien u, f € L2 10c(f2), so dass —Au = f im schwachen
Sinne. Der Beweis erfolgt nun in mehreren Schritten.

a) Wir zeigen, dass u € HL (). Sei dazu € D(f2). Wir miissen zeigen, dass
nu € HY(RY). Sei ¢ € D(R?), dann gilt

Fl) == [ ilo)e = Ap)(o)do
/Q {nup — ul(en) +u(An)e + 2uVpVn}de

- / (u — -+ (An)u)(a) () da +2 / (Vip(e) V() u(z) da.
Q Q
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Damit ist die Abbildung F : D(2) — R linear und es gibt eine Konstante
¢ >0,s0dass [F(¢)| < cf|p| g1 (re) fiir alle € D(Q). Somit hat F' eine stetige
lineare Fortsetzung von H'(R?) nach R. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet
gibt es also genau ein v € H!(R?), so dass

| @ e@ i+ [ Go@Teta) s = [ e - Mg dr

fiir alle ¢ € D(R?). Dav € HY(R?) ist, folgt [, v(p — Ap)dz = [p. nu(e —
Ay) de fiir alle ¢ € D(RY). Da nach Korollar 6.26 D(R?) dicht in H?(R9) ist,
folgt, dass [, (v — nu)(¢ — Ap)dz = 0 fiir alle ¢ € H?*(R?). Nach Satz 6.50
existiert ¢ € H?(R?), so dass p— Ay = (v—nu). Damitist [,(v—nu)? dz = 0.
Das impliziert aber, dass ju = v € H'(R%).

b) Sei n € D(Q). Mit Hilfe von (6.58) zeigt man leicht (Aufgabe 6.15), dass
A(nu) = [(An)u + 2VnVu + nf]” =: ¢g(n) im schwachen Sinn gilt. Da nach
a) Dju € Lgj0c(9), ist VnVu = Z?Zl DnDju € Ly() und somit g(n) €
Ly(R%). Damit folgt aus Satz 6.52, dass u € H?(R?).

¢) Nun beweisen wir die zweite Aussage von Satz 6.57 durch Induktion. Fir k£ =
0 (mit H .(Q) = La1c(Q)) ist sie in b) bewiesen. Wir setzen voraus, dass die
Aussage richtig ist fiir k. Sei f € H'T(Q). Zu zeigen ist, dass u € H'F?(Q).
Sei € D(Q). Nach Induktionsvoraussetzung ist u € Ht?(Q2). Damit ist
g(n) € H*1(R9). Aus Satz 6.52 folgt, dass nu € H*+3(R¢) und damit ist Satz
6.57 bewiesen. ]

Man kann allgemeiner zeigen, dass aus u € L1,10c(2) (statt nur v € L 16c(£2) wie
in Satz 6.57) und f € C*°(Q) aus Au = f folgt, dass u € C*°(Q). Der folgende
Satz, der auf Sobolev zuriickgeht, zeigt, dass die Eigenschaft der maximalen Re-
gularitat in Satz 6.57 fiir die klassischen Ableitungen falsch ist. Daher sind die
Raume C*(Q), k = 0,1,2,..., fiir die Numerik wie auch fiir die Untersuchung
nichtlinearer Probleme ungiinstig. Die negative Aussage im folgenden Satz 6.58
fiihrt uns vor Augen, wie gliicklich wir hingegen in Sobolev-Raumen leben.

Satz 6.58. Sei Q C R4 eine beliebige, offene, nichtleere Menge, wobei d > 2. Dann gibt
es u, f € C.(Q) derart, dass Au = f schwach, aber u ¢ C*(12).

Beweis:

1. Wir geben ein Beispiel in R%. Sei B := {(z,y) € R? : 22 +y? < 1} und u(z,y) :=
(z% — y?)log |log 7|, (z,y) € B, wobei r = (2% + 3?)/2. Dann ist u € C?(B \ {0}).
Da |log s| < 1 fiir 0 < sklein und | log s| < s fiir s groR, ist log | log 7| < |logr| < &
fir 0 < r klein. Damit ist lim, ¢ u(z,y) = 0. Wir nennen die stetige Fortsetzung
von u auf B weiterhin u. Auf B\ {0} ist

1
uy = 2zlog|logr| +(x3—y2x)m
2logr+1
e = 2log|l 5% — y? — (2t — %) ———=——.
ure = loglogr] + (507~ )y — (0t 2P SR

Die Funktion u,, ist in B\ {0} unbeschrénkt, da auf der Diagonalen {(z, z) : |z| <



198 Kapitel 6: Hilbert-Raum-Methoden fir elliptische Gleichungen

11} gilt:
li = lim { 2log|1 LI g
1 gy (2, 2) = lim 3 2log| 0gr|+logr =00

Da u(z,y) = —u(y, x), ist uyy(x,y) = —uqa(y, z). Somit hebt sich der singulédre
Term 2log|log | in Au = u,, + uy, weg und es ist (vgl. Aufgabe 6.24)

4 1
Au = (2% — > — .
u= (" =y’ (7“2 logr Tz(logr)2>

Folglich ist lim, ¢ Au(z,y) = 0.

Sei g € C(B) die stetige Fortsetzung von Av in 0. Dann ist Au = g schwach in
B. Um das zu sehen, beobachten wir, dass u,, u, auf B\ {0} beschrankt sind (es
ist sogar u € C*(B)). Sei ¢ € D(B). Setze B, := {(z,y) € B : 2% +y? > &%} mit
0 < € < 1. Dann ist nach der Green’schen Formel Korollar 7.8

/ uA(pdxz/ ggpdax—F/ <ua—¢—@4p> do.
- B. 9B. ov ov

Mit ¢ | 0 erhalten wir

/uAapdx:/gapdx.
B B

Damit ist bewiesen, dass Au = g schwach gilt. Schlieslich betrachten wir n €
D(B) derart, dass n(z,y) = 1 in einer Umgebung von 0. Dann sind nu € C.(B)
und f := ng + 2VnVu + (An)u € C(B). Man sieht nun leicht, dass A(nyu) =
f schwach (Aufgabe 6.15). Damit ist die Aussage des Satzes fiir die Menge B
bewiesen.

2. Durch Hinzunehmen weiterer Koordinaten und entsprechende Verschiebung
erhélt man leicht ein allgemeines Beispiel, so wie es im Satz gefordert wird. O

Bemerkung 6.59. Die Funktion u aus Satz 6.58 ist jedoch in H2(2) N H}(Q2). Das
folgt aus Satz 6.57, da u kompakten Trager hat.

6.8 Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

Sei ) eine beschréinkte offene Menge im R¢ mit Rand 0. Gegeben seien f €
Ly(©2) und g € C(0). Wir suchen eine Losung des Poisson-Problems
—Au = f auf Q, (6.59a)
Upo = 9 auf 09). (659b)
Sowohl die Gleichung (6.59a) als auch die Randbedingungen (6.59b) sind hier

inhomogen. Ist u € L1(f2) eine schwache Losung von (6.59a), so ist nach Satz 6.57
automatisch v € HZ () und somit ist

d
Au = ZDJZ-u € Lajoc(2).

Jj=1
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Bei der Randbedingung (6.59b) denken wir zunédchst an eine klassische Interpre-
tation: Wenn u € C(Q), so kénnen wir u(z) = g(z) fiir alle z € 9Q verlangen.
Es wird aber nicht immer moglich sein, Losungen von (6.59a) zu finden, die ste-
tig bis zum Rand sind. Deswegen definieren wir die Randbedingung (6.59b) in
einem schwachen Sinn. Dazu brauchen wir jedoch eine Voraussetzung an die
Funktion g.

Definition 6.60.
a) Eine H!-Fortsetzung von g ist eine Funktion G € C(Q2) N H'(2), so dass
Gloa = 9.

b) Eine H!-Ldsung u von (6.59) ist eine Funktion v € H'(2) N HZ, () so, dass
(6.59a) gilt und so, dass g eine H'-Fortsetzung G besitzt, die

w—G e HA(Q) (6.60)

erfiillt. A

Die letzte Bedingung b) interpretieren wir als eine schwache Form der inhomo-
genen Dirichlet-Randbedingung (6.59b). Wir wollen noch zeigen, dass sie unab-
hingig von der Wahl der H'-Fortsetzung G ist; d.h., wir zeigen Folgendes: Gilt
(6.60) fiir eine H'-Fortsetzung G von g, so gilt sie auch fiir jede andere. Denn ist
Gy € C(Q)ﬂHl (Q) eine Funktion mit Gl\a:z =g,50istG1—G4 € C()(Q)ﬂHl Q) C
Hj(92) nach Satz 6.30. Dau — G = (u— G1) + (G1 — G), istalso u — G € H} ()
genau dann, wenn u — Gy € H} ().

Wir werden im nadchsten Abschnitt sehen, dass im Allgemeinen nicht jede Funkti-
on g eine H'-Fortsetzung besitzt. Allerdings reicht schon eine sehr milde Regula-
ritit von g aus, um die Existenz einer H'-Fortsetzung zu sichern. In diesem Fall
gilt folgender Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 6.61. Sei f € L2(Q) und sei g € C(92) eine Funktion mit H'-Fortsetzung. Dann
hat (6.59) eine eindeutige H'-Losung.

Beweis: Die Idee des Beweises ist wie folgt: Sei u € H' () eine H'-Losung. Dann
istv:=u — G € H}(Q2) und diese Funktion erfiillt —Av = f + AG schwach, also

/QVv(m)Vgo(x) dx:/Qf(m)go(x) dxf/QVG(;L')ch(x) dx

fir alle ¢ € D(Q2). Dieses Prinzip begegnet uns spater auch bei den numerischen
Verfahren und heifit ,Reduktion auf homogene Randbedingungen”. Es fiihrt uns
zu folgendem Beweis mittels des Satzes von Lax-Milgram:

a) Existenz: Sei G eine H!(2)-Fortsetzung von g. Dann definiert

/f () da:—/ VG (2)Vp(z)dz, p € Hi (Q),

eine stetige Linearform auf H{ (Q2). Durch a(v, ) := [, Vo(x)Vp(x) dz, v, €
H} (), definiert man eine stetige, koerzive Blhnearform auf H} () (siehe Ko-
rollar 6.33). Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es genau ein v € H}(f2), so
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dass a(v, ) = F(¢p) fir alle p € H0 Q) Fiir alle p € H{(Q) gilt also

/ Vo(z) Vo(z) de = / f(z) p(x)dr — / VG(z) V(p(x) dx.
Setze u := G + v. Dann gilt [, Vu(z = Jo f( z)dx fiir alle
p € D(Q), d.h. —Au = f schwach. Aus Satz 6 57 folgt dass u e H1 Q).
b) Eindeutigkeit: Seien uy, us zwei Losungen und seien G, Gy zwei H L_Fort-
setzungen von g, so dass u1 — G1,us — G € H}(Q). Dann ist u = uy — ug =
(u1 —G1) — (ug — G2) + (G — G2) € H () und Au = 0. Damit ist u = 0 nach
Satz 6.42. O
Wir zeigen als Néchstes, dass fiir Losungen von (6.59a), die stetig bis zum Rand
sind, die klassische Randbedingung die schwache impliziert, falls nur g eine H'-
Fortsetzung besitzt. Das ist bemerkenswert, da © am Rand stark oszillieren konn-
te und somit zunachst nicht klar ist, dass die Ableitungen in L, (€2) liegen.

Satz 6.62. Seiu € C(Q)NHE (), so dass (6.59a) gilt und u(z) = (z)fur alle z € 052
Besitzt g eine H'-Fortsetzung G, so ist u € HY(Q) und u — G € H}(Q).

Beweis: Sei G € H'(Q) N C(2), so dass Gjpq = g. Fiir v :=u — Gist v € Cp(Q) N

HY (). Fiir n € N setze v, := (v — ). Dann gilt v, € C.(Q) N HL (Q) C

H:(Q) C Hj(2) nach Satz 6.29. Ferner ist nach Satz 6.36 Djv, = x(,~1,D;v, j =
.,d.Da—Au = f, gilt fiir p € D(Q)

/QVU(JJ) V(x) dxz/gf(x) o(z) dx—/QVG(x) V(zx)d. (6.61)

Sein € Nund wihle U € , so dass v, (x) = 0 fir x ¢ U. Dann ist v,, € Co(U) N
HY(U) c H}(U). Somit kann v,, durch Testfunktionen in D(U) in H'(U) approxi-
miert werden. Damit gilt (6.61) fiir ¢ = v,,. Da Vv Vu,, = ijl DijvDjvxgps1y =
|Vu,|?, folgt, dass

/ |V (z)|? de
Q

Q

/ Vu(z)Vu,(z)de = / f(x)vp(z)de — | VG(x)Vu,(z)dz
Q Q

IN

1F ez lonllzs + o1 ( / IV’Un(x)|2dx> mit

Cc1 = (/ |VG($)|2d$) = |G‘H1(Q)'
Q

Da ||vn |z, < |[vllz, < llullz, + |G| L,, folgt fir x,, := |v,|g1 () die Abschatzung

= | Vo do < Flsallonlzs +eaz
Q
< e Ulullzs +1GlLs) + cran = 2 + cran
mit co = ||fl|2(JJullz2 + ||G]L,). Damit ist die Folge (z,)nen beschrankt. Da
lvnllz, < ||v]L,, ist (vn)nen in HE(Q) beschrankt. Damit kénnen wir (nach Satz
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4.29) annehmen, dass v,, — w fiir ein w € H}(Q) (nach Auswahl einer Teilfol-
ge). Da aber nach Definition v, — vt in L?(Q), folgt, dass v© = w € H{(Q).
Indem wir u durch —u ersetzen, sehen wir, dass v~ = (—v)* € H}(Q). Somit ist
v € H(Q) und damitu = v + G € H'(Q). ad

Der wesentliche Punkt in Satz 6.62 ist, dass wir bei H'-Fortsetzungen von g be-
liebige Freiheiten haben. Dennoch ist die Losung selbst schon in H'(2), sobald
es solch eine Fortsetzung gibt.

6.9 Das Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Dirichlet-Problem, also den Spezialfall
f = 01in (6.59). Dabei haben wir drei Ziele:

a) Wir zeigen, dass schwache Losungen durch minimale Energie (d.h. mini-
male H!-Seminorm | - | ;1) charakterisiert werden.

b) Durch ein Beispiel zeigen wir, dass es auch fiir sehr einfache regulire Ge-
biete klassische Losungen mit unendlicher Energie gibt.

c) Wir untersuchen genauer, unter welchen Bedingungen an das Gebiet das
Dirichlet-Problem zu jeder Randbedingung eine klassische Losung besitzt.

Sei @ C RY offen und beschrinkt und sei 9 der Rand von 2. Das Dirichlet-
Problem besteht darin, zu gegebenem g € C(912) eine Losung von

Au =0 auf Q, up = 9, (6.62)

zu finden. Erinnern wir uns kurz an die innere Regularitdt der Losungen der
Laplace-Gleichung, Satz 6.57: Wann immer v € L3 1,.(2) und Au = 0 schwach
auf  gilt, dann ist v € C*°(Q2). Somit konnen wir bei Losungen stets von C'*°-
Funktionen ausgehen. Es gilt zu untersuchen, in welchem Sinn die Randbedin-
gung ujpn = g erfiillt ist. Hat g eine H'-Fortsetzung, d.h. gibt es eine Funktion
G € O(Q) N HY(Q), die mit g auf O {ibereinstimmt, so besitzt (6.62) nach Satz
6.61 genau eine H!-Losung: Das ist eine Funktion u € H'(Q) N C*> () derart,
dass Au = 0 und u — G € Hj(Q). Diese H'-Losung ldsst sich durch folgende
Minimaleigenschaft charakterisieren:

Satz 6.63 (Dirichlet-Prinzip). Sei g € C(9S) mit einer H'-Fortsetzung G und sei u
die H*-Losung von (6.62). Dann ist

/Q‘Vu(fﬂ)|2d:v</QWw(a:)|2d:c

fiir alle w € H'(Q), so dass w — G € HJ(Q) und w # u. Die Lisung w ist also genau
die Funktion mit minimaler Energie

02y = / V()P d

unter allen Funktionen in H', die auf dem Rand im schwachen Sinne den Wert g anneh-
men.
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Beweis: Seiw € H'(2),sodassw—G € Hj(Q2) und w # u. Dann gilt ¢ := w—u =
w—G+G—ue Hj(Q).Day #0,ist [, [Vy|? dz > 0. Aus Au = 0und ¢ € Hj ()
folgt [, Vu(2)Vp(x) dz = 0. Daher gilt
[ve@Pds = [V p@)P s
Q
/ |Vu(z)? do + 2/ Vu(z)V(z) de + / |Vo(2)|? do
Q Q Q

= / |Vu(z)|? der/ \V(x)? de > / \Vu(z)|? de,
Q Q Q
also gerade die Behauptung. ]

Nach Definition haben H'-Lésungen des Dirichlet-Problems endliche Energie.
Wir wollen nun klassische Losungen betrachten. Sei g € C(99). Eine klassische
Losung von (6.62) ist eine Funktion u € C?(Q2) N C(Q) derart, dass Au = 0 auf Q
und Uipo = g-
Satz 6.64. Sei u eine klassische Losung. Folgende drei Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Funktion u hat endliche Energie, also |u|g1 () < oo.

(ii) u ist eine H'-Losung.

(iii) g hat eine H*'-Fortsetzung.
Beweis: (i) = (iii): Dau € C(Q), ist G = u eine H!-Fortsetzung von u.
(iii) = (ii): Das ist gerade Satz 6.62. (ii) = (i) ist klar, da v € H'(Q2). |
Wir zeigen nun an einem Beispiel, dass es klassische Losungen gibt, die keine
endliche Energie haben und damit keine H'-Losungen sind. Dazu betrachten
wir die Einheitskreisscheibe D im R?, d.h. D = {z € R? : |z| < 1} mit dem
Einheitskreis 0D = {z € R? : |z| = 1} als Rand. Sei g € C(dD). Dann hat das

Dirichlet-Problem (6.62) die klassische Lésung u € C>(D) N C(D), die gegeben
ist durch

u(rcosf,rsinf) = co + Z rk (ak cos(kf) + by, sin(kH)) (6.63)
k=1
mit0 <r < 1,0 € R, wobei

1 2m 1 27

ap = —/ g(cos 8, sin 0) cos(kB)do, b = —/ g(cos 8, sin 0) sin(k0)do,
T Jo T Jo
1 2

0 = o | g(cos b, sin0)do,

siehe Satz 3.29. Man kann nun die Energie von v mit Hilfe der Fourier-Koeffizien-
ten aj, und by, von g folgendermafien ausdriicken:

Lemma 6.65. Sei u wie in (6.63) definiert. Dann gilt

/ \Vu(@)]*dz =7 k(af +b}). (6.64)
D k=1
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Beweis: Wir erinnern daran, dass fiir stetige Funktionen f : D — [0, c0) gilt:

-1 2m
/D flz)dx = /o /0 f(rcosf,rsin@)do rdr. (6.65)

Wir setzen v(r,0) := u(rcosf,rsinf). Indem man v nach r und 6 differenziert
und nach u, und u, auflost, sieht man, dass

2
[Vl (r cos 0, 7sin §) = ( + —) (r.0), (6.66)

vgl. Aufgabe 6.16. Damit gilt wegen (6.65)

1 2 1}2
/|Vu(x)‘2dx :/ r/ (v$+ r—ﬁ) do dr. (6.67)
D 0 0

Betrachte nun die Funktion vy (r, 0) := 7% (ay, cos(k6) + by, sin(k6)). Fiir die partiel-

2
len Ableitungen vy, und vgg von vy, gilt dann v + 252 = k?r?%~2(af 4 b7). Damit
ist

00 1 27 0
/ |Vu(z)|? de = Z k(a3 + bi)/ r/ 2 2d0 dr = WZ k(aZ +b3).
D k=1 0 o k=1

O

Nun koénnen wir Hadamards klassisches Beispiel von 1906 beschreiben.

Beispiel 6.66 (Hadamard (1906)). Sei g(cosf,sinf) := > 7 27" cos(2?"). Die
Reihe konvergiert normal, also ist g € C(ID). Sei u die Losung von (6.62) mit
Randwerten g (vgl. Satz 3.29). Dann gilt [} [Vu|? dz = oc. Somit ist u ¢ H'(ID).
Mehr noch, es gibt nicht einmal eine Funktion G € H'(D) N C(D), so dass G|sp =

g.

Beweis: Es ist b, = 0 fiir alle k € Nund a;, = 2=, wenn k = 22, wihrend a;, = 0,
wenn k & {2%" : n € N}. Somit gilt wegen (6.64)

/ |Vu(z)|*de =7 Z 22197 — oo,
D n=1

Die letzte Aussage folgt aus Satz 6.64. O

Wir wissen nun, dass selbst fiir ein so regulédres Gebiet wie den Einheitskreis der
Raum W(99Q) := {g € C(0Q) : 3G € C(Q) N H'(Q) mitG s = g} ein echter
Unterraum von C(09) ist. Er ist aber dicht in C'(0€2). Es gilt sogar:

Lemma 6.67. Der Raum D(09) := {G|aq : G € D(RY)} ist dicht in C(992).

Wir geben zwei Beweise von Lemma 6.67 an:

1. Beweis: D(09) ist eine Unteralgebra von C(95), die insbesondere die konstan-
ten Funktionen enthilt. Seien v,y € 012, so dass y # y. Dann gibt es einen Index
j €{1,...,d},sodass y; # y;. Sein € D(R?), so dass n = 1 auf Q (sieche Lemma
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6.7). Setze G(z) := 1 - zj,z € R? dann ist G € D(R?) und G(y) # G(y). Damit
trennt D(052) die Punkte von 02 und die Behauptung folgt aus dem Satz von
Stone-Weierstraf (siehe Satz A.5). |

2. Beweis: Sei g € C(09). Nach dem Satz von Tietze-Urysohn gibt es ein G €
C.(R?), so dass Gjpq = g. Sei G, = 0, * G, dann ist G,, € D(R?) und es gilt
lim,,— G, = G gleichmaBig auf R?, siehe Satz 6.11. O

Ist g € W(09), so ist die H!-Losung von (6.62) stetig auf {2 und beschrankt.
Lemma 6.68. Sei g € W (9S2) und sei u die H'-Losung von (6.62). Dann gilt
u(z) < max g(z) fiiralle = € Q. (6.68)

Beachte, dass u € C*(€2).

Beweis: Sei ¢ := max.co0 g(z) und G € C(Q)NH () mit Gpq = g.Seiv € Hg ()
die eindeutige Losung von

/Vv(x) Vo(zx) dm:/VG(:E) Vo(z)dz, o€ H}(Q).
Q Q

Dann ist u := G + v die H'-Lésung von (6.62), siche den Beweis von Satz 6.61.
Da g <c,ist (G—c)" € Co(Q) NHYQ) C HY(Q).Da (u—c)" < (G —c)" +vT,
folgt aus Satz 6.38 b), dass (u — ¢)* € H{(Q). Nun folgt aus dem schwachen
Maximumprinzip Satz 6.43, dass u(x) < c fiir alle z € , d.h., es gilt (6.68). O

Wenden wir (6.68) auf —g statt g an, so schliefSen wir, dass
i < < .
min g(z) < u(z) < maxg(z) (6.69)
fiir alle z € ©, wobei u die H'-Lésung von (6.62) ist. Wir betrachten nun die

Abbildung T : W(9Q) — C®(12), die jedem g € W(09) die H!-Lésung u von
(6.62) mit Randwert g zuordnet. Hier ist

C*(Q) := {v: Q — R : v ist stetig und beschrankt}

ein Banach-Raum bzgl. der Supremumsnorm
[V () = sup |v(z)].
zEQ

Aus der Eindeutigkeit der H'-Losungen folgt nun, dass T linear ist.
Ferner impliziert (6.69), dass die Abbildung T : W (99Q) — C®({2) kontraktiv ist,
d.h., esist

ITgll~) < lgllcon) » g € W(09Q). (6.70)

Da W (09) dicht in C(99) ist, besitzt T eine eindeutige kontraktive Fortsetzung
T : C(09) — C(Q). Wir benutzen hier den Begriff , Kontraktion” im weiteren
Sinn, d.h. fiir Operatoren von Norm < 1. Manchmal werden diese auch ,nichtex-
pansiv” genannt.

Definition 6.69. Sei g € C(99). Dann heift u, := T'g Perron-Lisung von (6.62). /A
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Die Perron-Losung ist harmonisch und erfiillt das Maximumprinzip.
Satz 6.70. Sei g € C(0N2) und sei ug die Perron-Losung von (6.62), dann gilt:
(@) ug € C*(Q) und Aug = 0 auf Q
(b) min,coq g(2) < ug(z) < max.con g(z) fiir alle v € Q
Beweis: (a) Sei g, € W(0RQ), so dass g, — g in C(92). Dann ist nach Definition
ug(z) = lim, o0 ug, (x) gleichmaBig auf 2. Da Au,, =0, gilt fiir p € D(Q)

/ng (x) Ap(z)de = lim [ ug, (z) Ap(z)dr = 0.

n—oo Q
Es ist also Au, = 0 schwach in 2. Damit folgt aus Satz 6.57, dass u, € C*>(Q).
(b) Die Behauptung folgt aus (6.69) durch Grenziibergang. O

Bemerkung 6.71. Man kann Folgendes zeigen: Ist v eine klassische Losung von
(6.62), soist uy = u. Damit ist also die Perron-Losung eine Verallgemeinerung der
klassischen Losung. Wir verweisen auf die ergdnzenden Kommentare am Ende
des Kapitels. A

Nun fiihren wir eine analytische Bedingung fiir Randpunkte z € 02 ein.

Definition 6.72. Eine Barriere in z € 0 ist eine Funktion b € C'(2 N B), wobei
B = B(z,r) eine Kugel mit Mittelpunkt z und Radius r ist, die folgende drei
Eigenschaften hat:

a) b ist superharmonisch auf 1 N B, d.h.

/ b(x) Ap(z)dx <0 furalle0 < ¢ € D(QN B);
Q

b) b(z) > O firallex € QN B, x # z;
c) b(z) =0.
Die Funktion b heif}t H!-Barriere, wenn zusitzlich b € H*(B N Q) ist. AN
Dann gilt folgender Satz:
Satz 6.73. Sei z € OQ und es gebe eine H'-Barriere in z. Dann gilt fiir jedes g € C(99)
lim wy(z) = g(2). (6.71)

Q3r—2z
Beweis: Wir betrachten zunéichst einen Spezialfall.
1. Fall: Es gibt G € D(R?), so dass G|sq = g. Sei v € H}(9), so dass —Av = AG.
Dann gilt u, = G + v nach der Definition der H'-Lésung von (6.62). Sei ¢ > 0.
Wir zeigen, dass

limsup ug(z) < g(2) +¢. (6.72)

OSr—z o
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Sei B = B(z,r) eine Kugel, die so klein ist, dass es nach Voraussetzung eine H L
Barriere b € H' (2N B) N C(Q2 N B) gibt, so dass

G(z) —g(z) —e < Ofiirallex € B. (6.73)

Dazu beachte man, dass G stetig in z und G(z) := g(z) ist.
Sei w(x) 1= ugy(x) — g(2) — e — b(z),z € N B. Indem wir die Barriere mit einer
positiven Konstanten multiplizieren, konnen wir wegen b) annehmen, dass

b(x) > [Jugllr. (o) — 9(2) furallex € 9B N Q. (6.74)

Damit ist w™ € H}(Q N B), was wir gleich zeigen werden. Da w € H(Q N B)
und —Aw = Ab < 0, folgt dann aus dem schwachen Maximumprinzip (Satz
6.43), dass w < 0. Somit ist u, < g(z) + ¢ + b. Da b(z) = 0, folgt schlieflich, dass
lim supgs,_., ug(z) < g(2) +e.

Es bleibt zu zeigen, dass w™ € H}(Q N B). Esist w € HY(Q N B) und w =
v+G—G(z)—e—b.DaG—G(z)—e < 0und b > 0 auf QN B, folgt w™ < v*. Ferner
gilt wegen (6.74) fiir » € 90BN die Ungleichung w(z) = u,(x) — G(2) —e—b(z) <
—e. Da v € H}(Q), gibt es Funktionen ¢,, € D(R), so dass ¢, — v in H*(Q).
Dann konvergiert die Folge o7 A wt — v Aw' = wT in H(Q N B) (siehe Satz
6.36). Es ist o Awt € C.(QN B)N HY QN B),da ¢} € C.(2) und wt = 0
in einer Umgebung von 9B N . Damit ist o7 A wt € H(Q2 N B). Folglich ist
wt € H (2N B). Damit ist (6.72) bewiesen.

Da ¢ > 0 beliebig ist, gilt lim supg5,_., ug(z) < g(z). Indem wir g durch —g erset-
zen, erhalten wir daraus, dass lim supq,_,, ug(x) > g(z), womit (6.71) bewiesen
ist.

2. Fall: Sei g € C(9€) und ¢ > 0. Dann gibt es eine Funktion h € D(9), so dass
IR —gllca) < /2. Damit gilt wegen Satz 6.70 (b) fiir x € Q

lug(x) = g(2)| < Jug(@) = un(@)| + Jun(z) = h(z)] + [(2) = 9(2)]
< 2llg = hllco) + lun(z) = h(2)] < e+ |un(z) = h(2)] .
Damit folgt aus dem 1. Fall, dass lim supq5,_,., |ug(2)—g(2)| < e.Dae > 0beliebig
ist, ist der Beweis vollstandig. O
Tatséchlich ist das Barrieren-Kriterium auch eine notwendige Bedingung, so dass
wir folgendes Hauptresultat formulieren konnen:
Satz 6.74. Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Zu jedem g € C(0) gibt es eine klassische Losung u € C%(Q)NC(Q) von (6.62).

(ii) In jedem Punkt z € O gibt es eine H'-Barriere.

(ii) In jedem Punkt z € 02 gibt es eine Barriere.
Beweis: (ii) = (i) ergibt sich aus Satz 6.73.
(i) = (ii) Sei z € 9 und definiere g(x) = |z — z|?. Dann ist g € C>°(R?). Sei u die
Losung von (6.62). Indem wir das starke Maximumprinzip [26, 2.2 Theorem 4] auf
jede Komponente von €2 anwenden, sehen wir, dass u(z) > 0 furalle z € Q\ {z}.

Damit ist u eine H!-Barriere.
Wir verweisen auf [21] fiir die Implikation (iii) = (i). O
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Wir nennen Q Dirichlet-requlir, wenn es zu jedem g € C(912) eine klassische Lo-
sung des Dirichlet-Problems (6.62) gibt. Nach Satz 6.74 ist also {2 genau dann
Dirichlet-reguldr, wenn es in jedem Punkt z € 9 eine H'-Barriere gibt.

Beispiel 6.75. Fiir d = 1 ist jede beschrédnkte offene Teilmenge €2 von R Dirichlet-
reguldr.

Beweis: Sei z € 092 und setze b(z) = |z — z|. Dannist b € C*°(R\ {z}) und Ab=0
auf R\ {z}. Somit ist b eine H'-Barriere in 2. O

In der Ebene ist die Segment-Bedingung hinreichend.

Definition 6.76. Die Menge (2 erfiillt die Segment-Bedingung, wenn zu jedem z €
0N ein zg € R?\ {2} existiert, so dass gilt: Axg + (1 — \)z & Q fiir alle A € [0,1],
vgl. Abbildung 6.2.

Zo
9) *o
Q z

Abbildung 6.2. Die Segment-Bedingung ist in beiden linken Fallen erfiillt. Im Fall rechts
(punktierte Scheibe) ist die Bedingung nicht erfiillt.

Satz 6.77. Erfiillt Q0 C R? die Segment-Bedingung, so ist Q Dirichlet-reguliir.

Beweis: Sei z € 0. Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraus-
setzen, dass z = 0 und dass Q N B(0,7) C {re?? : 0 < r < ry,—7 < § < 7} (sonst
verschieben und drehen wir 2). Dann definiert

—logr
(logr)2 462’

eine Barriere. O

b(r,0) = —T<O<T,0<r<rg

Bemerkung 6.78.
a) In der Ebene gibt es eine sehr allgemeine und handliche Bedingung fiir die
Dirichlet-Regularitit: Jede beschriankte, offene, einfach zusammenhéngen-
de Menge ist Dirichlet-reguldr (siehe [20]).

b) Die punktierte Kreisscheibe Q = {z € R? : 0 < |z| < 1} (siehe Abbildung
6.2) ist nicht Dirichlet-reguldr, siehe Aufgabe 3.19. A

Wir betrachten nun auch hohere Dimensionen und geben zunéachst ein recht gro-
bes Kriterium an.
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Satz 6.79. Sei Q@ C RY offen und beschriinkt, wobei d > 2. Die Menge ) erfiille die
duBere Kugel-Bedingung. Das heifit, zu jedem = € OS2 gibt es ein zy € R\ {z}, so
dass

QN B(wo, |0 — 2|) = {2}, (6.75)
vgl. Abbildung 6.3. Dann ist Q) Dirichlet-regqulir.

Beweis: Sei d > 3 und z € 9. Wihle ein 7o € R?\ {z}, so dass (6.74) gilt. Dann
definiert

1 1
b(x) := —
@ = { e ~ =
eine Barriere. Fiir d = 2 siehe [21, 4.18, p. 274]. O

Korollar 6.80. Jede offene, beschriinkte konvexe Menge 2 im RY ist Dirichlet-regulir.

Beweis: Sei z € 0f2. Der Satz von Hahn-Banach (z.B. [46, Kap. III]) impliziert, dass
es ein ¢ € R4 gibt, so dass « - ¢ < ¢ z fiir alle z € Q. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei z = 0. Wahle zy = cund r = |z|. Dann ist QN B(zo, |10 —2|) =
{z}.Dennsei |z — ¢| < |zg — 2| = r und x # 0, dannist z - ¢ > 0 und somit = ¢ Q.
Beachte, dass |z|? — 2z -c+ 712 = (z —¢) - (z —c) < rZ. O
Wir werden in Kapitel 7 die Glattheit des Randes einer offenen Menge beschrei-
ben. Der Rand kann etwa C! oder nur Lipschitz-stetig sein. Jedes Polygon im
R? hat einen Lipschitz-Rand. Auch konvexe beschrinkte Mengen haben einen
Lipschitz-Rand. Ohne Beweis erwahnen wir folgendes Resultat (siehe [21]).

Satz 6.81. Sei Q C RY ein offenes, beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Dann ist
Dirichlet-regulir. O

o0

Abbildung 6.3. Veranschaulichung der dufleren Kugel-Bedingung fiir d = 2.

Wir erwéhnen, dass im R? die Stetigkeit des Randes nicht automatisch die Dirich-
let-Regularitdt impliziert. Wenn man eine Spitze rotiert, so erhdlt man im R? ein
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Abbildung 6.4. Die Lebesgue’sche Cusp-Menge.

Gebiet, das nicht Dirichlet-regulér ist, falls der Stachel spitz genug ist und in das
Gebiet hineinragt (siehe Abbildung 6.4). Ein solches Beispiel stammt von Lebes-
gue aus dem Jahre 1912. Wir verweisen auf [7], wo solch ein Beispiel explizit
durchgefiihrt wird. Es zeigt insbesondere, dass die Regularitit der auf dem Rand
vorgegebenen Funktion ¢ nicht impliziert, dass eine klassische Losung existiert:
Man kann die Funktion ¢ € C(02) in dem Beispiel so wihlen, dass sie in je-
dem z € 91 eine harmonische Fortsetzung auf eine Umgebung von z im R? hat
und dennoch keine Losung des Dirichlet-Problems existiert. Die Perron-Losung
ug oszilliert in der Ndhe des Punktes z und hat keine stetige Fortsetzung in z. Das
Beispiel zeigt auch, dass im Raum (also im R?) die Segment-Bedingung nicht fiir
die Regularitét reicht.

6.10 Elliptische Gleichungen mit Dirichlet-Randbedingungen

Statt des Laplace-Operators betrachten wir in diesem Abschnitt einen allgemei-
neren elliptischen Operator mit variablen Koeffizienten. Sei 2 C R? eine offene,
beschréankte Menge und seien a;;, bj, ¢ € L>(12), so dass fiiralle ¢ € R?und z € Q

d

3 ay(@)Eg; > alef?, (6.76)

ij=1
wobei a > 0. Man nennt (6.76) die gleichmdfige Elliptizitits-Bedingung.

Bemerkung 6.82. Im symmetrischen Fall, d.h. wenn a;; = aj;, ist die Bedingung
(6.76) aquivalent dazu, dass der kleinste Eigenwert der Matrix (a;;(x))i j=1,....d
einen Wert von mindestens o hat. Wir wollen aber auch nichtsymmetrische Ma-
trizen zulassen. A
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Unser Ziel ist es, eine Randwertaufgabe der Form

d d
— Y Di(aijDju) + Y biDju+cu= f, (6.77a)
j=1

1,j=1

ujp =0, (6.77b)

zu untersuchen, wobei f € Ly((2) gegeben ist. Ist a;j(z) = 1 fliri = jund a;; =0
furi # j, b; = ¢ = 0, so ist (6.77) die Poisson-Gleichung —Awu = f, die wir vorher
betrachtet haben.

Das Erste, was bei der Gleichung (6.77) auffillt, ist, dass unter unseren allgemei-
nen Voraussetzungen der Ausdruck D;(a;;Dju) selbst fiir zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktionen u nicht definiert sein muss. Aber wir werden wieder mit
schwachen Losungen arbeiten. Dazu setzen wir zuerst voraus, dass a;; € C*(Q).
Istu € C2%(Q) eine Losung von (6.77a), so erhalten wir durch partielles Integrieren

d d

/Q { > aij(@)Djulz)Dip(x) + Y bj(w)Dju()p(z) + C(x)U(x)SO(a?)}dx

2,j=1 Jj=1

= [ f@g(@)de (6.78)

fiir alle ¢ € D(£2). Dieser Ausdruck ist sogar wohldefiniert, sobald u, p € H'().

Definition 6.83. Eine schwache Losung von (6.77) ist eine Funktion u € H}(Q2), so
dass (6.78) fiir alle ¢ € D(Q) gilt. A

Diese Definition fiihrt uns zu der Bilinearform
d

d
a(u,v) ::/Q{ Z a;j(z)Dju(z)D;v(x)+ j;bj(x)Dju(x)v(x) + c(x)u(m)v(x)}dm,

ij=1
u,v € Hi(Q). Offensichtlich ist die Form a : H}(Q) x H(Q) — R bilinear und
stetig. Die Form a(-, -) ist koerziv, falls die Koeffizienten geeignete Bedingungen
erfiillen. Dann erhalten wir Existenz und Eindeutigkeit von (6.77).
Satz 6.84. Zusitzlich zu (6.76) gelte eine der folgenden beiden Bedingungen:

(a) 2?21 bi()? <2ac(z), z€Q, oder

(b) b € CH(Q) und Y1_; (D;b;)(x) < 2c(x), x € Q.
Dann gibt es zu jedem f € Lo(S2) eine schwache Losung von (6.77).

Beweis: Sei f € L»(Q). Eine Funktion u € H} (1) ist genau dann eine schwache
Losung von (6.77), wenn

a(u, ) = /Qf(x)g@(x) dx  furalle ¢ € D(Q). (6.79)
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Da D(Q) dichtin H}(Q) ist, ist dies éiquivalent dazu, dass (6.79) fiiralle p € H} ()
gllt Die Abbildung ¢ — [, f(z)¢(x)dx definiert eine stetige Linearform auf
H}(Q). Nach dem Satz von Lax- Mllgram existiert somit eine schwache Losung,
falls a(-, -) koerziv ist. Wir zeigen nun, dass dies sowohl unter der Voraussetzung
(a) als auch unter (b) erfiillt ist.

Im Fall (a) wenden wir die Young-Ungleichung (5.18) an und erhalten

o 1
ubjDju < §(Dju)2 + %b?u2.

Damit gilt wegen (6.76)

2 «a 2 3. 1 2 N2 2
a(u) > a/Q|Vu(x)| dm—E/Q|Vu(x)\ dz—%/gj;b](x) u(z)” dz
—|—/Qc(x)u(x)2 dzx > %/Q|Vu(x)|2 dz.

Da wegen der Poincaré-Ungleichung der Ausdruck

<%/|Vu(x)|2dx> \/7|u|H1

eine dquivalente Norm auf H; () definiert, ist die Koerzivitit damit gezeigt.
Im Fall (b) integrieren wir partiell und erhalten fiir u € D(Q2) zunachst

/ij(x)Dju(x) u(z)de = /ij%Djiﬁ dzx = —% /Q Djbj(z)u(z)? dx

furj =1,...,dund damit

d
/sz_;bj(x)Dju(x)u(x)dx+/Qc(gg)u(x) dx
d

- _%/QZ:Djbj(:c)u(ar;)2 d:z:—l—/c(:c)u(:z:)2 dz > 0.

j=1 @

Damit gilt a(u) > a [, [Vu(x)* dz fiir alle v € D(Q2) und folglich auch fiir alle
u € Hi(Q). O

6.11 H>-Regularitat

Sei () eine offene, beschrankte Menge im R?. Wir hatten gesehen, dass die Lésun-
gen der Poisson-Gleichung immer in H?2 () liegen. Hier wollen wir der Frage
nachgehen, unter welchen Bedingungen sie sogar in H%((2) liegen. Es dreht sich
also um die H?-Regularitit am Rande. Sie ist auch wichtig fiir Fehlerabschitzun-
gen bei numerischen Verfahren (vgl. Kapitel 9) und hangt von der Regularitit des
Randes ab. Eine Menge ) heif3t konvex, falls mit z,y € Q auch Az + (1 — Ny € Q
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fuir alle A € (0,1). Wir erinnern daran, dass es zu jedem f € L (2) eine eindeutige
Losung des Poisson-Problems

u € HY (Q) N HE(Q), (6.80a)
—Au=f, (6.80b)
gibt (Satz 6.42 und Satz 6.57).
Satz 6.85. Ist 2 konvex, so ist fiir jedes f € Lo(Q) die Losung u von (6.80) in H?(€2).

Wir verweisen auf [29] oder [22, 7.4] fiir den Beweis. |

Bemerkung 6.86. Die Aussage von Satz 6.85 bleibt richtig, wenn 2 einen C?-
Rand hat (siehe Definition 7.1), aber nicht notwendigerweise konvex ist, siehe
[16, Théoreme IX.25] oder [26, 6.3 Theorem 4]. VAN

Als Néchstes wollen wir an einem Beispiel zeigen, dass die Losung von (6.80)
nicht ohne weitere Voraussetzungen in H?(2) ist. Wir betrachten folgendes Ge-
bietim R? = C.Sei 7 < a < 27, 19 > 0 und

Qary = {T61910§T<T0, 0<6<a}l,

vgl. Abbildung 6.5. Zunichst betrachten wir das Dirichlet-Problem. Sei h(z) := 2

Abbildung 6.5. Gebiet Q4 .

mit 3 = 7. Dann ist h holomorph auf ., und stetig auf ﬁam. Somit ist der
Imaginérteil v = Im h von h harmonisch. Es gilt v(r cos§,7sin ) = 7 sin(36),
Vsan,y = 97 wobei g(roe'?) = ’/‘g sin((0) fiir 0 < 6 < a und g(re'®) = g(r) = 0 fiir
0 < r < ry. Wie fiir jede holomorphe Funktion gilt 4’ (z) = (Imh), (z)+i(Imh),(z).
Also ist hier v, + iv, = B2°~1. Leiten wir diese Funktion wiederum ab, so liefert
das gleiche Argument 3(8 — 1)2°~2 = v, + iv,,. Da

70 T0
/ |22 dz = / rarP=22 gr = a/ r2P=3 dr = o,
Q 0 0

folgt, dass v ¢ H?(Qa.,). Allerdings folgt aus Satz 6.62, dass v € H'(Q4.r,)
(was man mit (6.66) auch direkt nachrechnen kann). Nun modifizieren wir das
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Beispiel, um eine Losung des Poisson-Problems anzugeben, die nicht in H?()
ist.

Sei n € D(R?), so dass n(z) = 0 fiir [z| < % und 5(z) = 1 fiir z € Qqr, mit

|z| > 2. Fiur G(z) = n(z) Imh(z) gilt G € C*(Qa,) und G|,, = g. Nun
sei u € H}(Qa,r,) die eindeutige Funktion, fiir die —Au = AG =: fin Qg -
Dann wissen wir aus Satz 6.62, dass v = G + u. Damit ist u ¢ H?*(Q,,.,), da

v ¢ H?*(Qq,r,). Wir haben also Folgendes gezeigt:

Beispiel 6.87. Es gibt eine Funktion f € C*(Qq ), so dass fiir die Losung u von
(6.80) mit Q = Q, ,, gilt: u € C(Qy,ry), aber u ¢ H(Qg 1y )- A

Man kann dieses Beispiel auf jede offene, beschrinkte Menge mit einer nichtkon-
vexen (d.h. eintretenden) Ecke erweitern:

Definition 6.88. Sei 2 C R? offen und beschrankt, z € 9. Wir sagen, dass ) in
z eine nichtkonvexe Ecke hat, falls es nach Wahl eines kartesischen Koordinatensys-
tems einen Winkel 7 < o < 27 und ein € > 0 gibt, so dass

z4re? € fir 0<r<e 0e(0,a),
z—i—reiegéQ fir 0<r<e a<6<2m
Man vergleiche Abbildung 6.6. A

Abbildung 6.6. Gebiet Q? mit nichtkonvexer Ecke z.

Satz 6.89. Sei Q2 C R? eine offene, beschriinkte Menge mit einer nichtkonvexen Ecke.
Dann gibt es eine Funktion u € Hg(Q) N HZ (Q), so dass —Au =: f € Lo(Q2), aber
u ¢ H*(Q).

Beweis: Sei U := {re’’ + 2: 0 < r <, 0 < 6 < a}. Nach Beispiel 6.87 gibt es eine
Funktion w € H}(U) N HE_(U), so dass —Aw = g € Ly(U), aber w ¢ H?*(Uy),
wobei Uy := U N B (z,5). Setze w durch 0 auf Q \ U fort. Dann ist w € Hg (1)
(siehe Satz 6.27). Sei n € D(R?), so dass suppn C B(z,¢) und n = 1 auf B (z,%).
Setze u := wn. Dann ist u ¢ H?(Q), aber u € H}(Q) N HZ () und —Au =
—ng — 2VwVn —wAn € La(Q). O
In Kapitel 9 werden wir auf das spezielle Beispiel des L-Gebietes Q = (—1,1)2 \
[0,1)? zuriickkommen. Offenbar hat 2 im Nullpunkt eine nichtkonvexe Ecke, also
ist das Poisson-Problem nicht H?-reguldr.
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6.12* Kommentare zu Kapitel 6

Das Dirichlet-Problem ist eines der éltesten und am hé&ufigsten betrachteten Probleme
der Analysis. Der Name wurde von Riemann geprédgt zu Ehren seines Lehrers Johann
P.G.L. Dirichlet. Dirichlet (1805-1859) hielt von 1831 bis 1855 Vorlesungen an der Uni-
versitdt von Berlin und trat 1855 die Nachfolge von Gaufl an der Universitdt Gottingen
an. In seiner Vorlesung tiber Potentialtheorie sprach er tiber das (von Riemann nach ihm
benannte) Dirichlet-Prinzip. Es fiihrte zu einem nachhaltigen Disput in der Mathematik,
nachdem Weierstraf$ 1869 durch ein Beispiel gezeigt hatte, dass ein Minimum von Energie-
Integralen nicht angenommen werden muss. Es waren Arzeld 1896 und Hilbert 1900, die
unabhéngig voneinander die ersten rigorosen Losungen des Dirichlet-Problems mit Hilfe
von Minimierung (Variationsprinzip) gaben. Aber es blieb die Frage offen, ob jede Funk-
tion u € C(Q) mit Au = 0 auf Q endliche Energie [, [Vu(z)|? dz hat. Ein erstes Gegen-
beispiel wurde von Friedrich Prym im Jahr 1871 gegeben. Berithmt wurde Hadamards
Beispiel von 1906, das wir reproduziert haben.

Die Definition der Perron-Losung, die wir hier geben, ist an unseren Ansatz iiber Sobolev-
Raume angepasst. Oskar Perron (1880-1975) gab im Jahr 1905 eine andere (aber dquiva-
lente) Definition: Sei Q C R? offen und beschrankt und sei g € C(99Q). Eine Funktion

v € C(Q) heiflt Unterlosung des Dirichlet-Problems, wenn
a) limsupg,_,, v(r) < g(2), z € 9Q und
b) —Av < 0 schwach,

d.h. [, v(z)Ap(x)dz < 0fir 0 < ¢ € D(Q).

Eine Oberlosung ist eine Funktion w € C(£2), so dass
a) limsupq,,_,, w(z) > g(z), z € 02 und
b) —Aw > 0 schwach.

Es existieren dann
u(x) := inf{w(x) : w ist Oberlosung} und wu(z) := sup{v(z) : v ist Unterlosung}

fir alle x € Q. Ferner ist u = v und w € C*°(Q) ist beschrankt sowie Auw = 0. Schliefflich
gilt fiir alle z € Q
i <u < .
min g(z) < u(z) < max g(z)
Hat (6.62) eine klassische Losung u, so ist u = u. Wir verweisen fiir diese Resultate auf
[21]. In der Literatur nennt man w die Perron-Losung. Man kann zeigen, dass dieser Begriff

mit dem in Definition 6.69 gegebenen tibereinstimmt [8]. Insbesondere ist also u = uy,
falls u eine klassische Losung von (6.62) ist.

Oskar Perron war ein bemerkenswerter Mathematiker. Er wirkte als Professor in Ttibin-
gen, Heidelberg und Miinchen und hat auf vielen verschiedenen Gebieten der Mathema-
tik geforscht. Beriihmt ist seine Losung des Dirichlet-Problems, die wir eben dargestellt
haben, aber auch seine Arbeit tiber positive Matrizen (Perron-Frobenius-Theorie). Perron
gehorte zu den mutigen Wissenschaftlern, die ihre antinationalsozialistische Haltung un-
ter der Diktatur deutlich erkennen liefsen.

Der wichtigste Operator in diesem Buch ist der Laplace-Operator. Sein Namensgeber,
Pierre-Simon Laplace (1749-1827), studierte die Bahnen der Planeten, und in seinem be-
rithmten Werk Traité de Mécanique Céleste, das er 1799 veroffentlichte, spielt die Laplace-
Gleichung eine entscheidende Rolle. Eine wichtige Frage, der sich Laplace widmete, ist
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die Stabilitdt des Planetensystems, die er mit Hilfe der Newton’schen Mechanik 16ste (wie
er meinte). Isaac Newton (1643-1727) selbst glaubte nicht an die Stabilitat: Vielmehr mein-
te er, dass es von Zeit zu Zeit eines gottlichen Eingriffs bedarf, um die Dinge wieder zu
,richten”.

Als Laplace sein Werk Napoleon tiberreichte, sagte dieser: ,Sie haben so ein gewaltiges
Buch tiber das System der Welt geschrieben, ohne den Schopfer zu nennen.” Die Ant-
wort von Laplace wurde beriihmt: ,Je n’avais pas besoin de cette hypotheése-la” — diese
Voraussetzung habe ich nicht gebraucht. Laplace hatte Napoleon bereits in jungen Jahren
kennen gelernt: Im Jahre 1784 priifte er den 16-jdhrigen Napoleon fiir die Aufnahme in
die Offiziersschule. Wie wire wohl die Geschichte verlaufen, hitte er ihn durchfallen las-
sen? Napoleon zeigte Bewunderung fiir die Mathematik und erhob Laplace spéter in den
Stand eines Marquis. Im Jahre 1799 wurde er sogar zum Innenminister ernannt. Anders
als Fourier war Laplace in solch einem politischen Amt aber nicht erfolgreich. Napleon
entlief ihn nach nur sechs Wochen: Laplace habe den Geist des , infinitesimal Kleinen” in
die Regierung gebracht.

Laplace ist bekannt durch den Entwicklungssatz fiir Determinanten, den er als junger
Mann fand, aber auch durch seine grundlegende Arbeit in der elementaren Wahrschein-
lichkeitstheorie. Sein Hauptwerk tiber die Himmelsmechanik war sehr erfolgreich — aber
keine leichte Lekttire. Kollegen und sogar er selbst hatten Miihe, den zwar korrekten, aber
oft ltickenhaften Argumenten zu folgen. Es gefiel ihm, immer wieder ein Argument durch
den Satz 11 est aisé a voir” — wie man leicht sieht — zu ersetzen. Dieser stilistische Trick hat
sich in der mathematischen Literatur durchgesetzt, oftmals zum Leidwesen des Lesers.

6.13 Aufgaben

Aufgabe 6.1 (Trager von messbaren Funktionen). Sei Q C R? offen und f : Q —
R messbar. Setze Oy := {z € Q : Je > 0, so dass f(x) = 0 fast tiberall auf B(z,¢)}.
Die Menge supp f :=  \ Oy heift der Triger von f.

a) Zeigen Sie: Oy ist die grofite offene Menge U in €2, auf der f fast tiberall
verschwindet.

b) Seien f, g € Lo(R?). Dann ist supp f * g C supp f + supp g.

Aufgabe 6.2. Sei Q) C R? offen, j € {1,...,d}. Zeigen Sie, dass — [, u Djvdx =
Jo Djuvdx firallew € H'(Q), v € Hy(Q).

Aufgabe 6.3. Seien u € H?(2) mit @ C R? offen. Zeigen Sie, dass D;D;ju =
DjDiU fur Z,] = 1, ‘e 7d.

Aufgabe 6.4. Sei Q =D := {z € R?: |z] < 1},d > 3,u € C1(Q\ {0}) derart,
dass [, <, lu(@)|*dr < co und  [i_, oy [Vu(z)? dz < oco. Zeigen Sie, dass

u€ HY(Q)und (Dju)(z) = (%‘J(I) fiir x # 0.
Anleitung: Sei ¢ € D()). Zeigen Sie, dass es p,, € D(Q\ {0}) gibt, so dass ¢, — ¢

in H'(Q2). Wahlen Sie ¢,,(z) := f(n|z|)¢(z) wie in Bemerkung 6.31.

Aufgabe 6.5.
a)Sei Q' =D = {z € R?: |z| < 1}, u(x) = |z|?>*. Bestimmen Sie, fiir welche
a € R die Funktion u in H'(Q) liegt.
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b)Sei d > 3, Q2 C R? offen, Q # (. Zeigen Sie, dass H'(2) eine unstetige
Funktion enthalt.
Aufgabe 6.6.
a)Sei @ = D{x € R? : |z| < 1} und sei n € D(Q) derart, dass n(x) = 1 fiir
lz| < 4. Seiu(z) = (log ‘71‘)1/4 -n(x). Zeigen Sie, dass u € H*(Q).

b) Sei & C R? offen, Q # (. Zeigen Sie, dass H'(Q2) unstetige Funktionen
enthalt.

Aufgabe 6.7. Zeigen Sie, dass D(R?) dicht in H?(RY) ist. Anleitung: Beweis von
Satz 6.25.

Aufgabe 6.8. Sei Q = (0,1) U (1,2). Zeigen Sie, dass C(2) N H*(Q) nicht dicht in
H*(Q). Hinweis: 10,1y € H* ().

Aufgabe 6.9 (Variante der Produktregel). Sei Q C R? offen. Zeigen Sie, dass fiir
uwund v in HY(Q) N L*°(Q) auch das Produkt uv in H'(Q2) liegt und D;(uwv) =
Djuv+u Djv gilt.

Aufgabe 6.10 (Variante der Kettenregel). Sei f € C'(R), sup,cp |f/(z)] < oo und
Q) C R?beschrinkt. Zeigen Sie, dass die Zuordnung ¢(u) := f ou eine Abbildung
o HY(Q) — H'(Q) definiert und D;p(u) = (f' o u) Dju gilt.
Aufgabe 6.11. Sei Q2 C R? offen und « und v in H*(2).
a) Zeigen Sie, dass auch w := u A v, definiert durch w(z) := min{u(z),v(z)},
in H'(2) liegt, und bestimmen Sie die schwache Ableitung.

b) Zeigen Sie, dass (—u) A (—v) = —(u V v), und schlieflen Sie, dass auch (u V
v)(z) = max{u(z),v(z)} eine Funktion u Vv € H'(2) definiert.
Aufgabe 6.12. Sei (2 C R? offen (nicht notwendigerweise beschrinkt). Zeigen Sie:
a) Ist u € H'(Q), so ist auch u A 1 in H'(Q2). Bestimmen Sie die Ableitung.

b) L>°(Q) N H(Q) ist dicht in H'(12).

Aufgabe 6.13. Betrachten Sie die in Satz 6.42 gegebene Situation mit A > 0 Sei
f(z) <1 fast tiberall. Zeigen Sie, dass A u(x) < 1 fast tiberall.

Aufgabe 6.14 (Satz von Riemann-Lebesgue). Sei d € N. Wie {iblich sei Co(R?) :=
{u € C(RY) : lim|;| o0 u(x) = 0}. Zeigen Sie:
a) Istu € LY(RY), soist Fu € C(R?).

b) Die Abbildung u — Fu ist von L!(R?) nach L>°(R?) linear und stetig.

c)Sei u € D(R?). Es gibt ein ¢ € R mit |[Fu(r)| < fir z € R? Ins-

(&
= I4[z[?
besondere gilt Fu € Co(R?). Hinweis: Man kann die Rechenregeln fiir die
Fourier-Transformation ausnutzen.
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d) Fiir jedes u € L'(RY) ist Fu € Co(R?). Erinnerung: Co(R?) ist in L>°(Q)
abgeschlossen.
Hinweis: Man darf hier ohne Beweis verwenden, dass D(R?) in L!(R?) dicht
ist; diesen Satz kann man &hnlich wie im Fall L?(R%) zeigen, vgl. Korollar
6.9.

Aufgabe 6.15. Sei Q C R? offen, u € HL_(Q), f € Lajoc(2), so dass Au = f
schwach. Zeigen Sie, dass fiir n € D(Q) gilt: A(pu) = [(An)u + 2V Vu + fu]™.

Man benutze dazu (6.58).
Aufgabe 6.16. Beweisen Sie die Identitét (6.66).

Aufgabe 6.17. Zeigen Sie direkt, ohne die Benutzung der H'-Barriere, dass jede
beschrankte, offene Teilmenge €2 von R Dirichlet-regulér ist.
Anleitung: () ist eine abzédhlbare Vereinigung von offenen Intervallen.

Aufgabe 6.18. Sei Q) C R? offen, beschrankt und konvex. Sei g € C(952) und sei
u € C() N C?(Q) eine klassische Losung des Dirichlet-Problems (6.62). Es gebe
G € H?*(Q) N C(Q) derart, dass G| = g. Zeigen Sie, dass u € H?(1).

Aufgabe 6.19. Beweisen Sie Korollar 6.23.

Aufgabe 6.20 (Invarianz der Poisson-Gleichungen unter Isometrien). Sei 5 eine
orthogonale d x d-Matrix, b € RY, F(y) = By + b fiir y € R%. Sei Q» C R? eine
offene Menge, Q1 := F({s). Sei f € L2(Q1), u € Hi(Q1) N HE,(Q4) derart, dass
—Au = f. Zeigen Sie, dassuo F € Hi(Q2) N HZ (Q2) und —A(uo F) = fo F.
Anleitung: Benutzen Sie, dass die Funktion u € Hj () die eindeutige Losung von
Jo VuVudz = [, fudz, v € Hy(Q) ist.

Aufgabe 6.21 (Allgemeiner linearer elliptischer Differenzialoperator). Sei {2 ¢ R?
offen und beschrankt. Seien a;j, b;, ¢; und e in L>° (). Fiir den formalen Differen-
zialoperator Lu := — Z?Zl D; (Z?:l a;;Diu + bju> + Y%, ¢iDju + eu und eine

Funktion f € L?(2) versteht man unter einer schwachen Lisung des Problems
(D)Lu=f inQ, u=0 aufdf,

eine Funktion u € H}(Q) mit

d d d
ar,(u,v) = Z /QaijDiuDjU‘f'Z/ijUD.iv"_Z/QciDiuv—i_/Qem} B /va
j=1 i=1

4,j=1

fur alle Testfunktionen v € D(Q2). Es gebe o > 0 mit ZZ;’:1 a;;&& > al¢|? fir alle
¢ € RY. Zeigen Sie:

a) Die Form ay, ist auf H}(Q) x H{ () bilinear und stetig.

b) Gibt es 6 < 2 mit Z;i:l(bj + ¢j)? < 28e fast iiberall, so besitzt (D) eine

eindeutige schwache Losung.
Hinweis: Fiir 2,y € Rund € > 0 gilt 2y < 2% 4+ £y°.
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c) Sind b; und ¢; stetig differenzierbar und gilt Z?:l(Dibi + D;c;) < 2e fast
tiberall, so besitzt (D) eine eindeutige schwache Losung.

d) Sind alle Funktionen hinreichend reguldr und ist v eine schwache Losung
des Problems, so ist der Ausdruck Lu in der oben angegebenen Form wohl-
definiert und eine reguldre Funktion v, die in H () liegt, ist genau dann
eine schwache Losung, wenn sie Lu = f im klassischen Sinn erfiillt. Versu-
chen Sie, moglichst schwache Regularitdtsvoraussetzungen zu stellen!

Aufgabe 6.22 (Zusammensetzen von H'-Funktionen). Betrachten Sie eine offene
Menge 2 C R? und eine Gerade G C R2. Sei u € C(2) differenzierbar in Q \ G
mit beschrénkten partiellen Ableitungen. Dann ist u € H*(Q).

Anleitung: Nach Drehung kann man annehmen, dass G = R x {0}.

Aufgabe 6.23 (Sobolev-Einbettung).
a)Sei Q C RY offen, 1 < p1,p2, 7 < 00, % + p% = L. Seien f; € Ly, (),
fa € Ly, (). Zeigen Sie, dass f1 - fa € L,(f2). Benutzen Sie die Holder-
Ungleichung: Wenn 1 < p < oo, 1—17 + z% =1,9g€ L,(N),h € Ly (), soist
g h € Ll(Q)

b) Seid =2, g(z) = (1+|z|)~!. Zeigen Sie, dass g € L,(R?) fiir alle 2 < ¢ < oo.

c) Zeigen Sie, dass H;(R?) C L,(R?) fir alle 1 < p < 2, wobei H,(R?) =
FH'(R?) (siehe Satz 6.45).

d) Zeigen Sie, dass H'(R?) C L,(R?) fiir alle ¢ € [2, 00). Benutzen Sie, dass fiir
1 <p <2 FHLy(RY) N Lp(RY)) C Ly (RY) (Satz von Hausdorff-Young
[46, Satz V.2.10]).

Aufgabe 6.24. Verifizieren Sie die Rechnung aus Satz 6.58.



7 Neumann- und
Robin-Randbedingungen

In diesem Kapitel untersuchen wir zunachst elliptische partielle Differenzialglei-
chungen mit Neumann-Randbedingungen % = 0. Diese bed{irfen etwas anderer
Techniken, als wir sie bei Dirichlet-Randbedingungen gesehen haben. Wir be-
ginnen damit, C'-Gebiete zu definieren und den Satz von Gauf8 zu beweisen.
Es folgen analytische Eigenschaften des Sobolev-Raumes H' () (Fortsetzungsei-
genschaft, Spursatz), die wir dann zur Untersuchung der Randwertaufgaben mit
Neumann- und Robin-Randbedingungen heranziehen.
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7.1 Der Satz von GauB

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-
nung auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen zu verallgemeinern. Bei der
Gelegenheit definieren wir Regularititseigenschaften des Randes eines Gebie-
tes. Solche Eigenschaften spielen eine entscheidende Rolle fiir die Regularitit der
(schwachen) Losungen des Poisson-Problems oder anderer partieller Differenzi-
algleichungen.

Fiir 2,y € R? bezeichnen wir wieder das Skalarprodukt mit z - y = 27y und mit
|#| = /o - = die Euklid’sche Norm. In diesem Abschnitt sei 2 C R eine offene,
beschrankte Menge mit Rand 0f2.

Definition 7.1. Sei U C R? offen.

(a) Wir sagen, dass U N 9N ein normaler C*-Graph (beziiglich Q) ist, wenn es eine
Funktion g € C*(R41) und r > 0, h > 0 gibt, so dass
U={(y.9()+5):y eR" Jy| <7, s €R, |s| <h},
und, so dass fiir = (y, g(y) + s) € U gilt, vgl. Abbildung 7.1,
r €, genaudann, wenn s >0,
x €09, genaudann, wenn s=0,
r ¢, genaudann, wenn s < 0.

(b) Die Menge U N 9N heifit ein C'-Graph (beziiglich (), falls es eine orthogonale
d x d-Matrix B und b € R? gibt, so dass ¢(U)N3(¢(£2)) ein normaler C*'-Graph
beziiglich ¢(Q) ist, wobei ¢(x) = B(z)+b, € R% Somitist also UNIS ein C1-
Graph von , wenn U N 9 ein normaler C'-Graph beziiglich eines anderen
kartesischen Koordinatensystems ist.

(c) Wir sagen, dass © einen C'-Rand hat, wenn es zu jedem z € 95 eine offene
Umgebung U von z gibt, so dass U N 9 ein C'-Graph (beziiglich ) ist. A

Abbildung 7.1. Ein normaler C"-Graph im R.
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Bemerkung 7.2 (C*-Rand, Lipschitz-Rand).

(a) Man definiert fiir k € N einen C*-Graphen, indem man in Teil (a) der obigen
Definition verlangt, dass g € C*(R" 1) ist.

(b) Einen Lipschitz-Graphen erhdlt man, wenn man verlangt, dass g : R~1 — R
Lipschitz-stetig ist (d.h., es gibt L > 0, so dass |g(z) — g(y)| < L|z — y| fur alle
x,y € R4,

(c) Weiterhin sprechen wir von einem stetigen Graphen, wenn g stetig ist.

(d) Man sagt, dass 2 einen C*-Rand (Lipschitz-Rand, stetigen Rand) hat, wenn es
zu jedem z € 99 eine offene Umgebung U C RY von z gibt, so dass U N 9 ein
C*-Graph (bzw. Lipschitz-Graph oder stetiger Graph) bzgl. (2 ist.

(e) Ein C*-Gebiet ist eine beschriankte, zusammenhingende Menge mit einem C*-
Rand. Analog definieren wir ein stetiges Gebiet und ein Lipschitz-Gebiet.

(f) Wir sagen, dass () einen C°°-Rand hat, wenn der Rand C* fiir alle k € Nist. A

Somit haben wir eine Hierarchie von Regularititseigenschaften definiert. Da je-
de Funktion g € C'(R4~1) auf jeder kompakten Teilmenge von R?~! Lipschitz-
stetig ist, ist ein C I_Rand auch ein Lipschitz-Rand. Ein Quader im R4 hat einen
Lipschitz-Rand, aber keinen C'-Rand. Jedes Polygon im R? hat einen Lipschitz-
Rand.

Im Folgenden sei Q2 C R? eine beschrinkte, offene Menge mit C' I_Rand. Fiir diese
Menge wollen wir den Satz von Gauf! formulieren. Dazu benétigen wir zunéchst
die duflere Normale. Diese ldsst sich leicht mit Hilfe eines lokalen Graphen defi-
nieren, der den Rand parametrisiert (siehe (7.2)). Um die Unabhéngigkeit von der
Parametrisierung herauszustellen, ziehen wir eine intrinsische Definition tiber
den Tangentialraum vor.

Satz 7.3 (Tangentialraum). Sei z € 0S). Ein Vektor v € R? heifit tangential an OS2 in
z, falls es € > O und ¢p € C1((—¢,e); R?) gibt, so dass 1(t) € 0N fiir alle t € (—¢,¢),
¥(0) = z und ¢/(0) = v. Die Menge T, := {v € R? : v ist tangential an O in z}
ist ein (d — 1)-dimensionaler Unterraum von R®. Er heifit der Tangentialraum an 9
in z.

Beweis: Sei UNJN ein C'-Graph beziiglich €2, wobei U eine offene Umgebung von
z ist. Wir kénnen annehmen, dass der Graph normal ist, und wéhlen die Notati-
on von Definition 7.1 (a). Wir setzen 2’ := (21,...,24-1), also z = (7, z4). Damit
istalso |2/| < r und z4 = g(2'). Sei e; der j-te Einheitsvektor im R?~! und u; :=
(ej, ;ng(z’)), j=1,...,d—1.Dann sind die Vektoren uy, . .., ug4—1 linear unabhan-
gig. Wir zeigen, dass T, = span{ui,...,uq—1}. Sei dazu v € span{ui,...,uq—1},
dann gibtes Aq,...,A;—1 € R, so dass

d—1 g
j— . Jpp— P / d
u—;)\Ju] = (Al,...,)\d_h;)\]axj(z )) € R%

Furt € R sei

d-1 d—1
P(t) == (z’—i—tZ)\jej, g(z’—l—tZ)\jej)).
=1 j=1
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Dann ist nach Definition 7.1 (a) (wegen s = 0) ¢(t) € 0 fur |t| < ¢, fallse > 0
klein genug gewahlt wurde, und es gilt 1/(0) = z sowie

Damit ist u € T.. Sei umgekehrt u € T,. Dann gibt es ein ¢ € C!((—¢,¢); R?),
so dass ¥(t) € 09 fur |t| < e und ¥(0) = z ¢¥'(0) = u. Dann gilt ¢4(t) =
g(1(t), ... ba—1(t)) fiir [t| < e, wobei g € C*(R?"!) die Funktion aus Defi-
nition 7.1 (a) ist. Nach der Kettenregel gilt

d—1
TOES ¢;-<o>§—jj(z'>. 7.1)

Jj=1

Wihle \; :=¢3(0) fir j = 1,...,d — 1, dann ist

d—1
0
u=1"'(0)= <)\1, e A1, Z Aja—j-(zlo € span{uy, ..., ug—1}.
j=1 !

Wir haben also gezeigt, dass T, = span{us, ..., uq_1}- O]

Nun konnen wir die dufSere Normale intrinsisch, d.h. ohne Benutzung der Para-
metrisierung des Randes definieren. Da T, ein (d — 1)-dimensionaler Unterraum
von R? ist, ist der orthogonale Raum 73" == {w € R : w-v =0 WYv € T}
eindimensional.

Satz 7.4 (Auflere Normale). Sei 2 C R eine beschriinkte, offene Menge mit C*-Rand
und sei z € 0. Dann gibt es genau ein v(z) € RY, so dass

@ v(z)] = 1;

(b) v(z) € T,

(c) Je > 0,s0dass z +tv(z) ¢ Qfiir 0 <t < eund z + tv(z) € Q fiir —e < t < 0.
Der Vektor v(z) heifit die &ulere Normale an Q in z. Die Abbildung v : 9Q — RY,
z v v(z) ist stetig.

Beweis: Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Beweis. Sei

w = (Vg(z'),—1) = (g—i(z/), g2 (), _1).

(a) Wir zeigen, dass 1T, = wt. Sei b € T, dann gibt es eine Funktion ¢ €
C((—¢,¢);RY), so dass ¥(t) € 9, |t| < &, b = ¢'(0) und z = (0). Damit
ist nach (7.1) ¢¥4(0) = Z;{;ll 1/19(0)(_(?79]_(2’), d.h., esist b - w = 0. Wir haben also
gezeigt, dass T, C wt. Daaber dim T, = d—1 = dimw*, folgt, dass T, = w.
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(b) Nun zeigen wir, dass z + tw ¢ Qfir0 <t <eund z+tw € Qfliir -e <t <0
und ¢ > 0 geeignet ist. Der Satz von Taylor sagt, dass fiir w’ = (w1, ..., wq—1)
gilt: g(z/ + tw') = g(2') + Vg(2') - tw' + o(t) = zq + t|Vg(2')|? + o(t) mit
lim;_.¢ #) = 0. Damit gilt (z + tw)g = zg — t < g(#' +tw’) fir 0 < ¢t < e und
zg —t > g(2' + tw') fir —e < t < 0, wenn € > 0 klein genug gewahlt wird.
Damit gilt die Behauptung.

(c) Wahlen wir nun v(z) := Tars SO erfillt v(z) die im Satz genannten Bedingun-
gen. Da dim T3t = 1, ist v(z) eindeutig (das Vorzeichen ist durch (c) festge-
legt). O

Wir merken uns, dass

/ —

VIVe()?+1

fiir € 9QNU, falls U ein normaler C''-Graph beziiglich 2 ist und die Notationen
von Definition 7.1 (a) gewahlt werden, wobei z = (2/, 24), 2" = (21, ..., Zd4-1)-
Nun kénnen wir den Satz von Gauf formulieren. Mit C*(Q) bezeichnen wir alle
Funktionen u € C'(Q2) N C(Q), so dass fiir jedes j € {1,...,d} die Funktion
Dju eine stetige Fortsetzung auf () besitzt, wobei Dju = 597“]_ die j-te partielle
Ableitung von u bezeichnet. Wir behalten den Namen D;u fiir diese eindeutige
stetige Fortsetzung auf Q bei.

Satz 7.5 (Satz von GauB3). Es gibt genau ein Borel-Mafi o auf 09, so dass

/(Dju)(:v) dx :/ u(z)v;(z) do(z) (7.3)
Q a0

fiir alle w € C*(Q). Man nennt o das Oberflachenmaf auf 9. Hier ist v € C(0N) die
duflere Normale mit den Komponenten v(z) = (v1(2),...,v4(2)), z € 0. O

Der Satz von Gaufs ist der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung fiir
Funktionen in mehreren Verdnderlichen. Um die Analogie zu verdeutlichen, be-
trachten wir ein beschranktes Intervall = (a,b). Dann ist 9Q = {a, b}. Definie-
ren wir v(a) = —1,v(b) = 1 und o(a) = o(b) = 1, so ist fiir u € C*[a, b] nach dem
Hauptsatz in einer Variablen fab W' (x) do = u(b)—u(a) = [, v(2)u(z) do(z). Wir
werden den Satz von Gaufl im nédchsten Abschnitt beweisen. Fiir die Anwendung
reicht es jedoch, die Aussage des obigen Satzes 7.5 und seine Konsequenzen zu
kennen; die Konstruktion des Mafles ist meistens unerheblich.

Wir wenden uns nun den verschiedenen Folgerungen des Satzes von Gaufs zu.
Oft formuliert man ihn fiir Vektorfelder, also fiir Funktionen u € C*(Q, R?), d.h.
Funktionen u = (u1, ..., uq) mitu; € C'(Q),j =1,...,d. Dann definiert man die
Divergenz div u von u durch

d
divu(z) := ZDJ»uj(gc)7 x € Q,
j=1
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so dass also divu € C(2). Man erhilt folgende dquivalente Formulierung, die
man oft den Divergenzsatz oder den Gauf’schen Integralsatz nennt. Sie ist in der
Physik beliebt, da sie dort direkte Interpretationen besitzt (siehe Abschnitt 1.6.1).

Korollar 7.6 (Divergenzsatz). Sei u € C'(Q, RY), dann gilt
/divu(x) dx :/ u(z) - v(z)do(z).
Q 99

Beweis: Es gilt nach Satz 7.5

/Qdivu(:r)dx = i/ﬂ(Djuj)(x)dx

d
g /8 o) doz) = /6 ul) v(a) o),

wobei u(z) - v(z) das Skalarprodukt im R? bezeichnet. O

Im Folgenden lassen wir ab und zu die Integrationsvariablen weg, wenn dies aus
dem Zusammenhang klar ist.

Korollar 7.7 (Partielle Integration). Seien u,v € C*(2). Dann gilt
Dju-vdr = —/ uDﬂ)d:c—F/ uvvjdo, j=1,...,d.

Q Q 19)

Beweis: Nach Satz 7.5 und der Produktregel gilt
/ w(z)v(z)vjdo = / Dj(w)(x) dx

19) Q

[ @ s+ [ u@bjoe) s
Q

Q

was die Behauptung zeigt. ]
Wir definieren C*(Q) := {u € C'(Q) : Dju € C*(Q), j = 1,...,d}. Damit ist fiir
u € C%*(Q) die Funktion D;Dju € C(Q) firallei,j = 1,...,d. Firu € C'(Q)
heif3t die Funktion % : 00 — R, die durch

ou :

definiert ist, die normale Ableitung (oder auch Normalenableitung) von u. Es ist also
gu € 0(09).

v

Korollar 7.8 (Green’sche Formeln). Es gilt fiir u € C2(Q):

ou
(a) /Q(Au)(x) dx = . a(z) do(z)
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Ou
aq Ov

_ ou ov o
(c) /Q(UAU —ulv)dr = /09 (%v — u$> do(z), v e C*()

(b) /Q(Au)(x)v(m) dx + /Q Vu(z)Vu(z)de = (2)v(2) do(z), v € CH(Q)

Beweis: Wir zeigen zunichst (b). Es gilt nach Satz 7.5
/ DjuDjvdx = -— / (DZu)v dz + / D;(Djuv)dz
Q Q Q

= —/(D?u)vdx—i— Dju(z)v(z)vj(z) do(z).
Q 9]

Summiert man iiber j = 1,...,d, so erhélt man (b). Fiir v = 1 wird (b) gerade (a).
Vertauscht man in (b) die Funktionen u und v und zieht die daraus resultierende
Gleichung von (b) ab, so erhdlt man (c). |

7.2 Beweis des Satzes von GauB3

Um den Satz von Gauf$ zu beweisen, ist es niitzlich, Mafie iiber positive Linear-
formen zu charakterisieren.

Definition 7.9. Sei K C R? kompakt und C(K) der Vektorraum der stetigen
reellwertigen Funktionen auf K. Eine positive Linearform auf C(K) ist eine lineare
Abbildung ¢ : C(K) — R, so dass ¢(f) > 0 fir f > 0. Fiir f € C(K) schreiben
wir hier f > 0, falls f(z) > 0 furallez € K. A

Jede positive Linearform ist stetig bzgl. der Supremumsnorm auf C(K) (vgl. Auf-
gabe 7.1). Ist ;1 ein Borel-Maf auf K, so definiert

o(f) = /K f@)du(z), | e C(K) (7.4)

eine positive Linearform ¢ auf C'(K). Der nun folgende Satz von Riesz besagt,
dass jede positive Linearform eine solche Darstellung hat.

Satz 7.10 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei K C R? kompakt und sei ¢ : C(K) —
R eine positive Linearform auf C(K). Dann gibt es genau ein Borel-Maf$ 1 auf K, so
dass (7.4) gilt.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir z.B. auf [46, Theorem I1.2.5] oder [42]. [

Als Erstes zeigen wir nun, dass das Oberflichenmafs auf 0f2 eindeutig durch die
Forderungen im Satz von Gauf$ bestimmt ist. In diesem Abschnitt ist {2 durchweg
eine beschrinkte, offene Menge mit C!'-Rand und v = (v1,...,v4)7 € C(99,RY)
ist die dufsere Normale.

Lemma 7.11 (Eindeutigkeit des Oberfldchenmafes). Sei ¢ : C(0€2) — R eine steti-
ge Linearform, so dass

e(vjupn) =0 fiiralle ue C'(Q), j=1,...,d. (7.5)
Dann ist ¢ = 0.
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Beweis: Die Menge A := {u)pq : u € C'(R?)} ist eine Unteralgebra von C(992),
welche die konstanten Funktionen enthdlt und die Punkte von 02 trennt. Da-
her ist A nach dem Satz von Stone-Weierstrafs A.5 dicht in C(02). Folglich ist
e(gr;) = 0 firalle g € C(09), j = 1,...,d. Indem wir g durch gv; € C(99)
ersetzen, sehen wir, dass ¢(gv7) = 0 fiir alle g € C(99). Da Z‘j:l vi(2)? =1 fur
alle z € 09, folgt, dass ¢(g) = 0 fiir alle g € C(0N2). O
Die Eindeutigkeit des Oberflachenmafses, so wie es in Satz 7.5 beschrieben wird,
ergibt sich nun so: Seien 017 0'2 zwei Borel Maﬁe auf 0N derart, dass (7.3) gilt.
Dann definiert ¢(f) := [, f(2) do1(2) — [, f(z) doa(2) eine stetige Linearform
auf C(09), so dass (7 5) gilt. Damlt 1st nach Lemma 7.11 ¢ = 0. Aus der Eindeu-
tigkeit im Riesz’schen Darstellungssatz folgt, dass o1 = 03.

Fiir den Existenzbeweis benutzen wir eine so genannte Zerlegung der Eins. Es
handelt sich um eine Konstruktion, die es in vielen Fallen erlaubt, aus lokalen Ei-
genschaften globale herzuleiten. Hier wird sie es uns erméglichen, aus positiven
Linearformen, die nur fiir Funktionen mit Trager in einer kleinen Menge definiert
sind, eine positive Linearform auf C(0f2) zu konstruieren.

Satz7.12 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? eine kompakte Menge und seien U,,, C R?
offen, m =0,1,...,M,sodass K C U o Um. Dann gibt es n,,, € D(R?), so dass

(@)0<n,(z)<1L,zeR,m=0,...,M;
(b) supp N () C Uy, m=0,..., M;

© M () =1 fiiralle z € K.

Die Funktionen no, . .. ,ny nennt man eine Zerlegung der Eins auf K, die der Uber-
deckung Uy, . . ., Upr zugeordnet ist.

Beweis: Zu jedem x € K gibt es ein m, so dass « € Uy,. Damit gibt es ein r > 0,
so dass B(z,r) C U,,. Da K kompakt ist, iiberdecken endlich viele dieser Kugeln
By, ..., By die Menge K. Nach Konstruktlon gibt es zujedem ¢ € {1,... k} ein
m € {1 ., M}, sodass By C Uy, Sei K, := UB;cU By. Dann ist K, kompakt

und Km C Up,m =0,...,M. Ferner ist K C U o Km. Wéhle nun zu jedem
m € {0,1,..., M} eine Funktlon P € D(RY), s0 dass 0 <P < 1, supp¥m C Upy
und ¥, (x) = 1 fur alle € K, (siche Lemma 6.7). Setze nun

no = o,
mo = (1 =)y,
e = (1 —1o)(1 — 1)1,

(1= tho)(L = 1)+ (1 = ¥pr—1)Ym-

s
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Dann gilt > _ nm + (1 —90)(1 —¢1) -+ (1 — ¢,) = 1fiirallen € {0,1,..., M},
wie man leicht induktiv beweist. Insbesondere ist

M
S+ (L= o)L = 1) (1= thar) = 1.
m=0

Somit ist 0 < Zf\f:onm = 1.Daeszujedemz € Keinm € {0,1,..., M} gibt
derart, dass ¢, (x) = 1, gilt Z%:O Nm(z) = 1furalle x € K. O

Nun konstruieren wir das Oberflichenmaf. Sei U C R¢ offen, so dass U NS # ().
Wir setzen

C.(UNIQ) :={ueC(0): 3K C U kompakt, u(z) =0 fir z € 02\ K}.
Dann ist C.(U N 99) ein Vektorraum. Wir bezeichnen mit
C.(UNIN) | :={p:C.(UNN) — Rlinear, so dass ¢(f) > 0, wenn f >0}

die Menge der positiven Linearformen auf C.(U N0<Q). Sei nun U N2 ein normaler
C'-Graph beziiglich Q. Mit den Bezeichnungen aus Definition 7.1 (a) setzen wir

o(f) = / RN O 7.6)

furalle f € C.(U N0N). Hier integrieren wir {iber die (d — 1)-dimensionale Kugel
vom Radius r. Beachte, dass (y, g(y)) € 02N U fiir |y| < r, y € RYL. Somit ist
@ € C.(UN 0K, . Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

Lemma 7.13. Sei u € C*(Q) mit suppu C U. Dann gilt
/QDju(x) dr = o(u,,v;), j=1,...,d. (7.7)

Beachte, dass u,, € C.(U N 9N2), dasuppu C U.
Beweis: Sei B := {y € R%~! : |y| < r} und h > 0 aus Definition 7.1. Die Abbil-
dung ¢ : B. x (0,h) — U N Q, definiert durch ¢(y,s) = (y,g(y) + s), ist wegen
g € C'(R?71) ein Diffeomorphismus und es gilt

oley 0 _ .
,8) = —vYi=20;4, 1<i<d-1 1<j<d-1,
dy; (v 5) Jy; !
0y 0 )
- (s) = - +s)=Dg)y), 1<j<d-1,
ayj( ) 6yj(() )= (D;g)(y)
0¢; . 09
= <1<d-— —_— =1.
55 U5 0, 1<i<d-1, —=(ys)=1
Also gilt fiir die Jacobi-Matrix von ¢
1 0 0
Do(y,s) = s . | e R
0 1
Dig(y) -+ -+ Da-19(y) |1
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mit det D¢(y, s) = 1. Fiir jede stetige Funktion f : R? — R gilt also

h h
/ / Fg(y) + 5) ds dy = / / Fng) +s)dsdy= [ f(2)de.(7.8)
-0 ly|<r JO UnQ

Fir 1 < j <d—1 gilt damit wegen suppu C U

h
; Dju(z)dx = . Dju(z)dr = /y|<r/ (Dju)(y, g(y) + s) ds dy.

Aufgrund der Kettenregel gilt

a%u@,g(y) T 5) = (Dyu)(w, g(y) + ) + (Dau) (5. 9(4) + 9)(D39) W),

also

/ Djula)ds = [ / { () +5) = (Dau)(p.alo) + (D)) | ds

lyl<r

Fiir den ersten Term verwenden wir den Hauptsatz in einer Variablen (fiir y;)
und erhalten

—u(y,g(y +s)dsdy—/ / u(y,g(y) + s)dyds = 0,
/y<7/ ay] ly|<r ay] )

dasuppu C U = {(y,g(y) + ) : |y| < r,|s| < h}. Fir den zweiten Term verwen-
den wir wiederum den Hauptsatz in einer Variablen (diesmal s)

h
‘/ - / (Dau)(y, 9(y) + )(D;g)(y) ds dy = / ) (D9)) dy

und damit [, Dju(x)dz = [,

P lyl<r
» _ __Disly)
i 9W) = —= TNIGIP

und damit (vgl. (7.6))
/Q Dju(e) di = /| 9 090 VT VP dy = o(01)

Fir j = d gilt %u(y, gy) +s) = (Dau)(y, 9(y) + s). Somit folgt wegen (7.8) mit
dhnlichen Argumenten wie im ersten Fall

/QDdU(x)dx = /Iy<r/oh(DdU)(y7g(y)+8)d8d3/

h
d
_ / /a_u(%g(y)—ks)dsdy:—/ u(y, 9(y)) dy
lyl<rJo ©O8 lyl<r
- /I u(y, 9(y))va(y, 9(¥)V 1+ |Va(y) 2 dy = ¢(u,qva),
y|<r

da nach (72) l/d(y, g(y)) = \/ﬁw ]

u(y, 9(y))(D;g)(y) dy. Nach (7.2) gilt fir 1 < j <
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Die Aussage bleibt richtig, wenn wir statt eines normalen C'!'-Graphen einen C'-
Graphen betrachten. Der Vollstandigkeit halber liefern wir die Argumente.

Sei U C R? offen und sei U N 99 ein C!-Graph beziiglich ©, d.h., es gibt eine
orthogonale Matrix B und b € R?, so dass 99 N U ein normaler C !-Graph ist,
wobei ¢(z) = Bz + b mit Q = ¢(Q), U := ¢(U). Wir kénnen voraussetzen,
dass det B = 1 (sonst vertauschen wir zwei Variablen). Die duflere Normale in
#(z) an Q ist v(¢(2)) = Br(z) fiir alle z € 99Q. Sei ¢ die positive Linearform

auf C.(U N 9), die wir in Lemma 7.13 konstruiert haben. Definiere dann ¢
Ce(UNoQ)', durch

e(f):=@(fog™"), feC(UNOQ). (7.9)
Damit gilt folgende zu Lemma 7.13 analoge Aussage.

Lemma 7.14. Sei u € C*(R2), so dass suppu C U. Dann gilt
/QDju(x) dr = ¢(u,,v;), j=1,...,d. (7.10)

Beweis: Sei B = (by;)k,j=1,...a, 4 =uo ¢ . Dannista € 01(6) und nach Lemma
7.13 gilt

Diu(x)dx = / dx—/ (Dy)( ))bg; dx
/QJ() ax] QZ k )b

k=1
= / ZDku bkj dy = Z bkjcp u|cmyk)
k=1 k=1
= (oo™ (B7'D);) = e(u,vy),
womit die Behauptung bewiesen ist. ]

Nun benutzen wir die Zerlegung der Eins, um die positiven Linearformen zu-
sammenzufiigen. Dadurch erhalten wir eine positive Linearform auf C(05), die
uns tiber den Riesz’schen Darstellungssatz das Oberflachenmaf3 liefert.

Beweis von Satz 7.5: Zu jedem Punkt z € 0f2 finden wir eine offene Umgebung
U, so dass U N 99 ein C'-Graph ist. Da 992 kompakt ist, finden wir somit offene

Mengen Uy, ..., Uy, so dass 0§2 C UM U,,, und so, dass U,,, N9 ein C' 1—Graph

beziiglich 2 ist. Wahle Uy C Q offen, so dass Q C Um o Um- Sei (Nm)m=o,...m
eine Zerlegung der Eins, die dieser Uberdeckung zugeordnet ist. Es ist also 7,,, €

DR, 0 < 9y < 1, 8upp Ny, C Uy, fiir m = 0,..., M und Zj o nj(x) =1 fiir alle
z € . Nach Lemma 7.14 gibt es ¢,,, € C..(Uy, N 8Q)+, so dass

/QDJU’(x) dx = (Pm(yju\anmum) (7.11)

firallej =1,...,d,m=1,...,Mund v € C'(Q) mit suppu C U,,. Nun definie-
ren wir die positive Linearform ¢ auf C'(92) durch

M
)= emmf), [ € COQ). (7.12)
m=1
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Nach dem Riesz schen Darstellungssatz gibt es ein Borel-Maf3 o auf 0f2, so dass

= [0 f( ) fiir alle f € C(99Q). Sei u € C1(Q), dann ist uny € CL(Q).
Daraus folgt nach Lemma 6.12, vgl. Aufgabe 6.2, fiir alle j € {1,...,d} die Glei-
chung [, D;(uno)(x)dx = 0.Da fiirm € {1,..., M} gilt un, € C.(U,nNOKY), folgt
aus Lemma 7.14,dass [, Dj(nmu)(z) dz = @m(Nmu|,,v;), j = 1,...,d. Damit gilt

M M
; Dju(z)dr = /QD]» <mz_077mu> (x)dx = mZ_O/QDj(nmu)(x) dx
M M
= mz_:l/QDJ(nmu)(x) dx :mzz:l‘Pm(nmu\aQVJ)

= p(uvy) = /asz Uy, (2)v(2) do.

Damit erfiillt das Borel-Maf3 o die Forderungen des Satzes von Gaufs. Wir hatten
die Eindeutigkeit schon bewiesen. Insbesondere hingt die obige Konstruktion
nicht von der Wahl der Graphen und der Zerlegung der Eins ab. O

Damit ist der Satz von Gauf$ bewiesen. Wir merken uns ferner aus dem Beweis,
dass das Oberflichenmafl o auf 02 lokal folgendermafien gegeben ist.

Satz 7.15. Sei U N O ein normaler C*-Graph beziiglich Q. Dann gilt mit den Bezeich-
nungen von Definition 7.1

[ 1ean(e) = /| T sV NI dy (7.13)

fiir jede stetige Funktion f : 90N U — R mit supp f C U. |

Korollar 7.16. Sei z € 9, r > 0. Dann ist o(B(z,7) N 9Q) > 0

Wir werden auf 92 immer das Oberflichenmaf$ betrachten. Der Raum Ly (952) ist
somit der Raum der Borel-messbaren Funktionen b : ) — R mit der Eigenschaft
Joq [6(2)]? do(z) < oo. Dabei identifizieren wir zwei Funktionen, wenn sie o-fast
iiberall tibereinstimmen. Wir notieren noch folgende Dichtheitsaussage.

Satz 7.17. Der Raum F := {¢),, : ¢ € D(R?)} ist dicht in L(0).

Beweis: Es folgt aus dem Satz von Stone-Weierstral A.5, dass F' dicht in C'(02)
beziiglich der Supremumsnorm || - || ist. Es folgt aus der allgemeinen MafStheo-
rie, dass C'(992) in L2 (09) dicht ist (siehe z.B. [42, 3.15]). O

7.3 Die Fortsetzungseigenschaft

Wir hatten gesehen, dass eine Funktion u € H{ (), durch null fortgesetzt, eine
Funktion in H!(R?) ergibt. Fiir Funktionen in H'({2) erhélt man auf diese Weise
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im Allgemeinen keine schwach differenzierbaren Funktionen. Aber es gibt an-
dere Moglichkeiten der Fortsetzung, wenn man Regularitdtsforderungen an den
Rand stellt. Zunéchst einmal geben wir der gewiinschten Eigenschaft einen Na-
men.

Definition 7.18. Eine offene Menge 2 C R? besitzt die Fortsetzungseigenschaft,
falls zu jedem u € H*(Q2) ein w € H'(R?) existiert, so dass w),, = u.

Ein einfaches Kriterium fiir solche Mengen (2 ist das folgende:

Satz 7.19. Sei Q) C RY eine offene, beschriinkte Menge mit Lipschitz-Rand. Dann besitzt
) die Fortsetzungseigenschaft.

Insbesondere besitzt () die Fortsetzungseigenschaft, wenn der Rand C* ist. Wir
verweisen auf [2, A6.12] oder [26, Sec 5.5], [16] fiir einen vollstindigen Beweis
und wollen hier nur die Beweisidee skizzieren.

Beweisidee: Wir wollen voraussetzen, dass € einen C''-Rand hat. Wie in Ab-
schnitt 7.2 kann man sich mittels einer Zerlegung der Eins auf die Aufgabe zu-
riickziehen, eine lokale Fortsetzung zu konstruieren. Seig € C L (Rd‘l), h>0,r>
0,U :={(y,g(y)+s):y € R |y| <, |s| < h}, Uy :={(y,9(y)+s) € U, s > 0},
sodass QN U = U,. Weiter sei u € H*(Q), so dass u(z) = 0 fiir z € Q \ K, wobei
K C U kompakt ist. Man definiert % : U — R durch

igto)+5) o= { w20

und setzt @ durch null auf R? fort. Dann kann man nachweisen, dass & € H*(R%),
siehe Aufgabe 7.10. Fiir den Fall eines Lipschitz-Randes siehe [2, A6.12, Seite 254]
O

Besitzt 2 die Fortsetzungseigenschaft, so kann man auch linear und stetig fort-
setzen.

Satz 7.20. Sei Q) eine offene, beschriinkte Menge im R mit Fortsetzungseigenschaft.
Sei U C R? offen, so dass Q@ C U. Dann gibt es einen stetigen linearen Operator
E : H'(Q) — H§(U), so dass (Eu)), = u fiir alle v € H'(2). Man nennt E einen
Fortsetzungsoperator.

Beweis: Sei T : H'(R?) — H'(Q) gegeben durch T'v = v|,,. Dann ist T linear und
stetig. Nach Voraussetzung ist 7' surjektiv. Es gilt H!(R?) = Ker T'@® ( Ker 7)),
wobei wir das orthogonale Komplement in dem Hilbert-Raum H'(R?) verwen-
den. Damit ist T\ Ker )~ (Ker T)* — H'(Q) ein Isomorphismus. Dessen In-

verse S : HY(Q2) — (Ker T)+ C H'(RY) ist ein Fortsetzungsoperator fiir U = R%.
Man beachte, dass S nach Satz A.4 stetig ist. Sei nun U eine beliebige offene Men-
ge, so dass 0 C U. Dann wihlen wir eine Testfunktion ¢» € D(R?), so dass
suppty C U und ¢(z) = 1 fiir x € Q (sieche Lemma 6.7). Nun definieren wir
Eu := ¢ Su. Dann ist Eu € H}(U) C Hg(U), siehe Satz 6.29. Offensichtlich ist
(Bu)q = u fiir alleu € H'(Q). O
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Eine wichtige Konsequenz der Fortsetzungseigenschaft ist die Dichtheit der Test-
funktionen von R? in H!(Q2). Man vergleiche dazu die schwichere Dichtheitsaus-
sage von Satz 6.16, der fiir jede offene Teilmenge von R giiltig ist.

Satz 7.21. Sei ) eine offene, beschriinkte Menge im R® mit Fortsetzungseigenschaft und
sei U C R offen, so dass Q C U. Dann ist {¢)q : ¢ € D(U)} dicht in H*(1).

Beweis: Sei u € H'(2), dann ist Eu € H}(U), wobei E den Fortsetzungsoperator
aus Satz 7.20 bezeichnet. Daher gibt es ¢, € D(U), so dass ¢, — Fuin H'(U).
Da die Einschrankungsabbildung stetig ist, folgt, dass ¢,,|, — u = (Eu) M

lo-

Eine weitere Konsequenz ist die Kompaktheit der Einbettung H'(Q) < Lo(1).

Satz 7.22. Sei Q C RY eine offene, beschrinkte Menge mit Fortsetzungseigenschaft.
Dann ist die Einbettung von H*(Q) in L2(Q) kompakt. Auch die Einbettung H?(Q) —
HY(Q) ist kompakt.

Beweis:

a) Sei U offen und beschrinkt, so dass Q C U. Wir wissen aus dem Satz von
Rellich, dass die Einbettung H}(U) — Lo(U) kompakt ist (Satz 6.53). Sei E :
H'(Q) — H{(U) ein Fortsetzungsoperator und w, € H' () mit |[u, || g1 o) < ¢
gegeben. Dann ist || Eun | g1y < cf £|. Somit gibt es eine Teilfolge (uy, )ken, sO
dass Euy, in Ly(U) konvergiert. Damit konvergiert u,, = (Euy, )|, in L2(92).

b) Um die zweite Aussage zu beweisen, benutzen wir Satz 4.33. Sei u,, — w in
H?(2). Dann gilt fiir j € {1,...,d}, Dju, — Djuin H'(Q). Da H'(Q) — L1(9)
kompakt ist, schlieen wir, dass Dju,, — Djuin Ly(£2). Da auch u,, — uin H*(Q),
folgt, dass uw,, — win L(£2). Damit gilt u,, — w in H'(Q). Aus Satz 4.33 folgt nun,
dass die Einbettung H?(Q) — H'(Q) kompakt ist. O
Fiir Lipschitz-Gebiete gilt eine allgemeinere Fortsetzungseigenschaft, die auch
hohere Ableitungen mit einbezieht. Dafiir sind andere Techniken notwendig und
die einfache Spiegelung, die wir im Zusammenhang mit Satz 7.19 skizziert hat-
ten, funktioniert nicht mehr.

Satz 7.23 (Allgemeiner Fortsetzungssatz). Sei () ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert
ein stetiger, linearer Operator E : H*(Q) — H*(R?) derart, dass

a) (Bu)jq =u,ue H'(Q),
b) EH*(Q) c H*(RY) fiir alle k € N.
Es folgt unmittelbar aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, dass die Ein-

schrankung Ej, von E auf H*(() ein stetiger linearer Operator von H*(Q) nach
HFk(RY) ist. Wir verweisen auf [43, Chapter 6] fiir den Beweis von Satz 7.23.

Der allgemeinere Fortsetzungssatz 7.23 erlaubt es uns, unsere Einbettungssétze,
die wir von R? kennen, auf ) zu iibertragen.

Korollar 7.24. Sei Q@ C R ein Lipschitz-Gebiet. Sei k € N und k > £. Dann ist
HE™(Q) € C™(Q) fiir alle m € Ny, wobei C°(Q) = C(Q).
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Beweis: Nach Korollar 6.49 ist H*+™(R4) c C™(R?). Damit ist fiir u € H*™(Q),
Eu € C™(R%). Dau = (Eu))q, folgt die Behauptung. O

Wir wollen den Fall d = 2 explizit formulieren, da er im Kapitel 9 gebraucht wird.

Korollar 7.25. Sei Q@ C R? ein Lipschitz-Gebiet (z.B. ein Polygon). Dann ist H?()) C
C@).

Folgendes Gebiet hat stetigen Rand, besitzt aber nicht die Fortsetzungseigen-
schaft.

Beispiel 7.26. Sei a > 1 und sei @ = {(z,y) e R? : 0 < z < 1, |y| < z°} (vgl
Abbildung 7.2). Dann hat {2 nicht die Fortsetzungseigenschaft. Wir verweisen auf
Aufgabe 7.7 fiir den Beweis. Man beachte, dass {2 jedoch einen stetigen Rand hat.
Im Grenzfall « = 1 ist Q ein Dreieck, welches nattirlich die Fortsetzungseigen-
schaft besitzt. Fiir o > 1 ist die Lipschitz-Bedingung nur in der Umgebung des
Punktes (0,0) verletzt.

Abbildung 7.2. 2 ist ein Gebiet ohne Fortsetzungseigenschaft (im Bild ist o = 1,2).

Die Kompaktheit der Einbettung von H!(2) in L(Q) sowie die Dichtheitsaussa-
ge von Satz 7.21 gelten dennoch fiir die Menge aus Beispiel 7.26. Fiir diese beiden
Eigenschaften reicht die mildeste der Regularitdtsbedingungen an den Rand, die
wir definiert haben. Fiir den Beweis des folgenden Resultats verweisen wir auf
[23, V. Theorem 4.17, Seite 267 und V. Theorem 4.7, Seite 248].

Satz 7.27. Sei Q) C RY eine offene, beschriinkte Menge mit stetigem Rand. Dann ist die
Einbettung von H'(Q) in Ly () kompakt. Ferner ist der Raum {pq : ¢ € D(R?)}
dicht in H ().
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Eine Konsequenz aus der kompakten Einbettung ist die zweite Poincaré-Unglei-
chung. Wihrend die erste Poincaré-Ungleichung fiir Funktionen in H{(Q) gilt,
werden bei der zweiten Funktionen in H'(£2) mit Mittel 0 betrachtet.

Satz 7.28 (Zweite Poincaré-Ungleichung). Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit
stetigem Rand. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

/\u |2d:c<c/ |Vu(z)|? da (7.14)
fiir alle w € H*(Q) mit [, u(x)dz =0

Der Unterraum
H(Q) = {u € HY(Q): /Qu(x) dzx = O} (7.15)

von H!(Q) ist abgeschlossen und somit selber ein Hilbert-Raum. Die zweite Poin-
caré-Ungleichung besagt, dass

[u| () = (/ [Vu(z )|2d:c> (7.16)

eine dquivalente Norm auf H} (Q2) definiert, falls Q ein beschrinktes Gebiet mit
stetigem Rand ist. Auf HY(Q)ist| - \Hl(g) nur eine Halbnorm, da |]19|H1(Q) =0.
Beweis von Satz 7.28: Angenommen, die Aussage wire falsch. Dann gibt es Funk-
tionen u, € H'(), so dass [, un(z)dz = 0 und lim, .o [, |[Vun(2)|* dz = 0,
aber |[un| ,() = 1 fiir alle n. € N. Da die Einbettung H*(2) < L2(Q2) nach Satz
7.27 kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (u,, )ren, SO dass u = limy_ o0 Uy, in Lo (£2)
existiert. Damit ist [|ul|,(q) = 1. Sei ¢ € D(2), dann gilt fiiralle j = 1,...,d

Q

da lim, o [, |Vun(x)|2 dx = 0. Also ist u € H'(2) und Vu = 0. Damit folgt aus
Satz 6.19, dass u konstant ist, weil 2 zusammenhédngend ist. Da aber

/ u(z)de = lim [ wuy, (z)dz =0,
Q

k—o0 Q

folgt, dass u = 0. Das ist ein Widerspruch zu ||u| 7,y = 1. O

Nun zeigen wir an einem Beispiel, dass die Einbettung H'(Q2) < L(Q) nicht
immer kompakt ist.

Beispiel 7.29. Seid = 1, Q := (0,1) \ {27 : n € N}. Dann ist die Einbettung
H' () — Ly(2) nicht kompakt. Um das zu sehen, wihle man die Folge u,, :=
cnl(a-(n+1) 9—ny, Wobei ¢, = 20972, also ||unl|p,(0) = 1. Dann ist u, € H(Q)

und u;, = 0. Somit ist ||u,[|g1 () = 1. Da aber u,, in Ly(Q) zu u,, fir n # m
orthogonal ist, gilt |ju, — umH%z(Q) = 2 fiir n # m. Damit kann (u,),en keine
Teilfolge besitzen, die in L, ({2) konvergiert. A

Man kann ebenso eine zusammenhédngende, beschrankte, offene Teilmenge Q2 C
R? konstruieren, so dass die Einbettung von H*(Q) in L2(Q) nicht kompakt ist.
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7.4 Die Poisson-Gleichung mit Neumann-Randbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Poisson-Gleichung mit Neumann-Rand-
bedingungen. Zunichst wollen wir noch einen , Reaktionsterm” hinzunehmen.
Sei () eine beschrénkte, offene Menge mit C'-Rand, A € R, f € Ly(). Gesucht
wird eine Losung des Problems

A — Au= fin{Q, (7.17a)
9u =0 aufdf). (7.17b)
ov

Wir nennen u eine klassische Losung von (7.17), wenn u € C2(€2) ist und (7.17) gilt.
Dabei ist fiir z € 992 der Ausdruck

ou 4 u
5(2) = Vu(z) -v(z) = Z 8—%(2)’0(2)

die normale Ableitung von u. Existiert eine klassische Losung, so ist f notwendi-
gerweise in C(Q).

Wir wollen die Hilbert-Raum-Techniken, d.h. den Satz von Riesz-Fréchet oder,
allgemeiner, den Satz von Lax-Milgram anwenden. Dazu wollen wir schwache
Losungen von (7.17) definieren, die wir mit einer Bilinearform in Zusammen-
hang bringen kénnen. Wir multiplizieren (7.17a) mit ¢ € C'(f2), integrieren und
wenden die Green’sche Formel an. Dann ergibt sich

[ 5o e = [ utwyota) o~ [ Sutyel

= )\/ dx—!—/ Vu(z)Vo(z) de — @( Yo(z) do(z).
o0 OV
Wegen der Randbedingung (7.17b) folgt also, dass
/f(a:) da:—/\/ d:c+/ Vu(z)Vo(z) de (7.18)
Ja

fiir alle p € C'(Q). Da C(Q) nach Satz 7.21 dicht in H'(Q) ist, folgt, dass (7.18)
auch fiir alle ¢ € H'(1) gilt. Gleichung (7.18) hat einen Sinn fiir alle ¢ € H'(9),
sobald nur u € H'(Q) ist. Dort taucht die &ufSere Normale gar nicht mehr auf und
schwache Losungen konnen somit fiir beliebige offene Mengen definiert werden:

Definition 7.30. Sei 2 C R offen, A € R, f € Lo(Q). Eine schwache Losung von
(7.17) ist eine Funktion u € H'(12), so dass (7.18) fiir alle ¢ € H'(Q) gilt. A

Falls 2 einen C'-Rand besitzt, so haben wir gesehen, dass jede klassische Lésung
eine schwache Losung ist. Ist umgekehrt u eine schwache Losung, so ist u bereits
eine klassische Losung, falls v gentigend regulér ist. Es gilt ndmlich folgender
Satz:
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Satz 7.31. Sei 2 eine beschriinkte, offene Menge mit C'-Rand sowie f € L2(9), X € R.
a) Ist u eine klassische Losung von (7.17), dann ist w auch eine schwache Losung.

b) Ist u € C?(Q) eine schwache Lisung von (7.17), so ist f € C(Q) und w ist eine
klassische Losung.

Beweis: Wir miissen nur noch b) beweisen. Sei u € C2(Q) eine schwache Losung
von (7.17). Indem wir die Green’sche Formel, Korollar 7.8 (b), auf (7.18) anwen-
den, erhalten wir, dass [, f( ( ydz = X [, u(z)e(x) de — [, Au(x)p(z) do fir
alle p € D(Q). Es gilt also fQ —u(z) + Au(z))p(x) dz = 0 fiir ¢ € D(Q). Da-
mit folgt aus Korollar 6.10, dass f Au+ Au = 0 fast tiberall, also f = Au— Aw fast
tiberall. Da Au — Au € C(Q), hatalso f genau einen stetigen Vertreter. Identifizie-
ren wir f mit diesem, so ist (7.17a) punktweise erfiillt. Um zu zeigen, dass auch
die Randbedingung (7.17b) erfiillt ist, betrachten wir nun (7.18) fiir ¢ € C*(Q).
Dabei nutzen wir aus, dass wir jetzt schon wissen, dass Au — Au = f. Damit gilt
(da u eine schwache Losung ist)

[ (o) = du@)e@rdr = | el

//\u da:+/Vu Weo(z)dx
= [ Muwote) s - [ Mu@pw)de+ [ G et dot)
o Q

aq Ov
fir alle ¢ € C'(Q), wobei wir wieder die Green’sche Formel, Korollar 7.8 b),
benutzt haben. Damit ist f{m (2) p(2)do(z) = 0 fiir alle ¢ € C'(Q2). Da nach
Satz 7.17 die Menge {c,0|aﬂ pE C’l( )} in Lo (99, do) dicht ist, folgt, dass 2% = 0
in Ly(99Q, do), es ist also 2 %5 (2) = 0 fast iiberall. Da aber gg € C(09Q) und nach
Korollar 7.16 v(U) > 0 fiir jede nichtleere relativ offene Menge U in 09, folgt,
dass %(z) = 0 fiir alle z € 9. O

Satz 7.31 erlaubt es uns, die Analyse von Problem (7.17) in zwei Teilaufgaben zu
unterteilen:

a) den Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen,

b) die Regularitdtsuntersuchung von w.

Wir werden hier die Aufgabe a) sehr leicht mit Hilfe des Satzes von Riesz-Fréchet
l6sen kénnen. Was Regularititseigenschaften der schwachen Losungen angeht,
so gehen detaillierte Untersuchungen tiber den Rahmen des Buches hinaus und
wir beschranken uns daher auf einige Bemerkungen. Fiir die Existenz und Ein-
deutigkeit von schwachen Losungen benétigen wir keinerlei Regularitat von €.
Die dufiere Normale von (2 taucht in der Definition 7.30 nicht auf und muss gar
nicht existieren.

Satz 7.32. Sei  C R eine beliebige offene Menge sowie A\ > 0 und f € Lo(S2). Dann
besitzt das Problem (7.17) genau eine schwache Losung.



7.4 Die Poisson-Gleichung mit Neumann-Randbedingungen 237

Beweis: Wir definieren FeH 1( ) durch F(v fQ x) dz. Nun beobach-
ten wir, dass a(u,v) := A [, u(z)v(z) dz + fQ Vu Vv( )dx u,v € HY(Q), ein
dquivalentes Skalarprodukt auf H 1( ) definiert; d h., die durch a(-, -) induzierte
Norm ist dquivalent zu || - || 1. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz 4.21) gibt
es somit genau ein u € H'(), so dass a(u,v) = F(v) fiir alle v € H'(Q). Das
bedeutet aber gerade, dass (7.19) erfiilt ist. Damit ist der Beweis gefiihrt. O

Was die Regularitit der schwachen Losung u betrifft, so wissen wir aus Satz 6.57,
dass u € HZ_ (). Somit sind also die partiellen Ableitungen D;D; € Lo 16c(f2)
und die Gleichung Au — Au = f ist eine Identitdt zwischen Funktionen in Ly (€2).
Wir werden hier keinerlei weitere Regularititseigenschaften beweisen. Aber wir
erwihnen, dass die schwache Losung u von (7.17) in C*°(Q) ist, falls f € C>(9Q)
und falls €2 einen C'°°-Rand besitzt (siehe [16, Théoréme IX.26] oder [28, Theorem

6.30]).

Als Nichstes betrachten wir den Fall A = 0. Ist Q@ ¢ R? offen und beschrankt,
so ist jede konstante Funktion eine schwache Losung von (7.17) mit A = 0 und
f = 0. Somit ist die Eindeutigkeit verletzt. Ferner gilt Folgendes: Sei f € Ly(2),
so dass eine schwache Losung u von (7.17) existiert. Indem wir ¢ = 1 in (7.18)
wihlen, schliefien wir, dass

/ f(x)dx =0, (7.19)
Q

d.h., (7.19) ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz einer schwachen
Losung von (7.17), wenn A = 0. Diese Bedingung ist auch hinreichend, wenn wir
die zweite Poincaré-Ungleichung zur Verfiigung haben.

Satz 7.33. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet mit stetigem Rand und f € Lo(Q) mit
Jo f( 3: = 0. Dann hat (7.17) fiir \ = 0 genau eine schwache Losung u € H* (), so
dass fn z)dx = 0.

Beweis: Die Menge L (Q2) := {v € L2(Q) : [, v(z)dx = 0} bildet einen abge-
schlossenen Unterraum von Lo (Q2) und ist damit ein Hilbert-Raum. Der Raum
H} (Q) = H(Q)N Ly o() aus (7.15) ist abgeschlossen in H' () und somit eben-
falls ein Hilbert-Raum. Wir zeigen, dass H},(Q2) dichtin Ly (Q) ist. Sei g € L2 ,o(€2),
so dass (w, g)r, (o) = 0 fiir alle w € H} (Q). Nach Korollar 4.18 miissen wir zei-
gen, dass g = 0. Wir setzen e; := |Q|~!/?1g mit dem Lebesgue-Maf || von Q.
Seiv e H'(Q), dannist w := v — (v,e1),0)e1 € HL(Q), da

/{;w(x) dx = /Qv(m) dx — <|Q|1/2/Qv(x)dx> (|Q|1/2/Qﬂﬂ(x)dl,> —0.

Da (g,e1)r,0) = 0und (g, w)r,0) = 0, folgt, dass (g,v)r,) = 0. Es gilt also
(9,V) 1,00 = O fiiralle v € H'(Q2). Da H'(2) dicht in Ly(€2) ist, folgt, dass g = 0.
Also ist H} (Q) dicht in Lo O(Q)

Nach (7.18) definiert a(u, v) := [, Vu(x)Vo(z) da: ein éiquivalentes Skalarprodukt
auf H} (). Definiere F € Hl( )/ durch F(z) = [, f(@)w(z)dr, w € HL(Q).
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Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es genau ein u € H},(£2), so dass

a(u,w) = /Qf(x)w(a:) de, we H(Q). (7.20)

Das ist aber dquivalent dazu, dass u eine schwache Losung von (7.17) ist, wie
man folgendermafen sieht: Es ist [, Vu(z)Vey(z)dz = 0 = [, f(z)ei(z) dx. Da
sichjedes v € H'(Q) als v = v — (v, e1) )€1 + (v, €1) 1, (0 €1 schreiben ldsst mit
v— (v,e1)r, €1 € Hp (), folgt aus (7.20)

| fap@yar - / F@) (@) — @)z @)dn + (00 @ (f. )@
Q

= a(u,v — (v, 61)1:2(9)61) + (v, 61)L2(Q)a(u7 e1) = a(u,v),
also ist u eine schwache Losung fiir A = 0. O

7.5 Der Spursatz und Robin-Randbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir durchweg eine offene, beschrinkte Menge
Q ¢ RY mit C'-Rand. Mit ¢ bezeichnen wir das Oberflichenmaf auf 95, der
Raum Ly (02) = L (99, o) ist beziiglich dieses Mafles gebildet.

Satz 7.34 (Spursatz). Es gibt genau einen stetigen, linearen Operator T : H*(Q) —
Lo (0S2) derart, dass Tu = wypq fiir alle w € C(2) N H'(SY). Dieser Operator heifit
Spur-Operator (engl. trace operator).

Nach Satz 7.21 ist der Raum C!(12) dicht in H!(f2). Die Aussage von Satz 7.34 ist
also dazu dquivalent, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt derart, dass

lwaallLyo0) < cllullm @) (7.21)

fiir alle u € C*(Q).

Beweis von Satz 7.34:

a) Sei U C R offen, so dass UNJS ein C1-Graph beziiglich Q ist. Wir zeigen, dass
es ein ¢ > 0 gibt derart, dass (7.21) fiir alle u € C(Q) N H*'(2) mit suppu C U gilt.
Um dies zu beweisen, konnen wir voraussetzen, dass U ein normaler C' 1—Graph
ist (sonst d&ndern wir das Koordinatensystem). Wir benutzen die Bezeichnungen
von Definition 7.1 a). Sei u € C*(Q) mit suppu C U. Dann gilt nach (7.13) mit
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c1 = supjy <, v 1+ [Vg(y)[?

lul?, 00 = / u(y, )1 T Ve Pdy < 1 / w(y, 9(y)) dy
ly|<r [y|<r
h a )
= ¢ —8—U(y7g(y)+8) ds dy
ly|<r JO S

h
01/ / —2u(y, g(y) + s)Dau(y, g(y) + s) ds dy
lyl<r JO

h
< o / / (u(y, g(y) + s)* + Dau(y, g(y) + s)*) ds dy
ly|<r JO

S /Q (u(@)? + (Dau(@)?) do < e [ulld gy,

wobei wir bei der letzten Identitdt die Beziehung (7.8) und in der Zeile davor
die Young’sche-Ungleichung 2a3 < a? + 3% benutzt haben. Damit ist (7.21) fiir
suppu C U bewiesen.

b) Da 02 kompakt ist, finden wir offene Mengen Uy, ..., U, C R4, so dass 9QNUy,
ein C''-Graph beziiglich  ist und |J;"_, U, D 952 Nach a) gibt es zu jedem k ein
cx > 0,s0dass (7.21) mit ¢ = ¢y, fiir alle u € C(Q) N H(Q) mit suppu C Uy, erfiillt
ist. Betrachte eine Zerlegung der Eins auf Q,dieUy,..., U, zugeordnet ist, d.h.
e € D(RY),sodass 0 < < 1, suppn, C Uy und Zizl nk(r) = 1 fiir x € Q. Sei
u € C(Q)N HY(Q), dann ist uy := u - € C(Q) N H(Q) mit suppus, C Uy und
22:1 uy = u auf 9. Damit gilt

m
§ :ukxasz
k=1
m

m
kzlckHukHHl(Q) < (kzrﬁﬁn%) > unllm -

k=1

m
< Z Huk\asz ||L2(6Q)
L2(09) k=1

ullL,00) =

IN

Da Dj(nru) = (Djnr)u + neDju, gilt [|[nxul| g1y < cllull g1(o) mit einer Konstan-
ten ¢ > 0. Wir haben also (7.21) fiir alle u € C(Q) N H'(Q2) und damit auch Satz
7.34 bewiesen. O

Wir erinnern daran, dass H () als der Abschluss der Testfunktionen in H!({2)
definiert ist (siche Abschnitt 6.3). Damit gilt 7u = 0 fiir alle u € H{ (£2). Auch die
Umkehrung ist richtig [26, Sec. 5.5], so dass wir nun folgende neue Charakteri-
sierung von H; () haben (falls  einen C*-Rand hat):

Satz 7.35. Es gilt H}(Q) = {u € H'(Q) : Tu = 0} mit dem Spur-Operator T. O

Mit Hilfe des Spur-Operators konnen wir nun eine schwache Form der Norma-
lenableitung %% definieren und allgemeinere Randbedingungen definieren. Wir
setzen weiterhin voraus, dass (2 eine beschrinkte, offene Menge im R¢ mit C'-
Rand ist. Ist u € C?(92), so gilt nach Korollar 7.8 fiir v € C1(Q)

ou
/QAu(x)v(a:) dx +/QVU(:U)VU(:17) dx = /aQ g(z)v(z) do(z). (7.22)
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Das fiihrt uns zu folgender Definition:

Definition 7.36. Sei v € H'(Q) N HZ (), so dass Au € Ly(£). Wir sagen, dass

% € Ly(09), falls es ein b € Lo(0N) gibt derart, dass

Au(z)v(z)dx + | Vu(z)Vo(z)dr = / b(2)T(v(z)) do(z) (7.23)
Q Q a0

fiir alle v € H*(Q) gilt. In dem Fall ist b € Ly(92) eindeutig bestimmt und wir

setzen ‘g—“ = b. A
14

Natiirlich reicht es, (7.23) fiir alle v € C(Q) N H'(Q) oder sogar nur fiir v = g
fiir € D(R?) nachzupriifen, da diese Funktionen nach Satz 7.21 dicht in H(2)
sind. Es kann hochstens ein b € Ly (0€2) geben, so dass (7.23) gilt. Das folgt aus
Satz 7.17 und Korollar 4.18. Nun erhalten wir Existenz und Eindeutigkeit fiir das
Poisson-Problem mit Neumann-Randbedingungen im Sinne der Definition 7.36.

Satz 7.37. Sei () ein beschrinktes Gebiet im R mit C*-Rand und sei b : 92 — [0, 00)
messbar, beschrinkt, so dass b(z) nicht o-fast iiberall gleich 0 ist. Dann gibt es zu jedem
f € L2(Q) genau eine Losung u € H*(Q) N HE () von

—Au=f, (7.24a)

2y bTu=0, (7.24b)
14

wobei T : H'(Q) — Lo(09) den Spur-Operator bezeichnet.

Beweis: Wir definieren die Linearform a : H'(Q) x H'(Q) — R durch a(u,v) :=
Jo Vu(z)Vo(z) de + [, b(z) Tu(z) Tv(z) do(z). Offenbar ist a(-, -) stetig. Wir zei-
gen, dass a(-, -) koerziv ist. Wére das nicht der Fall, so gibe es u, € H(Q), so
dass |[un||g1) = 1, aber lim, .o a(u,) = 0. Nach Satz 4.29 konnen wir an-
nehmen, dass u, schwach gegen u € H'(Q) konvergiert. Da die Einbettung
H'(Q) — Lo(Q2) kompakt ist (Satz 7.22), folgt aus Satz 4.33, dass u, — wu in
Ly(82). Damit ist [|ul|z,) = 1. Dalim, .o a(u,) = 0und b > 0, ist

lim [ |Vu,(z)*dx = 0. (7.25)

Somit gilt fiir ¢ € D(Q)

/ u(z)Djo(x)dr = lim [ u,(z)Djp(x)dr = lim — /(D]un(x))go(ac) dx = 0.
Es folgt aus Satz 6.19, dass es ein ¢ € R gibt, so dass u(x) = ¢ fast tiberall. Ferner
folgt aus (7.25), dass lim,,—,oo u, = w in H'(Q2). Damit gilt auch lim,,—, o Tu, =
Tu = clag in Ly (0N). Folglich gilt nach Definition der Bilinearform a(:, -)

02/ b(z)do(z) = lim b(2)|Tun(2)|? do(z) = lim a(u,) = 0.
o)

n—oo o0 n—oo
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Aus der Voraussetzung an b folgt daher ¢ = 0. Das ist aber ein Widerspruch
zu |lul| 1,0y = 1. Wir haben also bewiesen, dass af(, -) koerziv ist. Nun definiert
F(v) := [, f(z)v(z) dz eine stetige Linearform F € H'()'. Nach dem Satz von
Lax-Milgram gibt es genau ein u € H'(Q2), so dass

a(u,v) = /Q f(x)v(z)dx furalle v e HY(Q). (7.26)

Das ist aber dquivalent zu (7.24). In der Tat: Gilt (7.26), so ist [, f(z)¢(x)dz =
a(u, ) = [o Vu(x)Ve(x)de fir ¢ € D(Q) und damit ist —Awu = f. Folglich ist
u € HY () nach Satz 6.57. Setzen wir in (7.26) die Beziehung f = —Aw ein, so
sehen wir, dass [, Vu(z)Vo(z)dr + [, Au(z)v(z)dr = [,o b(Tu)(Tv)do(z) fir
alle v € H'(Q). Damit ist % = bTunach der Definition 7.36. Ahnlich zeigt man,
dass jede Losung von (7.24) die Bedingung (7.26) erfiillt. O

Man nennt (7.24b) Robin-Randbedingungen oder Randbedingungen der dritten Art.
Ist b = 0, so erhalten wir Neumann-Randbedingungen.

7.6* Kommentare zu Kapitel 7

Der Satz von Gaufs wurde zuerst von Joseph L. Lagrange 1792 gefunden und dann unab-
hingig von Carl Friedrich GauB8 1813, George Green 1825 und 1831 von Mikhail V. Ostro-
gradsky wiederentdeckt. Deshalb findet man in der Literatur den Satz auch unter diesen
verschiedenen Namen. Man kann das Oberflichenmafl auch fiir Lipschitz-Gebiete defi-
nieren und den Satz von Gauf$ beweisen. Wir verweisen auf [2].

Neumann-Randbedingungen wurden nach Carl G. Neumann (1832-1925) benannt, der
Professor an den Universititen von Halle, Basel, Tiibingen und Leipzig war. Er hat tiber
das Dirichlet-Prinzip gearbeitet und von ihm stammt das Analogon der geometrischen
Reihe fiir Matrizen. Daher nennt man auch Z:‘;O T* die Neumann-Reihe, die fiir einen
Operator T'mit ||T'|| < 1 gegen (I — T)~" konvergiert.

Robin-Randbedingungen werden nach Victor G. Robin (1855-1897) benannt, der an der
Sorbonne Vorlesungen tiber mathematische Physik hielt und tiber Thermodynamik arbei-
tete. Sie wurden auch schon von Isaac Newton (1643-1727) untersucht.

Im Mittelpunkt von Kapitel 6 und 7 steht der Sobolev-Raum H'. Es war das Dirichlet-
Problem, das Beppo Levi 1906 (kurz nach der Erfindung des Lebesgue-Integrals) zu ers-
ten Untersuchungen tiber diesen Raum motivierte. So wurde dieser Raum (mit diversen
dquivalenten Defintionen) zunachst Raum vom Typ (BL) genannt. Schwache Losungen
tauchen in den 30er Jahren zum ersten Mal auf. Sie sind fundamental in der berithm-
ten (und noch heute aktuellen) Arbeit von J. Leray publiziert, der 1934 die Existenz einer
schwachen, globalen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen zeigt (die Eindeutigkeit ist
ein offenes Millenium-Problem). Schwache Losungen der Wellengleichung wurden von S.
L. Sobolev (1908-1989) im Jahre 1936 betrachtet. Dieser war es auch, der dann eine syst-
matische Untersuchung der Sobolev-Raeume durchfiihrte, die in seinem einflussreichen
Buch von 1950 ihren Hohepunkt fand. Der fundamentale Sobolev’sche Einbettungssatz
stammt aus dem Jahre 1938. In unserem Zusammenhang kann man einen Spezialfall so
formulieren: Der Raum Hj ist ein Unterraum von L? fiir p = 2d/(d — 2), wobei Omega
eine beschrinkte offene Teilmenge im R? ist (vgl. Aufgabe 7.10).

Sobolev kommt aus der bertihmten mathematischen Schule von St. Petersburg und wur-
de 1935 Direktor des Instituts fiir die Theorie der partiellen Differenzialgleichungen am
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Steklov-Institut in Moskau. Er war hochgeehrt. Schon mit 31 Jahren wurde Sobolev Mit-
glied der sowjetischen Akademie der Wissenschaften und erhielt die hochsten Auszeich-
nungen, die der Staat vergab (Stalin-Orden und Held der sozialistischen Arbeit 1941).

Die Gottinger Schule (z.B. K. Friedrichs) begntigte sich in den 30er und 40er Jahren mit
Réaumen von klassisch differenzierbaren Funktionen, ohne sich zu Nutze zu machen, dass
man diese durch Komplettierung zu einem Hilbert-Raum (von Lebesgue-integrierbaren
Funktionen) machen kann. Diesem Raum gab man lange Zeit den Buchstaben H, wiahrend
der Sobolev-Raum mit W bezeichnet wurde. Erst durch den genialen Trick von Meyers-
Serrin aus dem Jahr 1964 (vgl. Bemerkung 6.17) wurde der Sachverhalt schliefllich ge-
klart. Die kurze Veroffentlichung von Meyers-Serrin hat auch einen kurzen Titel: H = W,
[39].

7.7 Aufgaben

Aufgabe 7.1. Sei K C R? kompakt. Zeigen Sie: Jede positive Linearform auf
C(K) ist stetig (vgl. Definition 7.9).

Aufgabe 7.2.

a)Seid > 2,0 C R? offen, beschrankt mit C*-Rand und sei z € Q. Sei u €
C(Q)NCHOQ\ {z}), so dass 8% auf Q \ {z} beschranktist, j = 1,...,d.
Zeigen Sie, dass u € H'((2). Anleitung: Multiplizieren Sie (%Jj mit ¢ € D(Q)

und integrieren Sie partiell auf Q \ B(z, ).

b) Sei B := {(z,y) € R? : 22 +y* < 1}, u(z,y) = (2* — y?)log|logr|, r =
(2% + y?)'/2. Zeigen Sie, dass u € H'(B), vgl. Satz 6.58.

Aufgabe 7.3. Sei 29,9 C R4 offen, Q = Q; U Qs und seien v, f € L3 10c(£2). Es
gelte Au = f schwach in €2; und in €. Zeigen Sie, dass Au = f in Q.
Anleitung: Benutzen Sie eine Zerlegung der Eins.

Aufgabe 7.4 (Poincaré-Ungleichung). Sei @ C R offen derart, dass die Einbet-
tung H} (Q) — Lo(£2) kompakt ist.
a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt derart, dass [, [u[*dz <
¢ [o |Vul? da fiir alle uw € Hg(£2). Wo geht im Beweis die Kompaktheit der
Einbettung ein? Man kann sich an dem Beweis von Satz 7.28 orientieren.

b) Geben Sie ein Beispiel einer unbeschrankten offenen Menge €2 C R4, so dass
die Einbettung kompakt ist. Hinweis: Benutzen Sie die Bemerkung nach Satz
6.53.

c) Geben Sie ein Beispiel einer offenen Menge an, fiir die die Poincaré-Unglei-
chung verletzt ist.

Aufgabe 7.5 (Satz von Gauf fiir Dreiecke). Ein Segment im R? ist eine Menge
der Form [z,y] == {dz + (1 — Ny : 0 < X\ < 1}, wobei z,y € R?, 2 # y die
Eckpunkte von [z, y] sind. Wir definieren das Maf o auf [z, y] durch [ 2.0] fdo =
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ly — x| fol f(Ax+ (1= N)y)dX fur alle f € Cz,y] (vgl. Satz 7.10). Ist T' ein Dreieck
mit den Eckpunkten {t1, to, ¢3}, soist 0T = [t1, t2]U[te, t3]U[t1, t3]. Fur f € C(9T)
definieren wir [, fdo = f[thtz] fdo + f[tz’tB] fdo + f[tl,tg,] fdo.

a)Sei u € C'(T). Zeigen Sie, dass [, u,, dz = [, uv;do. Dabei ist v; die
duflere Normale j = 1,2. Anleitung: Nach Drehung und Verschiebung kann
man annehmen, dass t; = (0,0), t2 = (b,0),t3 = (d,¢) mit0 < d < b, ¢ > 0.

b) Zeigen Sie, dass [;.(Dju)vdx = — [, uD;vdz+ [, vjuvdo firu,v € C*(T)
und j = 1,2 gilt.

Aufgabe 7.6. Sei Q C R? ein Polygon und {7}, : k = 1,...,n} eine zuléssige Tri-
angulierung von (2, siche Abschnitt 9.2.7. Sei u € C(€2), so dass u 7, € C*'(T}) mit
beschrankten Ableitungen, k =1,...,n.

a) Sei p € D(Q). Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 7.5 b), dass fur j = 1,2 gilt:

5 - 0
~ Joue de =5, [, 2pde.

b) Schliefen Sie aus a), dass v € H*(Q) und Dju = 08;] auf Ty firj = 1,2
undk=1,...,n.

Aufgabe 7.7 (Gebiet mit stetigem Rand ohne Fortsetzungseigenschaft).

a) Zeigen Sie: Wenn ein beschrinktes Gebiet 2 C R? die Fortsetzungseigen-
schaft besitzt, dann ist H'(Q) C L,() fiir jedes ¢ € [2,00). Benutzen Sie
Aufgabe 6.23.

b) Seia > 0, Q, := {(z,y) e R?: 0 < z < 1,|y| < 2°}.Sei B > 0, u(z,y) ==
x~P. Zeigen Sie, dass u € H'(Q,), falls 8 < 251, aber u ¢ L,(9), falls g grof
genug ist. Folgern Sie, dass (), nicht die Fortsetzungseigenschaft besitzt.

c) Sei o > 3. Zeigen Sie, dass u € H?(€,), falls 8 < “7_3 Folgern Sie, dass
H?*(Q%) ¢ C(Qa)-

Aufgabe 7.8. Ist ' = {(z,v(z)) : « € [a,b]} eine Kurve mit v € C'|a, b], so defi-

niert man [ f do := f; f(x,v(x))\/1+ 7 (x)? dz fiir jede Borel-messbare Funkti-
on f: T — [0,00]. Sei Q = Qy aus Aufgabe 7.7 und sei I' := {(z,2%) : 0 < z < 1}.
Somit ist I' eine kompakte Teilmenge von 0f2.

a) Zeigen Sie, dass u(z, y) = L eine Funktion u € H'(2) definiert.

b) Zeigen Sie, dass [ u* do = co.

Aufgabe 7.9.
a)Seid=1,Q:=(0,4)U(3,1), dann hat Q nicht die Fortsetzungseigenschaft.

b) Die zusammenhéngende, offene Menge 2 := (0,1)2\ {(1/2,y) : 0 < y <
1/2} im R? hat nicht die Fortsetzungseigenschaft, vgl. Abbildung 7.3.
Anleitung: Konstruieren Sie v € H'(Q) derart, dass v = 0 auf (0,1/2) x
(0,1/4)und u = 1 auf (1/2,1)x(0,1/4). Wende das Lemma von Stampacchia
6.35 an.

c) Ist die Einbettung von H'(Q) in Ly(Q) fiir die Menge 2 aus b) kompakt?
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0 y
0 1
Abbildung 7.3. Menge 2 aus Aufgabe 7.9, die nicht die Fortsetzungseigenschaft besitzt.

Aufgabe 7.10 (Beweis der Fortsetzungseigenschaft fiir C1-Gebiete). Sei 2 ¢ R?
ein C*-Gebiet.
a) Sei u € C*(Q). Betrachten Sie die in der Beweisidee von Satz 7.19 beschrie-
bene Fortsetzung @ und zeigen Sie, dass @ € H'(R?) mit ||@| g1 ra) <
c||ul| g1 (o) mit einer Konstanten ¢ > 0, die nicht von u abhéangt.

b) Benutzen Sie eine Zerlegung der Eins, um aus a) zu folgern, dass es eine
lineare, stetige Abbildung E : C*(Q) — H'(R?) gibt mit (Eu)o = u, wobei
auf C*(Q) die Norm von H' () betrachtet wird.

c) Schlieflen Sie daraus, dass (2 die Fortsetzungseigenschaft besitzt unter Be-
nutzung der Tatsache, dass C*(Q) dicht in H'(Q) ist (vgl. Satz 7.27).

Bemerkung: Fiir einen anderen direkten Beweis, der die Dichtheit von C(()
nicht benutzt, siehe [16, Théoreme IX.7].



8 Spektralzerlegung und
Evolutionsgleichungen

Die Spektralzerlegung des Laplace-Operators mit verschiedenen Randbedingun-
gen gibt uns genaue Information tiber die Losbarkeit der Gleichung

A — Au = f.

Aber sie liefert auch eine Methode, die Wohlgestelltheit von so genannten Evo-
lutionsgleichungen zu beweisen. Darunter verstehen wir Gleichungen, welche die
zeitliche Entwicklung beschreiben. Hier behandeln wir die Warmeleitungsglei-
chung

ur = Au
und die Wellengleichung
Ut = Au.

Dabei ist u = u(t, z) eine Funktion, die von der Zeitvariablen ¢ > 0 und der Orts-
variablen z € () abhingt, wobei (2 ein Gebiet im R? bezeichnet. Das Spektrum
gibt uns auflerdem Auskunft iiber das asymptotische Verhalten der Losung w fiir
t — o0.
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8.1 Ein vektorwertiges Anfangswertproblem

In diesem Abschnitt werden wir uns in die Situation versetzen, die im Spektral-
satz (Satz 4.40) beschrieben wird. Dort ist ein Operator A gegeben, der beziig-
lich einer Orthonormalbasis Diagonalgestalt hat. Dieser Operator definiert ein
Anfangswertproblem, dessen Losung man mittels Orthogonalentwicklung leicht
bestimmen kann. Wir werden in den folgenden Abschnitten fiir A den Laplace-
Operator mit Randbedingungen einsetzen. Das Anfangswertproblem wird da-
durch eine partielle Differenzialgleichung, ndmlich die Warmeleitungsgleichung.
Wir beginnen, einige einfache Eigenschaften differenzierbarer Funktionen mit
Werten in einem Banach-Raum zusammenzustellen.

Definition 8.1. Sei F ein reeller Banach-Raum und I C R ein Intervall.

a) Eine Funktion u : I — E hei8t differenzierbar, falls u/(t) = limss— (32:“(”
fiir jedes t € I in E existiert. Die Funktion heift stetig differenzierbar, falls
zusitzlich v’ stetig ist. Mit C* (I, E) bezeichnen wir den Raum der stetig dif-
ferenzierbaren und mit C (I, E') den der stetigen Funktionen von I nach E.
Da die Variable ¢ € I oft fiir die Zeit steht, schreiben wir auch () statt u/(t).

b) Rekursiv definieren wir C¥*1(I, E) := {u € CY(I,E) : v/ € C*(I, E)} und
setzen uF D (¢) = (v )W (t), k € N. Wir setzen C®(I, E) := (o C* (1, B).
A

Istu : [a,b] — E stetig, so definiert man das Riemann-Integral wie fiir reellwertige

Funktionen: Ist 7w eine Partition a = t; < t; < --- < t, = b mit Zwischenstel-
len s; € [ti—1,t:],i = 1,...,n, so bezeichnet S(m,u) := > u(s;)(t; — t;—1) die
Riemann-Summe beztiglich = und |r| = max;=1__, [t; — t,—1| die Maschenweite

von 7. Damit zeigt man wie im Fall £ = R, dass es ein Element y € E gibt, so
dass y = lim,, oo S(mm,u) fiir jede Folge (7., )men von Zerlegungen mit Zwi-
schenstellen derart, dass lim,, . || = 0. Man setzt dann f t)dt == y. Es
gelten die tiblichen Rechenregeln des Riemann-Integrals. Insbesondere gilt der
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung: Fiir u € C*(I, E), a,b € I gilt

fab u'(s)ds = u(b) — ( ). Umgekehrt' Ist w : I — E stetig, so definiert fiir a € I

up € E, u(t) := ug + f s) ds eine Funktion u € C'(I, E) und es ist v’ = w. Das
Vertauschen von leferen21at1on und Summe gilt wie im skalaren Fall.

Lemma 8.2. Seien u, € C'(I,E), n € N, so dass die Reihen u(t) := Y7 un(t)
und v(t) == 300 b, (t) auf I gleichmiiflig konvergieren. Dann ist w € C*(I, E) und
u' = . O

Nun wollen wir die Voraussetzungen des Spektralsatzes (Satz 4.40) zu Grunde le-
gen. Seien V und H reelle Hilbert-Raume, H sei unendlich-dimensional und V' sei
kompakt und dicht in H eingebettet. Seia : V' xV — R eine stetige, symmetrische,
H-elliptische Bilinearform. Wir wollen voraussetzen, dass a(u) := a(u,u) > 0,
u € V. Sei A der zu a assoziierte Operator auf H. Somit hat A den Definitions-
bereich D(A) = {u € V : 3f € H, a(u,v) = (f,v)g furalle v € V} und fir
u € D(A) ist Au das eindeutig bestimmte f € H, fiir das gilt: a(u,v) = (f,v) g fur
alle v € H. Nach Satz 4.40 gibt es eine Orthonormalbasis {e,, : n € N} von H und
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0< A < <A< Apy1 <--- mitlim, o A, = 0o derart, dass

D(A) = {u €EH: Z)\ﬂ(u,en)HP < oo} (8.1)
n=1
sowie
Ay = Z An(u,en)men, ue D(A). (8.2)
n=1

Insbesondere ist e,, € D(A) und Ae,, = A,e,. Ferner folgt aus (8.2)
(Au,en) g = Ap(u,en)g  furallew € D(A). (8.3)

Wir betrachten nun das durch A definierte Anfangswertproblem: Gegeben sei
up € H.Bestimme u € C1((0,00); H) N C([0,00); H), so dass u(t) € D(A), t > 0,
mit

u(t) + Au(t) =0, t > 0, (8.4a)

Es handelt sich also um eine gewohnliche Differenzialgleichung mit Werten in
einem unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum. Wieder haben wir die minima-
le Regularitit an u gefordert: Die Funktion soll differenzierbar in ¢ > 0 sein
und die Differenzialgleichung (8.4a) erfiillen. Damit die Anfangswertbedingung
(8.4b) sinnvoll ist, setzen wir weiterhin voraus, dass u : [0,00) — H stetig ist.
Da A nicht auf ganz H sondern nur auf dem Definitionsbereich D(A) definiert
ist, miissen wir fordern, dass u(t) € D(A) fiir ¢ > 0. Nach diesen Erkldrungen
konnen wir folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen.

Satz 8.3. Fiir jedes uy € H hat das Problem (8.4) eine eindeutige Losung w. Sie ist durch

Z e uo, €n)H en (8.5)

gegeben. Ferner ist u € C*°((0,00), H).

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Sei u eine Losung von (8.4). Fiir n € N betrachten wir die reell-
wertige Funktion u,(t) := (u(t), e, )g. Dann ist u,, : [0,00) — R stetig, differen-
zierbar auf (0, 0c0) und es gilt

Un(t) = (W(t), en) i = —(Au(t), en)m = =M (u(t), en) g = —Apun(t), t>0,

wobei wir (8.3) benutzt haben. Die Funktion w,, erfillt also auf (0, o) eine lineare
Differenzialgleichung mit dem Anfangswert u,,(0) = (uo, €,) ;. Damit ist u, (t) =
un(0)e=*t = (ug, e,) g e, Aus der Orthonormal-Entwicklung Satz 4.9 folgt
nun, dass u(t) durch (8.5) gegeben ist.

2. Existenz: Wir definieren u durch (8.5). Die Reihe konvergiert nach Satz 4.13 fiir
allet > 0in H und es gilt u(0) = ug. Wir zeigen, dass v € C([0,0); H). Dazu
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beobachten wir, dass T'(t)ug == Y., -, e~ Mt (ug, e,) e, einen linearen, stetigen
Operator T'(t) : H — H definiert mit |T'(¢)|| < 1. Ist up € lim{e, : n € N}, so
ist offensichtlich limy, .o T'(t + h)uo = T'(t)uo. Ist ug € H beliebig, so benutzt man
folgendes e-Argument: Sei u; € span{e,, : n € N} mit ||ug — u1 ||z < . Dann ist

1Tt + h)uo — T(uollm < |T(E+ h)uo = T(t + h)uallr
T+ h)ur = T@uallm + [T ()ur — T()uolla
< T+ B[ luo = wallg + [T+ h)ur = T@)uallg + [T @) [[ur — woll
<e+|T{t+ h)uy — T(t)ui|lg +e.

Somit ist limsup,,_,q [|T(t + h)ug — T (t)uol|la < 2e. Da e > 0 beliebig ist, folgt
limyp, o || T (t+h)uo—T (t)uol| # = 0. Um zu zeigen, dass u € C*°(0, oo; H ), beachte
man, dass fiirjedes ¢ € (0,1) und k € N

< 0. (8.6)

sup sup /\ﬁe_A"t

e<t<LineN

Damit konvergiert die Reihe
Z(i]‘)kAI:Lei)\nt(anen)H €n (8.7)
n=1

fiir jedes k € N gleichméfig in dem Intervall [¢,1], wenn 0 < ¢ < 1. Nach
Lemma 8.2 ist (8.7) gerade die k-te Ableitung von u. Damit ist gezeigt, dass u €
C>([e, 1], H) firalle0 < e < 1;d.h.,esistu € C*>(0,00; H). SchlieBlich ist wegen
(8.2) furalle t > 0:u(t) = Y or s —Ane ! (uo, en) g e = —Aul(t). O
Fiir die Eindeutigkeit der Losung brauchten wir nur die Voraussetzung, dass
u € C'((0,00), H). Wir erhalten aber zusitzlich, dass die Lésung automatisch
C* ist. Das liegt an der speziellen Form (8.5) der Losung. Wir wollen noch ei-
ne stirkere Differenzierbarkeitseigenschaft beweisen, indem wir H durch einen
kleineren Raum ersetzen. Das wird in dem folgenden Abschnitt genutzt, um Re-
gularitit in der Ortsvariablen zu beweisen. Als geeignete kleinere Rdume bieten
sich die Definitionsbereiche der Potenzen von A an. Ihre Definition und Eigen-
schaften sind Gegenstand des folgenden Lemmas, das sich unmittelbar aus (8.1)
und (8.2) ergibt.

Lemma 8.4. Fiir m = 1 setzen wir A' := A. Die Operatoren A™ sind fiir m € N
rekursiv definiert durch D(A™*') .= {u € D(A™) : A™u € D(A)}, A"y =
A(A™u). Dann gilt:

D(A™) ={ue H: S N (w e}y < oo}, A™u=3" Ni(u,en) en.
n=1 n=1
Insbesondere ist D(A™) ein Hilbert-Raum beziiglich des Skalarproduktes (u,v)am :=
S A2 (uyen)m (en,v) i + (u,v)g. Es gilt D(A™Y) — D(A™) — H fiir alle

n=1

m € N, O

Nun konnen wir eine stdrkere Regularitdt der Losungen formulieren.
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Satz 8.5. Sei ug € H und u die Losung von (8.4). Dann gilt u € C*((0, 00), D(A™))
fiir jedes m € N.

Beweis: Es ist fiir k € N

uM(t) = i e (=) ¥ (uo, €n) i €n- (8.8)
n=1

Somit ist ||u(® O BHamy = 2Zomer (€72ANTFNZ™ 4+ 1)[(uo, €,) n|*. Da weiterhin
Sup,en € M|\, [P < oo fiir alle p € N, £ > 0, konvergiert die Reihe (8.8) gleich-

mafig auf [¢, 1], & > 0. Nun folgt die Behauptung aus Lemma 8.2. O
Schliefdlich geben wir einige weitergehende Informationen.

Kommentar 8.6 (Halbgruppen). Definiert man wie in (8.5) den Operator T'(t) gemaf3
T(t)x =32 e ' (x,en)men fir z € H, so erhilt man einen Operator T'(t) € L£(H). Es
gilt (@) T(t+s) =T(t)T'(s), t, s > 0; (b) lim¢ |0 T'(t)x = x, € H. Man nennt eine Familie
(T'(t))¢>0 von linearen Operatoren auf H eine stetige Halbgruppe (oder Co-Halbgruppe), falls
(a) und (b) gelten. Einer solchen Halbgruppe ordnet man den Generator B zu, der durch

D(B) = {z € i tim LOTZT istiert } By i=lim L2 =T
tl0 t tl0 t
gegeben ist. Man kann nachpriifen, dass in unserem Fall B = A, Aufgabe 8.8.
Ein weiteres Beispiel einer Halbgruppe ist implizit in Satz 3.42 gegeben. Es ist die Gaufi-
Halbgruppe auf Lz(R?), die durch

TN = sz [, W,

x € Rt >0, f € La(RY) definiert ist. Thr Generator ist der Operator B mit D(B) :=
H?(RY), Bu := Au. Wir verweisen auf [25], [34] oder [5] fiir die Theorie der Halbgruppen,
die den richtigen Rahmen fiir die Untersuchung von Evolutionsgleichungen bildet. A

8.2 Die Warmeleitungsgleichung: Dirichlet-Randbedingungen

Wir wenden nun den Spektralsatz aus dem vorherigen Abschnitt fiir einen spe-
ziellen Operator, den Dirichlet-Laplace-Operator, an. Sei @ C R? eine offene,
beschrankte Menge. In diesem Abschnitt werden wir keinerlei Regularitédt des
Randes voraussetzen. Wir betrachten die Hilbert-Rédume H := Lo(Q) und V :=
H}(2). Dann ist Hg () kompakt und dicht in Ly(Q) eingebettet (Satz 6.53). Sei
a: Hg(Q) x Hy(Q) — R gegeben durch a(u,v) := [, Vu Vv dz. Damit ist a ste-
tig, symmetrisch und koerziv (siehe den Beweis von Satz 6.42). Sei A der zu a
assoziierte Operator auf Lo (), dann kann man A folgendermaflen beschreiben:

Satz 8.7. Es gilt D(A) = {u € H}(Q) N HE

loc

(Q) : Au € Ly(Q)} und Au = —Au.

Beweis: Sei u € D(A), Au = f. Dann gilt nach Definition von A die Identitit
Jo Vu(z) Vo(z)de = [, f(x)p(x)dx fir alle ¢ € Hg(Q2) und insbesondere fiir
alle ¢ € D(Q). Damit ist —Au = f im schwachen Sinne. Nach Satz 6.57 ist u €
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H2

loc

¢ € D(Q),

/Vu ) Vo(z /Au x)dx:/ﬂf(m)ap(as) dx

Da D() dicht in Hg () ist, folgt, dass a(u,v) = [, VuVv = [, fv fiir alle v €
H}(Q). Damit ist u € D(A) und Au = f. O
Den Operator AP := —A nennen wir den Laplace-Operator mit Dirichlet-Rand-
bedingungen oder kurz den Dirichlet-Laplace-Operator. Es gilt also

(Q). Ist umgekehrt u € H}(Q) N HY

loc

(@) mit f := —Au € Ly(f2), so ist fur

D(AP) :={ue H}(Q)NHE.(Q) : Au € Ly(Q)}, APy = Au, u € D(AP).

Aus dem Spektralsatz (Satz 4.40) erhalten wir eine Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren {e,, : n > 1} von L(2) und zugehorigen Eigenwerten AP < AP < ... <
AP < AP <--- derart, dass limy, .o AL = 00, €, € D(AP) und —APe, = A\, ep,.
Die Zahlen {\? : n € N} bilden die gesamte Menge der Eigenwerte des Dirichlet-
Laplace-Operators (mit eventuellen Wiederholungen); sie werden oft auch ein-
fach die Dirichlet-Eigenwerte genannt.

Ist A = A\ fiir ein n € N, so ist die Poisson-Gleichung mit Reaktionsterm
A+ Av=f (8.9)

fiir gesuchtes v € H}(Q) N HE () nicht mehr eindeutig losbar: Mit v ist auch
v + ae, eine Losung fiir alle @ € R. Korollar 4.42 zeigt jedoch, dass (8.9) eine
eindeutige Losung besitzt, falls A ¢ {\2 : n € N}.

Die Form a hat nach Satz 4.43 folgende Diagonalgestalt

[ Ivultds = 3" a2 o) (8.10)
L n=1
fiir alle u € H{ (Q2). Da andererseits die Parseval’sche Identitét (Satz 4.9 b)
JRCRIED
n=1

fiir alle u € Ly(€2) gilt und A2 < AP, erhalten wir fiir u € H} ()

/|vu|2dsz{3/ u|? dz. (8.11)
Q Q

Das ist die Poincaré-Ungleichung (vgl. Satz 6.32), jetzt aber mit der optimalen
Konstanten. In der Tat: Setzen wir in (8.11) u = e; ein, so erhalten wir nach (8.10)
eine Identitat; die Abschédtzung (8.11) ist also scharf.

Wir kommen nun zu unserem Hauptanliegen, der Analyse der Warmeleitungs-
gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Dazu betrachten wir folgendes An-
fangswert-Randproblem. Sei ug € L(§2) ein gegebener Anfangswert. Wir suchen
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u € C*°((0,00) x ), so dass

ul(t,) € Hy(Q), t >0, (8.12a)

u(t, ) = Au(t,z), t >0, xz € Q, (8.12b)

lim/ lu(t, z) — uo|* dz = 0. (8.12¢)
t10 Jo

Hier bezieht sich der Laplace-Operator auf die Ortsvariable z, d.h.

d_ 52
Au(t,z) = Z%, t>0, ze€.
J=1 7

Die Bedingung (8.12b) besagt, dass u die Warmeleitungsgleichung auf (0, 0o) x 2
erftillt, wéhrend in (8.12c) die Anfangsbedingung vorgegeben wird. Wir haben
den Anfangswert ug lediglich in L(2) gewdhlt. Somit ist die Konvergenz im
quadratischen Mittel von u(t,-) gegen uo mit ¢ | 0, wie sie in (8.12c) gefordert
wird, eine natiirliche Forderung. Durch u(t,-) € Hg(Q2), t > 0, verlangen wir
homogene Dirichlet-Randbedingungen im schwachen Sinn. Nehmen wir eine Ei-
genfunktion e,, als Anfangswert, so ist

u(t,x) := ef)‘ften(z), t>0, e,

eine Losung von (8.12a). Dazu beachte man, dass nach Satz 6.57 die Funktion e,
unendlich oft differenzierbar ist. Diese spezielle Losung hat also , getrennte Varia-
blen”. Und tatsdchlich ist unsere Methode der Spektralzerlegung nichts anderes
als die Methode der Trennung der Variablen (Ort und Zeit in unserem Fall).

Ist nun uy € Lo(2) ein beliebiger Anfangswert, so setzen wir die speziellen Lo-
sungen zusammen. Nach Satz 4.9 ist ug = >, (uo, €5) L(92) €n, Wobei die Reihe
in Lo (12) konvergiert. Ferner konvergiert

w(t) == Z e (uo, €n)Lo(Q) €n (8.13)

n=1

in Ly(Q) fiir jedes t > 0. Wir wissen aus Satz 8.3, dass w das abstrakte Cauchy-
Problem (8.4) 16st, und sogar, dass w € C*°((0, c0), L2(2)). Mit Hilfe von Satz 8.5
zeigen wir nun, dass u eine Losung von (8.12) definiert. Beachte, dass fiir jedes
t > 0 durch (8.13) eine Funktion w(t) € Lo(2) definiert wird.

Satz 8.8. Esist w(t) € C*°(Q) fiir alle t > 0. Setzt man
u(t,z) == w(t)(z), t>0,zeQ, (8.14)
soist u € C*((0,00) x Q) und w erfiillt (8.12).

Beweis:
a) Sei A = —AP, d.h., A ist der zu a assoziierte Operator auf Lo((2). Damit ist
D(A) C H.(Q). Wir zeigen nun durch Induktion iiber m € N, dass D(A™) C

HZ™(€)). Die Aussage gilt fiir m = 1. Nehmen wir an, dass sie fiir ein festes m € N
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giiltig ist. Sei v € D(A™*1), dann ist nach Induktionsvoraussetzung Av = Av €
D(A™) C HZ™ (). Aus Satz 6.57 folgt, dass v € HZ2(Q).
Sei k € Nmit k > d/4, dann gilt nach Satz 6.57 D(A™+F) ¢ HZ" 2k (Q) c C™(Q)

fiir m € No. Nun ist D(A™**) ein Hilbert-Raum (Lemma 8.4), der stetig in L (£2)
eingebettet ist. Sei U € . Dann ist C™(U) ein Banach-Raum beziiglich der Norm

[ollem@ = Y 1Dl

laf<m

. lo]
wobei D = —2—% — o = (ay, - yaq) €NE, Ja| = a;+...+agund D%u = .

Oz {10z
Insbesondere ist ||v]|cc < [0 cm(q). Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
folgt, dass die Einschrankungsabbildung v — v : D(A™**) — C™(U) stetig
ist. Denn sind v,,v € D(A™"*), g € C™(U), so dass v, — v in D(A™*) und
Un,, — g in C™(U) mit n — oo, dann konvergiert v,, gegen v in Ly(Q2) und v,
gegen g gleichméfiig auf U. Damit ist v = g fast tiberall auf U. Da aber v stetig ist
(genauer: da wir fiir v den stetigen Reprasentanten gewihlt haben), ist v = g. Der
Graph der Abbildung ist also abgeschlossen.

Nach Satz 8.5istw € C>((0, 00), D(A™*¥)). Damit ist die Abbildung ¢ — w(t),; :
(0,00) — C™(U) unendlich oft differenzierbar. Insbesondere ist w(t) € C(Q) fiir
alle t > 0. Setzen wir nun u(t,z) = w(t)(z), t > 0, z € Q, so folgt, dass u
unendlich oftin ¢ > 0 und =z € 2 differenzierbar ist. Ferner ist

d

u(t, z) = w(t)(z) = Aw(t) =
j=1 J

Also ist u € C*°((0,00) x 2) und l6st die Warmeleitungsgleichung (8.12a).
b) Esist w(t) = > .7, e~ Mt (ug, €n)Ly()en- Da Y 0, Anle7t (ug, en)ra@)l* <
oo, folgt aus Satz 4.43, dass w(t) € Hg(Q) fiiralle ¢ > 0. Damit erfiillt u(¢, -) = w(t)
die Randbedingung in (8.12).

¢) Aus der Parseval-Gleichung in Satz 4.9 folgt schliefSlich, dass

/Q lu(t, ) — uo(x)|* dz lw(t) = uollZ, @) = D [(@(t) = wo,en)rye) [
n=1

o0

D
— Z(ewt — 1)?|(uo, en)Lo())* — 0, t— cc.

n=1
Diese Konvergenz folgt aus dem Satz von Lebesgue, wenn man ihn auf den dis-
kreten Raum ¢? anwendet, oder man zeigt sie folgendermafen: Sei ¢ > 0, dann
existiert ein N € N, so dass Y7 1 4](uo, €n)1,0)|* < €/2. Es gibt ein tg > 0, so
dass SN (e — 1)2|(ug, €n) o] < &/2 fiiralle 0 < ¢ < to. Damit ist

o0

_\D
> (e = 1) (o, ) Loy

n=1

N [e%S)
_\D _\D
= > e = 12w en)po@P+ D (€M =1)?|(ug, en) o)) <€
n=1 n=N+1



8.2 Die Wéarmeleitungsgleichung: Dirichlet-Randbedingungen 253

fiir 0 < t < tg. Somit haben wir auch (8.12c) bewiesen. O

Wir notieren einige weitere Eigenschaften der Losung u, die durch (8.13), (8.14)
definiert ist. Es gilt

/|U(t,$)|2d$§6_2/\?t/ lug(x)[* dx, t >0, (8.15)
Q Q

> D
; ult, )Pz = Jwt)l|F,@ =D e I(uo,en) Ly’

n=1

_o\DP = _ oD
< NN (uoen) o P = €7  fluollZ o)
n=1

wobei wir zweimal die Parseval-Gleichung benutzt haben. Die Energie von «
konnen wir folgendermafien ausdriicken:

/ |Vu(t,z)|* de = Z e 2’\Dt|(u0,en)L2(Q)| < 00, (8.16)

n=1

insbesondere ist [, [Vu(t, z)|* dz eine monoton fallende Funktion in ¢ > 0. Sie
ist genau dann beschrénkt, wenn der Anfangswert ug in Hj((2) liegt. Wenn wir
die Bedingungen (8.15) und (8.16) einbeziehen, so konnen wir nun zeigen, dass
unsere Losung aus (8.13) eindeutig ist:

Satz 8.9. Seiug € L2(Q) und u € CH2((0,00) x Q) eine Lisung von (8.12), so dass

T
/ / lu(t,z)|* drdt < 0o, T >0, (8.17)
o Jo

T
/ / |Vu(t,z)|> dedt < oo, 0<e<T < oo. (8.18)
€ Q

Dann ist u(t, z) = w(t)(z), t > 0, x € Q, wobei w durch (8.13) definiert ist.
Beweis: Ist T > 0 gegeben, dann gilt fiir p € C1(0,T), v € D(),

—/Tw’(t)/ u(t, x)v(zx) de dt = // u(t,z) dtv(z) de
// tyue(t, x) dt v(x da:—/ / x)u(t, x) da o(t) dt
/ / x)Au(t, x) dx p(t) / /Vv Wu(t,z) dz o(t) dt

wobei Vu(t, ) den Gradlenten 1r1 der Ortsvariablen x bezeichnet. Sei n fest ge-
wahlt und setze u., (¢ f QU (t,x)en(z) dz. Da wir e,, durch Testfunktionen v in
der H'(©2)-Norm approx1m1eren konnen, folgt aus der obigen Identitit, dass

T T T
- /Oap (t)un(t) dt = 7/0 /QVen(x)Vu(t,x) dx @(t) dt = f)\n/o un (t)p(t) dt.(8.19)
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Wegen (8.17) ist u, € L2(0,T). Da (8.19) fiir alle ¢ € CL(0,T) gilt, ist u,, €
H'(0,T)und u/, = —\,u, (siehe Definition 5.2). Aus Korollar 5.11 folgt nun, dass
u,, € C*[0, T). Die Funktion u,, 16st also die lineare Differenzialgleichung mit An-
fangswert u,,(0) = (uo, en)r,(q). Folglich ist u,(t) = et (ug, €n)L,(0)- Aus der
Orthogonalentwicklung, Satz 4.9 a), folgt, dass u(t, -) = w(t) fir alle t > 0. O

Wir erinnern an die physikalische Interpretation der Losungen u von (8.12), die
in Abschnitt 1.6.2 hergeleitet wurde. Sei etwa d = 3, dann ist 2 ein Kérper und ug
ist eine anfiangliche Warmeverteilung auf Q. Der Wert u(t, ) ist dann die Tempe-
ratur zur Zeit ¢t im Punkt z. Dabei besagt die Dirichlet-Randbedingung, dass die
Temperatur am Rand zu jedem Zeitpunkt 0 ist. Wir kdnnen uns etwa vorstellen,
dass der Korper in einem Eisbad schwimmt. Aus der Ungleichung (8.15) sehen
wir, dass die Temperatur exponentiell gegen 0 strebt, wenn ¢ — oo, was man vom
Modell her auch erwartet. Ein noch einleuchtenderes Beispiel ist Diffusion, etwa
von Tinte in Wasser. Ist ug die Anfangskonzentration, so ist u(t, z) die Konzen-
tration der Tinte zur Zeit ¢. Falls U C 2 messbar ist, so ist [, u(t, z) dz die Menge
der Tinte in dem Teil U des Korpers 2.

Kommentar 8.10" (Klassische Dirichlet-Randbedingung). In diesem Abschnitt haben wir
eine beliebige beschrénkte offene Menge 2 C R? zu Grunde gelegt, ohne Bedingungen an
den Rand zu stellen. Daher ist die Losung u(t, «) nicht immer stetig am Rand. Es gelten
folgende Aussagen tiber die Stetigkeit der Losungen am Rand:

1. Stetigkeit am Rand der ersten Eigenfunktion.

Die Menge (2 ist Dirichlet-regular (siehe Abschnitt 6.8) genau dann, wenn e; € Cy(2), d.h
lim, .. e1(z) = 0 fur alle z € 99, [6].

2. Stetigkeit am Rand der Losung aus Satz 8.8.

Ist Q Dirichlet-regular, so ist die Losung u aus Satz 8.8 stetig auf (0,00) x (2, wenn man
u(t,z) =0firt > 0, z € 9N setzt.

3. Inhomogenes Warmeleitungs-Randwertproblem.

Sei €2 Dirichlet-reguldr und sei 7' > 0. Weiter sei g € C'(9"Qr), wobei 0" Qr = ([0,T] x
0Q) U ({0} x Q) den parabolischen Rand von (0,7) x § bezeichnet. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Funktion u € C([0,T] x Q), so dass u auf (0,T) x § unendlich oft
differenzierbar ist, u; = Au giltund ujp«o, =g [5 Theorem 6.2.8]. Die Eindeutigkeit folgt
direkt aus dem parabolischen Maximumprinzip in Satz 3.30.

Kommentar 8.11* (Positivitit). Sei Q € R? ein beschrinktes Gebiet. Wir setzen also zu-
satzlich voraus, dass €2 zusammenhéangend ist, aber stellen keinerlei Regularitdtsforderun-
gen an den Rand. Dann gilt Folgendes:

1. Strikte Positivitit.

Ist der Anfangswert ug € L2(€2) eine positive Funktion (d.h. uo(x) > 0 fast tiberall), die
nicht fast tiberall 0 ist, so ist u(¢, =) > 0 fiir alle t > 0 und alle = € .

2. Spezielle Rolle der ersten Eigenfunktion.

Esist \{’ < A3 (d.h. der erste Eigenwert ist einfach) und die erste Eigenfunktion e; kann
so gewdhlt werden, dass e1(z) > 0 fiir alle z € Q.

Fiir eine systematische Untersuchung der Positivitdt verweisen wir auf [4] und [9]. A
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8.3 Die Warmeleitungsgleichung: Robin-Randbedingungen

In diesem Abschnitt ist  C R? ein offenes, beschrinktes Gebiet mit C'-Rand
(siehe Kapitel 7). Unser Ziel ist es, die Warmeleitungsgleichung mit Robin-Rand-
bedingungen zu untersuchen (siehe (8.26)). Im elliptischen Fall haben wir die-
se Randbedingungen schon in Abschnitt 7.5 behandelt. Jetzt wollen wir also die
entsprechende parabolische Gleichung betrachten. Als Erstes definieren wir die
Realisation des Laplace-Operators auf L2({2) mit Robin-Randbedingungen, auf
die wir dann den Spektralsatz anwenden. Dazu geben wir uns eine beschrankte
Borel-messbare Funktion b : 92 — [0, c0) vor und definieren die stetige Bilinear-
forma: H*(2) x H*(2) — R durch

a(u,v) := / Vu(z)Vo(z) dr + bTuTvdo(z),
Q lo)

wobei T : H(Q) — L2(09) den Spur-Operator aus Satz 7.34 bezeichnet. Da
a(u) + [|ullL, ) = lullfn )

fir alle uw € H'(), ist die Form Lo (Q)-elliptisch (siehe (4.15)). Sei A der zu a
assoziierte Operator auf Lo (2). Nach Definition gilt also fiir u, f € L2(f2), dass
u € D(A) und Au = f genau dann gilt, wenn u € H'(Q2) und

a(um)z/ﬁf(x)v(x) dx (8.20)

fiir alle v € H'(Q). Wir wollen nun den Operator A beschreiben. Dazu benutzen
wir die Definition der schwachen Normalen aus Definition 7.36.

Satz8.12. Esgilt D(A) = {u € HY(Q)NH?

2.(92): Au € Ly(Q) und %+b(Tu) = 0}
und Au = —Au fiirallew € D(A).

Beweis: Sei u € D(A), f := Au. Dann gilt wegen (8.20)

/QVu(x)Vv(x) dz + /8Q bTuTvdo = /Qf(x)v(x) dx (8.21)

fiir alle v € H'(Q2). Insbesondere gilt also f% (z)Vo(z)de = [, f(z)v(z)dx far
v € D(). Aus Satz 6.57 folgt, dass u € H () und —Au = f. Setzen wir nun
diesen Ausdruck fiir f in (8.21) ein, so erglbt sich

/QVu(x)Vv(x) dx + /Q(Au)(x)v(x) de = — /{m bTuTvdo (8.22)

fiiralle v € H'(2). Nach Definition 7.36 heifit das gerade, dass 9% +b(T'u) = 0. Sei
umgekehrt u € H'(Q) N HZ (), so dass — f := Au € Ly(Q) und 2% + b(Tw) = 0.

Dann gilt (8.22) fiir alle v € H'(Q2) nach Definition 7.36. Somit ist (8.20) erfiillt;
d.h., esgiltu € D(A) und Au = f = —Au. O
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Wir wollen den Operator —A =: A; den Laplace-Operator mit Robin-Randbedin-
gungen nennen. Ist b = 0, so erhalten wir Neumann-Randbedingungen und nen-
nen den Operator Ag =: AN den Neumann-Laplace-Operator. Da die Einbettung
H'(Q) — Lo(Q) kompakt ist, kénnen wir den Spektralsatz (Satz 4.40) anwenden.
Es existieren also eine Orthonormalbasis {e,, : n € N} von Ly(Q2) und A%, € R, so
dass0 < Ab < .- <AL < AP <o limy—oo A = comit e, € D(AY) und

—Abe, =Xe,, neN. (8.23)

Ist \ eine reelle Zahl, so dass A # A fiir alle n € N gilt, so hat nach Korollar 4.42
die Poisson-Gleichung

A+ Av=f in €, (8.24a)
% +b0Tv=0 auf 09, (8.24b)

zujedem f € Lo(f2) eine eindeutige Losung v € H'(Q) N HE (Q).
Nun wenden wir uns der parabolischen Gleichung zu. Sei uy € L2(f2) ein gege-
bener Anfangswert. Wir setzen

Z e ’LLo, en L2(Q) En- (825)

Dann ist w die eindeutige Lésung von (8.4) fiir A = —A?. Insbesondere ist w €
C>((0,00), L2(9)) sowie w(t) € H (), t > 0, und erfiillt

w(t) = Aw(t), t>0, (8.26a)
ow

Em +bTw(t) =0, t>0, (8.26b)
ltlfg w(t) = up in Ly(Q). (8.26¢)

Nutzen wir genau wie im Beweis von Satz 8.8 die Regularititseigenschaften des
Laplace-Operators aus, so sehen wir, dass w(t) € C*°(£2), t > 0. Wir konnen also

u(t,z) = w(t)(z), t>0,z¢€q, (8.27)

setzen und erhalten eine Funktion u € C*((0,00) x ), welche die Warmelei-
tungsgleichung u,(t,z) = Au(t,z),t > 0, x € Q, 16st und welche die Robin-
Randbedingung (8.26b) sowie die Anfangsbedingung (8.26c) erfiillt.

Als Nachstes wollen wir das asymptotische Verhalten von w(t) mit ¢ — oo un-
tersuchen. Wir erinnern daran, dass {2 zusammenhdngend ist. Der folgende Satz
besagt, dass jede Losung mit exponentieller Geschwindigkeit gegen 0 strebt.

Satz 8.13. Ist b(z) # 0 o-fast iiberall, so ist der erste Eigenwert A} > 0 und es gilt

_ b
lw)17, @) < e M luolli, @), t>0. (8.28)
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Beweis: Angenommen, es ist A} = 0. Dann gilt

O:a(el):/ |V61\2da¢+/ b(Ter)? do
Q o0

Damit ist Ve;(z) = 0 und nach Satz 6.45 ist e; eine konstante Funktion, also
e1(x) = c fir alle z € Q. Folglich ist 0 = a(e1) = ¢ [, b(z) do(z). Ist ¢ # 0, so
folgt, dass b(z) = 0 o-fast {iberall, was ein Widerspruch zur Annahme ist. O

Im Fall b = 0 erhalten wir Neumann-Randbedingungen. Wir wollen im Fall
b = 0 die Eigenwerte mit \)Y := \> bezeichnen. Es sind also die Eigenwerte des
Neumann-Laplace-Operators A" oder die Neumann-Eigenwerte. Der Neumann-
Laplace-Operator A” ist nicht injektiv, sein Kern besteht genau aus den kon-
stanten Funktionen. Nach Definition ist ndmlich u € ker A" genau dann, wenn
uw e H'(Q) und [, VuVude = 0 fiir alle v € H*(2). Nach Satz 6.19 ist das dqui-
valent dazu, dass u konstant ist. Somit ist A = 0 und A\YY > 0. Die normalisierte
konstante Eigenfunktion ist e; = |Q|~!/%1g. Bei Robin-Randbedingungen hat-
ten wir festgestellt, dass die Losung exponentiell schnell gegen 0 strebt, so klein
die Absorption b auf dem Rand auch sein mag. Im Fall von Neumann-Randbe-
dingungen, also wenn die Absorption b = 0 ist, liegt ein ganz anderes asymptoti-
sches Verhalten vor, ndmlich Konvergenz gegen ein Gleichgewicht.

Satz 8.14 (Konvergenz gegen ein Gleichgewicht). Im Falle von Neumann-Randbe-
dingungen, also wenn b = 0, gilt in Lo(£2)

tlim w(t) = |Q|_1/ up dz - Lg. (8.29)
—00 Q

Beweis: Die Aussage folgt aus der Einfachheit des ersten Eigenwertes. Da nam-
lich )\{V =0unde; = |Q‘_1/2]lg, ist ‘Q|_1 fQ uo dxlag = (UO, el)LQ(Q)el. Es gﬂt

w(t) — (uo, €1) L, Ze H(uo, en) Lo () €n-

Nach der Parseval-Gleichung folgt, dass
Hw( (u07€1)L2(Q)€1H Ze "2 (wg, en) Ly ()2

AN N
Semhe Z (w0, en) o) [* < €722 #[lugl|L, ). O
n=2

8.4 Die Wellengleichung

Wir beginnen damit, die Wellengleichung in einer abstrakten Form zu untersu-
chen, ganz dhnlich, wie wir es in Abschnitt 8.1 fiir die parabolische Gleichung
getan haben. Dann interpretieren wir das gewonnene Resultat fiir den speziel-
len Fall des Laplace-Operators mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen.
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Gegeben seien zwei reelle Hilbert-Rdume V und H, so dass V' kompakt in H ein-
gebettet ist. Sei ferner a : V' x V' — R eine stetige, symmetrische Bilinearform, die
H-elliptisch ist (siehe (4.15)). Wir wollen ferner voraussetzen, dass

a(u) :==a(u,u) >0, uweV. (8.30)

Sei A der zu a(-,-) assoziierte Operator auf H. Wir wollen folgendes abstrakte
Anfangswertproblem zweiter Ordnung untersuchen. Seien ug € D(A), uy € H.
Gesucht ist eine Funktion w € C?(R., H) derart, dass w(t) € D(A), t > 0 und

W (t) + Aw(t) =0, t>0, (8.31a)

Hier ist also uq der vorgegebene Anfangswert und u; ist die vorgegebene An-
fangsgeschwindigkeit. Mit Hilfe der Spektralzerlegung von A werden wir das Pro-
blem (8.31) auf eine eindimensionale lineare Differenzialgleichung zweiter Ord-
nung zuriickfithren. Nach dem Spektralsatz 4.40 gibt es eine Orthonormalbasis
{en :m € N} von Hund A\, € Rmit0 < A, < A\yy1, limy, 00 Ay = 00, s0 dass A
gegeben ist durch

D(A) = {v € H: Z)\721|(v,en)H|2 < oo}, Av = Z)\n(v,en)H en-

n=1 n=1

Insbesondere ist ¢, € D(A) und Ae,, = A\, e,. Wegen (8.30) ist \,, = (Aey,, e,)p =
alen) > 0, n € N. Wir betrachten nun spezielle Anfangswerte.

a) Sei ug = e, und u; = 0. Dann ist w(t) = cos(v/Ant)e, eine Losung von (8.31).
b) Sei ug = 0 und u; = e,. Ist A, > 0, so definiert w(t) = A /2 sin(v/Ant)e, eine
Losung von (8.31). Ist A\,, = 0, so definiert w(t) = te, eine Losung von (8.31).

Wir setzen nun die allgemeine Losung von (8.31) aus Losungen dieses speziellen
Typs zusammen und beweisen folgenden Satz.

Satz 8.15. Seien ug € D(A), uy € V. Dann besitzt (8.31) eine eindeutige Losung
w e 02 (R+7 H)

Beweis: Eindeutigkeit: Sei w eine Losung von (8.31). Setze wy, (t) := (w(t),en)n
fiirn € N, ¢t > 0. Dann ist w,, : R, — R zweimal differenzierbar mit

w"(t) = (w(t)ﬂe”) = _(Aw(t)7e7z)H = —Z)\k(w(t),ek)H(ek7en)H
k=1
= —(wt),en)g = —Awn(t), t>0.

Also erfiillt die Funktion w,, die lineare gewohnliche Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung @, (t) = —A,wy(t), t > 0 mit den Anfangsdaten w, (0) = (uo, €n)#,
Wy (0) = (u1, en)m. Folglich ist

wy, () = cos(v/ Ant)(uo, en)m + \/% sin(v/ Ant)(u1, en)m, falls A, > 0, (8.32)
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und
wy () = (uo,en)m + t(ur,en)y, falls A\, =0. (8.33)

In der Tat rechnet man leicht nach, dass w,, eine Losung ist. Dass es die einzige ist,
wissen wir aus einfachen Eigenschaften der Theorie der gewohnlichen Differen-
zialgleichungen — oder wir benutzen die nachfolgende Eigenschaft der Energie-
erhaltung in Satz 8.16. Da w(t) = Y ., w,(t)e, die eindeutige Entwicklung von
w(t) bzgl. der Orthonormalbasis {e,, : n € N} ist, ist die Eindeutigkeit bewiesen.

Existenz: Wir definieren nun w, () durch (8.32). Da >_°7 | A2 |(ug, e,)u|* < oo
und Y07 An|(ur,en)u|?* < oo (siehe (4.19)), konvergiert nicht nur die Reihe
w(t) == > 7 wa(t)e, gleichmaBig, sondern auch die Reihen Y, 1, (t)e, und
>0 | Wn(t)en konvergieren gleichméBig in H. Nach Lemma 8.2 ist daher w €

C?*(Ry, H) und

w(t) = iﬂ)n(t)en = iwn(t))\nen = —Aw(t)
n=1 n=1
nach der Definition von A. Ferner ist
w(0) = i(uo,en)gen =uy und w(0)= i(ul,en)Hen = uj.
n=1 n—1
Daher 16st w das Problem (8.31) und wir haben die Existenz bewiesen. O

Wir wollen noch das folgende Prinzip der Energieerhaltung notieren.
Satz 8.16 (Energieerhaltung). Sei w die Losung von (8.31). Dann gilt fiir alle t > 0

a(w(t)) + li(®)1F = aluo) + udllzr, ¢ >0. (8.34)

Man kann (8.34) direkt nachrechnen, indem man die Losung, die wir im voran-
gegangenen Beweis konstruiert haben, einsetzt (Aufgabe 8.1). Interessanter ist es,
folgenden direkten Beweis zu geben. Dann kann man aus Satz 8.16 die Eindeu-
tigkeit folgern (siehe unten). Um Satz 8.16 zu beweisen, benutzen wir folgende
Kettenregel:

Lemma 8.17 (Kettenregel). Sei b: V x V — R stetig, bilinear und symmetrisch und
seiw € C'((a,b); V). Dann gilt

d .
Eb(u(,f)) = 2b(u(t), u(t)),

wobei wir wieder b(v) := b(v,v), v € V, setzen.
Beweis: Es gilt fiir beliebiges ¢ € (a, b)
b(u(t + h)) —b(u(t)) =b(u(t+ h) —u(t),u(t + h)) + b(u(t),u(t + h) — u(t)).

Division durch i # 0 und h — 0 ergibt die Behauptung. O
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Beweis von Satz 8.16. Wir wenden das vorangegangene Lemma auf a(w(t)) und
auf || (t)||% = (w(t),w(t)) g an und erhalten:

2a(w(t), w(t)) + 2((t),w(t)) r
2(Aw(t), w(t)) g + 2(—Aw(t), w(t)) s = 0.

d o
g taw(®) + @17}

Damit ist a(w(t)) + ||w(t)||% konstant in ¢ € [0, 00). Also gilt mit (8.31b)
a(w(t)) + o ()7 = a(w(0)) + [[w(0)|[F = aluo) + llu 7,

d.h. die Behauptung. O

2. Beweis der Eindeutigkeit in Satz 8.15: Seien w und w zwei Lésungen von
(8.31). Dann definiert w(t) := w(t) — w(t) eine Losung w € C*(R, H) von (8.31a)
mit w(0) = w(0) = 0. Damit ist nach Satz 8.16 a(w(t)) +||w(t)||%, = O fiir alle t > 0.
Folglich ist w(t) = 0, also ist w(t) = w(0) = O fir alle ¢ > 0. Daraus folgt, dass
wW=w. O
Nun wenden wir Satz 8.15 auf den Laplace-Operator an. Wir wollen uns auf
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen beschrianken. Sei @ C R? ein be-
schrianktes Gebiet. Im Fall von Neumann-Randbedingungen wollen wir voraus-
setzen, dass ) zur Klasse C'! gehort. Wir betrachten H = Ly(2) in beiden Fallen.
Im Fall von Dirichlet-Randbedingungen erhalten wir folgendes Resultat als di-
rekte Folgerung von Satz 8.15.

Satz 8.18. Seien ug € Hy(Q2) N HE (Q), so dass Aug € Lo(Q) und uy € Hi ()
gegeben. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion w € C?(Ry, Lo(f2)), so dass
w(t) € HY(Q)NHZ (), Aw(t) € La(Q), i(t) = Aw(t) fiirallet > 0 und w(0) = uo,

W(0) = uy. O

Wir erinnern daran, dass der Definitionsbereich des Laplace-Operators mit Neu-
mann-Randbedingungen folgendermafien definiert ist:

D(AN) = {u € HY(Q) N HE.(Q) : Au € Ly(), % = o},
siehe Satz 8.12 und die darauf folgende Definition. Unter Benutzung des Raumes
D(AN) erhdlt man aus Satz 8.15 folgenden Eindeutigkeitssatz fiir die Wellenglei-
chung mit Neumann-Randbedingungen:

Satz 8.19. Seien ug € D(AYN), uy € HY(Q). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion w € C%(Ry, Lo(R2)), so dass w(t) € D(AN), i(t) = Aw(t) fiirallet > 0
und UI(O) = Up, U)(O) = Uj. [l

In Aufgabe 8.3 wird der entsprechende Satz im Falle von Robin-Randbedingun-
gen formuliert. Wie zuvor bezeichnen wir mit

D D D D D
0<AP <AP <AP <. <Al <\D <.

die Dirichlet-Eigenwerte und mit {e,, : n € N} die zugehorige Orthonormal-
basis von Ly(f2) mit e, € D(AP), also —Ae,, = Ale,. Firn € Nist w(t) =
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cos(y/APt)e,, t > 0, die Losung von (8.30) mit ug = e, uy = 0. Es ist eine statio-
niire Losung der Wellengleichung: Die zeitliche Verdnderung besteht nur aus der
Multiplikation mit cos(y/APt). Diese Losungen bezeichnet man auch als die Ei-
genschwingungen des Gebietes 2. Ist d = 2, so konnen wir uns (2 als eine Membran
oder als ein Tamburin vorstellen. Die Eigenwerte AL sind also die Eigenfrequen-
zen dieses Tamburins.

Im Falle von Neumann-Randbedingungen stellen wir uns im Fall d = 2 einen
Gong vor. Neumann-Randbedingungen bedeuten gerade, dass der Rand nicht
fixiert ist. Die Neumann-Eigenwerte

N N N N N
0=A0 <A <Ay < <A S A <

sind also die Eigenfrequenzen eines Gongs. Folgendes Resultat zeigt nun, dass
der Gong tiefer klingt als die entsprechende eingespannte Membran. Diese wird
durch Dirichlet-Randbedingungen beschrieben.

Satz 8.20. Esgilt \V < AP n eN.

Beweis: Sei a(u) = [, |Vul*dx, u € H'(2). Nach Satz 4.44 ist

MV = max min a(u), A= max min a(u).
n ) n
wcHL(Q) uEW vcHiQ) uev
codimW<n—1 llullpy,=1 codimV <n—1 IvlLy=1

Sei W C H'(Q) ein Unterraum mit codim W < n — 1. Nach Bemerkung 4.45 heif3t
das gerade, dass W N U # {0} fiir jeden Unterraum U von H'(Q) mit dim U > n.
Sei V := W N H(Q). Dann ist codim V' < n — 1 in H}(Q2). Sei ndmlich U ein
Unterraum von H} () mit dim U > n, dann ist U N W # {0} nach der Wahl von
W.Alsoistauch UNV = UNW # {0}, womit codim V < n—1in H{ () bewiesen
ist. Da V' C W, gilt fiir dieses W

min a(u) < min a(u) < A\,

ueW ueV
el g =1 llull Ly =1
Da W beliebig war mit codimW < n — 1 in H'(12), folgt, dass A} < AD. 0

Kommentar 8.21". Man weifs sogar, dass /\,1:7_,_1 < AP, n €N, siehe [27].

Die Dirichlet-Eigenwerte hiangen vom Gebiet  ab; wir nennen sie A2 (2), um die Gebiets-
abhdngigkeit zu markieren: Es sind die Eigentone des Gebietes , die man im Prinzip horen
kann. Ein beriihmtes Problem ist die Frage, ob diese Eigenwerte das Gebiet bestimmen;
genauer lautet die Frage, ob aus der Voraussetzung A% (Q1) = A5 (Q2) fur alle n € N,
wobei Q1, Q2 C R? zwei Gebiete im R sind, bereits folgt, dass Q1 zu Qs kongruent ist (d.h.
ob es eine orthogonale d x d-Matrix B und ¢ € R? gibt, so dass Q2 = {Bz +c:x € Q1 }).
Mark Kac [33] hat diese Frage 1966 so formuliert: ,,Can one hear the shape of a drum?”
Erst 1992 wurde ein berithmtes Gegenbeispiel von Gordon, Webb und Wolpert gegeben.
Es sind zwei Polygone im R?, die nicht kongruent sind, aber die gleichen Dirichlet- und
Neumann-Eigenwerte haben. Allerdings ist die Frage immer noch offen fiir Gebiete mit
C*°-Rand ebenso wie fiir konvexe Gebiete.
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8.5 Inhomogene Evolutionsgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir die inhomogene Warmeleitungsgleichung
ue(t,x) = Au(t,z) + f(t,z), t>0, z€Q (8.35)

mit Anfangs- und Randbedingungen untersuchen. Wir wihlen wieder den Zu-
gang liber die Spektralzerlegung. Wahrend fiir f = 0 alle Losungen von (8.35) au-
tomatisch C* in Ort und Zeit sind, ist die Regularitatstheorie subtiler, falls f # 0.
Sie ist aber besonders wichtig fiir die numerische Behandlung, die wir in Kapitel
9 besprechen werden. In diesem Abschnitt leiten wir zunéchst ein abstraktes Re-
sultat her, das fiir koerzive Formen formuliert wird. Dazu benétigen wir Hilbert-
Raum-wertige Sobolev-Réume auf einem Intervall. Sie lassen sich ganz dhnlich
wie in Kapitel 4 behandeln. Dadurch, dass wir nur Intervalle als Grundmenge
betrachten, sind die Argumente einfach.

Sei H ein separabler, reeller Hilbert-Raum. Wir betrachten ein Zeitintervall / C R.
Eine Funktion f : I — H heif$t (schwach) messbar, falls (f(-),v)y fur allev € H
messbar ist. Damit ist auch|| f(-)|| 7 messbar als Supremum einer Folge messbarer
Funktionen (wéhle {v,, : n € N} dicht in der Einheitskugel von H und f,(t) =
[(f(t),vn) ). Wir setzen

Li(I;H) := {f : I — H messbar: /||f(t)\|Hdt < 0o}
T
Lemma 8.22. Sei f € Li(I; H). Dann gibt es genau ein w € H derart, dass

/ (F(),0)m dt = (w,0), v .

I

Wir setzen [, f(t)dt := w.

Das ist eine einfache Konsequenz des Riesz’schen Darstellungssatzes. Ferner ist

f e LiI; H) — /f(t)dt cH
I

ein stetiger linearer Operator. Wir werden meistens Zeitintervalle der Form I =
(0,7) mit 0 < T < oo betrachten. Mit L2 (0, T'; H) bezeichnen wir den Raum der

messbaren Funktionen « : (0,7) — H derart, dass fOT lu(t)]|% dt < oo. Identi-
fiziert man Funktionen, die fast tiberall tibereinstimmen (was wir stets tun wer-
den), so wird Ls(0,T’; H) ein Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

(F9)tato,rm = / (F(2). 9(t)) .

Esist Lo(0,T; H) C L1(0,T; H), falls T < oo. Wir verweisen fiir diese und dhnli-
che einfache Eigenschaften auch auf die Ubungsaufgaben. Man kann L, (0,T'; H)
leicht mittels einer Orthonormalbasis {e,, : n € N} von H beschreiben:
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Lemma 8.23.
a) Seiu € Ly(0,T; H). Setze uy(t) := (u(t), en)g. Dann gilt

Z/ | (8)|? dt < oco. (8.36)

n=1

b) Sei umgekehrt u,, € L2(0,T), so dass (8.36) gilt. Dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes u € Lo(0,T'; H) derart, dass u, = (u(-), e,)pr fiiralle n € N.

Beweis:
a) Es ist

S

T

Oenlufdt = [ fu)lydt < oc.
n=1 n= 1 0
b) Aus (8.36) folgt nach dem Satz von Beppo Levi (angewandt auf die Partial-
summen), dass > -, |u,(t)]?> < oo fast iiberall. Indem wir die Funktionen auf
einer Nullmenge abindern, kénnen wir annehmen, dass Y- |u,(t)[* < oo fiir
alle ¢ € (0,T). Damit konvergiert u(t) := Y ° | u,(t)e, in H fiir alle t € (0,7).
Da (u(t),v)g = fo 1 un (t)(v,en)q fur alle v € H, ist u messbar. SchliefSlich gilt
fo lu(t)]|% dt = fo L |un(t)]? dt < oo. Damitistu € Ly(0,T; H). O
Seiwu € Lo(0,T; H). W1r sagen, dass eine Funktion w € Lo (0,T'; H) eine schwache
Ableitung von w ist, falls

T T
—/ u(t)p(t) dt :/ w(t)p(t)dt firalle ¢ € CH0,T).

In dem Fall ist w eindeutig und wir setzen u := w. Hier benutzen wir die No-
tation u, da wir bei (0, 7)) an ein Zeitintervall denken. Eine andere Schreibweise
ist u/ wie in Kapitel 5. Beachte, dass wir fiir die Definition der schwachen Ablei-
tung skalare Testfunktionen (also Funktionen in C}(0,T) := C1(0, T;R)) benutzt
haben. Wir setzen nun H'(0,T; H) := {u € Ly(0,T; H) : die schwache Ablei-
tung u existiert in Lo(0,7'; H) }. Die folgenden Resultate kann man genau wie im
skalaren Fall beweisen.

Satz 8.24.
a) Der Raum H'(0,T; H) ist ein Hilbert-Raum beziiglich des Skalarproduktes
(w,0) s o,rsy = fo {(u(t),0(t)) s + ((t), ()} dt.
b) Sei w € HY(0,T; H). Dann gibt es eine eindeutige Funktion w € C([0,T); H),

so dass u(t) = w(t) fast tiberall. Ferner ist w(t) = w(0) + fo t)dt fiiralle t €
[0,T).

Im Folgenden werden wir immer u € H'(0,T; H) mit seinem stetigen Vertreter
w gemdf3 b) identifizieren. Damit ist also
H'(0,00; H) C C(]0,00); H) (8.37)

und H'(0,T;H) c C([0,T],H), wenn T" < oo (vgl. Aufgabe 8.7). Man kann
H'(0,T; H) auch iiber eine Orthonormalbasis von H beschreiben:
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Lemma 8.25. Sei {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis von H und sei u € L2(0,T; H),
u, = (u(-),en) . Falls u, € HY(0,T), n € N sowie Y >, fOT U (t)? dt < oo, dann
istu € HY0,T; H) und

0o T
lil2 o = / i (£)? dt.
n=1

Diese Aussage folgt leicht aus Lemma 8.23. Wir definieren
H*(0,T;H) :={uec H(0,T;H): v € H'(0,T; H)}.
Aus (8.37) folgt leicht
H?*(0,T;H) c C*([0,T); H). (8.38)

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir einen selbstadjungierten Operator A
auf H, der entsprechend (4.12), (4.13) durch eine Form definiert ist. Wir geben uns
dazu einen weiteren Hilbert-Raum V' vor, der kompakt und dicht in /1 eingebettet
ist, sowie eine stetige, koerzive, symmetrische Bilinearform a : V' x V' — R. Sei
A der zu a assoziierte Operator auf H. Nach dem Spektralsatz 4.40 gibt es eine
Orthonormalbasis {e, : n € N} von Hund 0 < Ay < X2 < ... < Ay < Apyq mit
lim,, — 00 Ar, = 00, SO dass

D(A) = {u €H: i M (u,en)m)? < oo}7 Au = i An (U, en)men, u € D(A).

n=1 n=1

Ferner ist

V= {u €H: Z)\n\(u,en)mz < oo} und a(u,v) = Z A (s en)p(en,v) i

n=1 n=1
fir u,v € V.Da A; > 0 (wegen der Koerzivitit von a), ist der Raum D(A) ein
Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

(w,0)pa)y = > Aa(u,en)n(en,v)n = (Au, Av)y.
n=1
Beztiglich dieses Skalarproduktes ist A : D(A) — H eine unitdre Abbildung. Wir

werden im Folgenden immer das obige Skalarprodukt und die davon induzierte
Norm auf D(A) betrachten.

Lemma8.26. Seiu € Ly(0,T; H),sodass > o | A2 foT un (t)% dt < oo, wobei u,(t) =
(u(t), en)n. Dannist u € Lo(0,T; D(A)) und

oo T
lal 0y = 3 A2 / (1) 2 .
n=1

Beweis: Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass > 2 | A2u, (¢)? < oo, t € (0, 00),
nach Abédnderung von u auf einer Nullmenge. Damit ist u(t) € D(A), ¢t € (0, 00).
Die Folge ¢, = ﬁen, n € N, bildet eine Orthonormalbasis von D(A). Es ist
(u(t), €n)peay = Anun(t). Nun folgt die Behauptung aus Lemma 8.23. O
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Nun konnen wir folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das inhomogene
Evolutionsproblem beweisen.

Satz 8.27. Sei0 < T < oo, f € L2(0,T; H), up € V. Dann gibt es genau ein u €
Ly(0,T; D(A)) N HY(0,T; H), das folgendes Anfangswertproblem lst:

a(t) + Au(t) = f(t) fiir fast alle t € (0,7), (8.39a)
u(0) = uo. (8.39b)

Ferner gelten folgende Abschdtzungen:

11
”u”%z(QT;H) < 2)\ ||U0||H + )\2 om ||f||L2(0 T;H)> (8.40)
. 1
Hu||2L2(0,T;H) < 5(1(“0) + (; + 2)Hf||L2(O,T;H)7 (8.41)
1 1
lullZ,0,m00ay < §a(uo) + %”fHQLQ(O,T;H)' (8.42)

Man beachte, dass D(A) ein Hilbert-Raum ist, so dass L2(0,7; D(A)) definiert ist.
Die Anfangsbedingung (8.39b) ist sinnvoll, da v € C([0,T); H). Es ist bemerkens-
wert, dass die Losung u maximale Regularitiit besitzt: Beide Funktionen ¢ und Au
sind in L(0,T; H).

Beweis von Satz 8.27: Eindeutigkeit: Sei u eine Losung von (8.39). Betrachte fiir
n € N die Funktion wu,(t) := (u(t),e,)n. Dann ist u, € HY(0,T) und 1, (t) +
Antn(t) = fu(t) :== (f(t), en)H, un(0) = (uo, €n) g. Damit folgern wir aus elemen-
taren Eigenschaften linearer Differenzialgleichungen, dass

un(t) = e {(uo, en) 1 + / eAnan(s)ds} (8:43)

0

(siehe Aufgabe 5.10). Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Sie hilft uns auch fiir
den Existenzbeweis.

Existenz: Wir definieren u,, durch (8.43) und beweisen mit Hilfe der vorange-
gangenen Lemmata, dass u(t) :== >~ ; u,(t)e, eine Losung von (8.39) ist. Dabei
behandeln wir den up-Term und den f-Term getrennt.

1. Fall: Sei f = 0. Dann ist u,,(t) = e~ (ug, €n) 1, Un(t) = —Ayun(t). Damit ist

00 T o] T
1
202 dt = )i l? et g < — 2.
nE—l/O up(t) nEZII(UOve )| /O € <o lluoll 7

Damit gibt es nach Lemma 8.23 genau ein u € Ly(0,T; H) derart, dass u,(t) =
(u(t), en) . Ferner ist ||u||L2 o.1H) < 2)\1 luo||%-. Da

00 00 T
Z/ it ZV/ un(t)? tgzm(uo,enw/o et dy
n=1 n=1

1 = 1
5 Z ’U/ann = §CL(U0)7
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istu e H'(0,75 H)und [[al|7, o 1.p) < 30(uo)- Da Y07, fOT A2y, ()2 dt < La(ug)
(nach obiger Abschidtzung), ist nach Lemma 8.26 u € L9(0,7;D(A)) und
lellZ 0,704y < 3a(u0)-

2. Fall: up = 0. Dann ist u,(t) = fot e~ M(t=9) £ (s5)ds. Wir setzen g, (t) := e !
fur ¢ > 0und g, (t) = 0 fiir t < 0; ebenso setzen wir f,, mit 0 auf (—oo, 0] U (T, 00)
fort. Dann ist

—zef —>\ t 1 1

\/27r/ 713"‘!_)\71 \/27'(.

Da uy, = fn*gn,ist Fu, = F f,, - Fgn. Da die Fourier-Transformation auf Lo (R, C)
isometrisch ist, sieht man, dass

T
/ ()
0

Damit ist zum einen

3 / (B2 dt < Z / al? dt = 55 51 00
n=1

Somit gibt es nach Lemma 8.23 genau ein u € Ly(0,00; H) mit u,, = (u(),en)n
firralle n € Nund es ist [[ul|7, o oo,y < /\i% 371117 5(0.00:21)- Da andererseits

ZA?/ () dt < o170

ist nach Lemma 8.26 u € Ly(0,00; D(A)) und [[u]l7, (o wc.niay) < 2 1175000000
Schliellich ist 1w, (t) = A\yun(t) + fn(t). Damit ist

[e.e] oo 1
S [Tt < 3 [T+ 200 < (2 2) W

nach der obigen Abschédtzung. Somit ist (nach Lemma 8.25) u € H'(0,7; H) und
lallZ 0.z < (5 + 2)I1F117,0.7.2r)- Damit erhdlt man die Abschétzungen (8.40),
(8.41), (8.42), indem man die zwei zu uo und f gehorenden Teile addiert. |

(Fgn)(s

1Funll @) = 1FgnF FallLm)

1 1 11
S prl il = g 5a altuy

Fiir die numerische Losung des Problems (8.39) mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente benotigen wir noch etwas mehr Regularitdt der Losung. Diese konnen
wir uns durch hohere Regularitdtsanforderungen an f und ug erkaufen.

Satz 8.28. Seiug € D(A) mit Aug € V und sei f € Ly(0,T; D(A)).
a) Dann ist die Losung v von (8.39) in H*(0,T; D(A)) und es gilt

1

. 1
”uH%z(O,T;D(A)) < ia(AUO) +(2+ ;) ”f”%z((),T;D(A))'
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b) Gilt zusiitzlich f € H*(0,T; H), so ist w auch in H*(0,T; H) und
.. 2 .
il 0,781y < a(Auo) + (4+ ;)”f”%z(O,T;D(A)) + 201 £112 0.7, 0)-

Beweis:

a) Sei ug € D(A) mit vy = Auy € V und sei f € L(0,7;D(A)). Dann ist
Af € Ls(0,T;H). Nach Satz 8.27 gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion
v € L2(0,T; D(A)) N HY(0,T; H) derart, dass v + Av = Af, v(0) = vy. Damit
ist u = A~'v die Losung von (8.39). Ferner gilt nach Satz 8.27 die Abschitzung
9117, (0.7:r) < 50(v0) + (2+ ) |AFIIF, (0 7.1)- Da A™" ein isometrischer Isomor-
phismus von H nach D(A) und v € H'(0,T; H) ist, ist somit u € H'(0,T; D(A))
und @ = A~10. Ferner ist

. . 1 1
@17 c0.0:00ay) = 119l Lago, 1) < 5a(Auo) + (2+ ;)Hinz(o,T;D(A))-

b) Sei zusitzlich f € H(0,T; H).Dau = A"'vund © = Av + Af,isti = A~ =
v+ f € H(0,T; H). Ferner ist nach Satz 8.27

||71H%2(0,T;H) < 2”".}”%2(07T;H) + 2||f||%2(0,T;H)

1 .
a(Aug) +2 <; + 2) HAfH%Q(o,T;H) + 2||fH2L2(0,T;H)- J

IN

Nun wollen wir diese abstrakten Resultate auf die Warmeleitungsgleichung mit
Dirichlet-Randbedingungen anwenden. Sei 2 C R? eine offene, beschrinkte,
konvexe Menge, H = Ly(Q), V = Hj(Q), a(u,v) = [, Vu Vo dz fiir u,v € Hg ().
Der assoziierte Operator A auf L, ({2) ist dann nach Satz 6.85 gegeben durch

D(A) = H*(Q) N H}(Q), Av=—Av.

Beachte, dass H%(Q) N H{ () ein abgeschlossener Unterraum von H?(Q) ist. Wir
erhalten nun folgendes Resultat tiber die Wohlgestelltheit der Warmeleitungs-
gleichung.

Satz 8.29. Sei 0 < T < oo und sei f € Lo(0,T; L2(2)), ug € Hi (). Dann gibt es
genau ein u € Lo(0,T; H2(Q)) N H(0,T; Lo(2)) derart, dass

W(t) = Au(t) + f(¢), 0<t<T, (8.44a)
u(t) € Hy(Q), 0<t<T, (8.44b)
u(0) = uo. (8.44¢)

Beachte, dass H'(0,T’; L2(2)) € C([0,7); L2(£2)), so dass die Anfangsbedingung
(8.44c) sinnvoll ist. Bedingung (8.44b) interpretieren wir als Dirichlet-Randbe-
dingung, wihrend (8.44a) besagt, dass u die inhomogene Wirmeleitungsglei-
chung erfiillt.

Der Beweis von Satz 8.29 ergibt sich unmittelbar aus Satz 8.27. Fiir die numeri-
sche Behandlung mittels Finiter Elemente benotigen wir folgende Regularitats-
aussage, die wir unter etwas stdrkeren Voraussetzungen an den Anfangswert ug
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und die Inhomogenitét f machen kénnen. Mit A\; > 0 bezeichnen wir den ersten
Eigenwert des Dirichlet-Laplace-Operators auf 2. Wir wahlen hier 7" = oo.

Satz 8.30. Es gibt eine Konstante ¢ > 0 derart, dass Folgendes gilt:
Sei f € La(0,00; H?(Q) N HE(Q)) und sei ug € H*(Q) N HY(Q) mit Aug € HL ().

a) Dann ist die Losung v von (8.44) in H*(0,00; H*(Q) N Hg () und es ist
@l 2y 0,002 @iz < cUlAuolliay + 111700002 (02)))-
b) Gilt zusiitzlich f € H*(0, 00; L2()), so ist u auch in H?(0, 00; Lo(€2)) und

il La0,00:2 () < el A0 0y) + 110 0.00:12(2)) + 1T 0 (0.00:L0(02)))-

Satz 8.30 folgt unmittelbar aus Satz 8.28. Dabei beachte man, dass H?(2) N H{ ()
ein Hilbert-Raum bzgl. (u, v) g2npyt == (u,v) g2 + (u,v) gy ist.

8.6©* Kommentare zu Kapitel 8

In dem vorliegenden Kapitel haben wir die Evolution physikalischer Systeme beschrieben.
Die Essenz unserer Hauptsatze (Satz 8.3 in abstrakter Form mit konkreten Realisierungen
in Abschnitt 8.2 und 8.3) ist, dass bei gegebenem Anfangszustand die Evolution des Sys-
tems fiir alle Zeiten festgelegt ist. Es ist eine weitreichende physikalische und philosophi-
sche Frage, ob so eine Art Determinismus die Natur richtig beschreibt. Viele grundlegende
physikalische Gesetze sind in Form einer Evolutionsgleichung formuliert. Laplace illus-
trierte solche Evolutionsgleichungen, indem er eine duflere Intelligenz ersann, die man
oft den Laplace’schen Damon nennt. Er schrieb: , Une intelligence qui, a un instant donné,
connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective des étres qui
la compose embrasserait dans la méme formule les mouvements des plus grands corps de
l'univers et ceux du plus léger atome; rien ne serait incertain pour elle, et ’avenir, comme
le passé, serait présent a ses yeux” [36, Seite 32-33]: , Eine Intelligenz, die in einem Moment
alle Krifte und Zustande der Natur kennte, wire in der Lage, die Bewegungen der grofs-
ten Himmelskorper wie auch der leichtesten Atome in derselben Formel auszudriicken;
nichts wére unsicher fiir sie, die Zukunft wie die Vergangenheit waren vor ihren Augen
gegenwartig.”

Was die Formeln anbetrifft, so wissen wir, dass sie nur bei einfachsten geometrischen Si-
tuationen moglich sind, und wir miissen uns mit numerischer Approximation begntigen,
der das néchste Kapitel gewidmet ist. Was den philosophischen Hintergrund fiir die Ma-
thematik der Evolutionsgleichungen anbetrifft, so verweisen wir auf den Epilog im Buch
von Engel und Nagel, [25].

8.7 Aufgaben

Aufgabe8.1. Seiw(t) = Y7 | w,(t)e,, wobeiw, durch (8.32) gegeben ist. Zeigen
Sie durch direktes Nachrechnen, dass a(w(t)) + ||w(t)||% = a(uo) + ||u1|/% fiir alle
t> 0.
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Aufgabe 8.2 (Getrennte Variablen). Sei A ein Operator auf einem reellen Hilbert-
Raum H und sei f € D(A), f # 0.
a) Zeigen Sie, dass es genau dann eine Losung von 4(t) = Au(t), t € (0,T) der
Form u(t) = v(t) f mitv € C*(0,T), v # 0 gibt, wenn [ ein Eigenvektor von
Aist.

b) Man beantworte die gleiche Frage fiir die Gleichung i(t) = Au(t), t €
(0,T), wobei nun vorausgesetzt wird, dass v € C?(0, 7).

Aufgabe 8.3. Sei () ein beschrinktes C'*-Gebiet und sei b : 9Q — [0, 00) Borel-
messbar und beschrinkt. Sei ug € H' () N HE_(Q), so dass Aug € L*(Q) und
g—;‘ + b(2)(Tu)(2) = 0, und sei u; € H'(Q). Zeigen Sie: Es gibt eine eindeutig
bestimmte Funktion w € C?(Ry., L2(12)), so dass w(t) € H'(Q)NHE (Q), Aw(t) €
L2(92),t > 0und

ow(t) B
thbT( w(t)) =0,

w(0) = ug, w(0) = uy.
Aufgabe 8.4. Seib: 0Q — [0, c0) beschrdankt und Borel-messbar. Zeigen Sie, dass
A< AP, neN.

Aufgabe 8.5. Sei I C R ein Intervall, H ein separabler Hilbert—Raum

a) Seiu € Li(I, H). Ze1gen Sle, dass es genau ein Element [, u(t) dt von H gibt
derart, dass [, (u = ([ u(t)dt,v),, firallev € H

b) Zeigen Sie, dass H f] t)dt|, < fl l|w(t) || g dt.

) Zeigen Sie, dass L1 (I, H) ein Vektorraum ist und dass die Abbildung u —
Jyu(t)dt : Ly(I, H) — H linear ist.

d) Falls 0 < T < oo, soist L(0, T; H) C L1(0,T; H).

Aufgabe 8.6. Seien H;, H, separable Hilbert-Raume und sei B : H; — Hj ste-
tig und linear. Zeigen Sie, dass u — B o u eine stetige lineare Abbildung von
L(0,T; H1) nach Ly(0,T; Ha) definiert, 0 < T < oo. Die Abbildung ist unitir,
falls B unitar ist.

Aufgabe 8.7. Sei H ein separabler Hilbert-Raum und sei 0 < T' < oc.

a) Sei u € H'(0,T; H) derart, dass u(t) = 0 fast tiberall. Zeigen Sie, dass es
x € H gibt derart, dass u(t) = « fir fast alle t € (0, 7).

Hinweis: Benutzen Sie das skalare Resultat in Lemma 5.7.

b) Sei v € Ly(0,T;H) und xy € H. Definieren Sie v : (0,7) — H durch

u(t) = xo + fo s) ds. Zeigen Sie, dass u € H'(0,T; H) und v/ = v. Zeigen
Sie auch, dass u € C([O T);H),wenn T < oo.
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c)Seiuw € H'(0,T; H). Zeigen Sie, dass u € C([0,7); H) und u(t) = u(0) +
[y (s)ds fir t € (0, 7).

d) Seiu € HY(0,T; H) mitu € C([0,T); H). Zeigen Sie, dass u € C*([0,7); H).

Aufgabe 8.8. Sei {e, : n € N} eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raumes und
(An)nen eine monoton wachsende Folge mit 0 < Ay, lim,,_o A, = 00. Definieren
Siefiirt > 0,T(t) : H — H durch T'(t)x = Y7 | e~ *!(z|ey,)e,,. Zeigen Sie:

a)T(t) e LIH), T{t+s)=TE)T(s), t,s >0,T(0) =1 Nlimp_oT({t+h)x =
T(t)x fur alle z € H. (Beachten Sie den Beweis von Satz 8.3 fiir die letzte
Eigenschaft.)

b) Zeigen Sie, dass fiir € H, lim¢ o %(T(t)m — z) =: Bz genau dann existiert,
wenn > o7 A2 (zlen)? < oo. Anleitung: Sei > A2 (z]e,)? < oco. Setzen Sie
y=>0"1 An(z]en)en. Zeigen Sie, dass T'(t)z — x = fot T(s)yds.

Aufgabe 8.9. Sei H ein separabler Hilbert-Raum, A € R, T > 0, f € L»(0,T; H),

zo € H. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Funktion v € H'(0,7T; H) derart, dass
u(t) + Au(t) = f(t) fast tiberall auf (0,T), u(0) = xo. Sie ist gegeben durch u(t) =

e~ M{xg + fg e f(s) ds}.



9 Numerische Verfahren

Wir haben die Modellierung, einfache Losungsverfahren und die mathematische
Theorie einer ganzen Reihe von partiellen Differenzialgleichungen kennen ge-
lernt. All diese Untersuchungen sind ,analytisch”, d.h., wir kénnen sie auf dem
Papier ausfiithren und die konstruierten Losungen erfiillen die jeweiligen parti-
ellen Differenzialgleichungen ,exakt”. Zwar mussten wir jeweils geeignete De-
finitionen fiir einen Losungsbegriff finden (klassische, starke bzw. schwache Lo-
sungen); wenn wir dann aber eine Losung gefunden hatten, haben die jeweiligen
Funktionen die betreffende Differenzialgleichung in dem entsprechenden Sinne
exakt erfiillt.

Manchmal reichen solche Methoden aber nicht aus. Zwar haben wir Existenz und
Eindeutigkeit einer (schwachen) Losung etwa fiir die Poisson-Gleichung mit in-
homogenen Dirichlet-Randbedingungen bewiesen, allerdings kann man die Lo-
sung nur bei ganz besonders einfacher Geometrie des Gebietes durch eine For-
mel angeben. Wir hatten die Kreisscheibe und das Rechteck betrachtet und dabei
u.a. Fourier-Reihen verwendet, die ja auch nur approximativ ausgewertet werden
konnen. Will man in den vielen anderen, nur wenig komplexeren Situationen ei-
ne Darstellung der Losung, so braucht man Ndherungsverfahren, um diese zu
berechnen.

In solchen Féllen kann der Computer in Kombination mit Losungsverfahren aus
der numerischen Mathematik helfen. Die Methode der Finiten Differenzen und
die Methode der Finiten Elemente sind zwei sehr hdufig verwendete Verfahren,
die wir in diesem Kapitel vorstellen.
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Was ist ein numerisches Verfahren?

Ein numerisches Verfahren hat das Ziel, eine Niherungslosung eines gegebenen
Problems durch einen auf dem Computer programmierbaren Algorithmus zu be-
stimmen. Dabei wird die gew{iinschte Genauigkeit der Ndherung oftmals von den
Anwendern vorgegeben. Man denke etwa an das Beispiel, bei dem die Losung ei-
ner partiellen Differenzialgleichung die Statik eines Bauteils beschreibt und der
Statiker vorgibt, dass die Ndherungslosung um maximal 5 % von der exakten
Losung abweichen darf. Solche Toleranzen sind auch oft dadurch bestimmt, dass
bereits die Modellierung Naherungen oder Vereinfachungen beinhaltet. Wir hat-
ten das in Kapitel 1 gesehen. Daher scheint es sinnvoll zu sein, eine numerische
Nadherungslosung so zu bestimmen, dass deren Fehler in etwa dem Modellie-
rungsfehler entspricht. Alles Weitere wire eventuell Verschwendung.

An dieser Stelle sind nun Mathematiker gefordert, denn mit einem solchen Vor-
gehen sind unmittelbar einige mathematische Fragestellungen verbunden, etwa:

e Wie genau ist die Ndherungslosung, kann man den Fehler prizise abschit-
zen? Hierbei ist natiirlich zu beachten, dass man die exakte Losung nicht
kennt, trotzdem aber den Abstand der Ndherung von dieser exakten Losung
abschdtzen muss.

e Wie schnell bekommt man diese Ndherungslosung, wie grof$ ist der Aufwand
zur Berechnung (wie lange rechnet der Computer)? Diese Eigenschaft nennt
man Effizienz.

e Wie wirken sich unvermeidbare Fehler (z.B. Rundungsfehler oder auch Un-
genauigkeiten bei der Messung von Eingangsgrofien) auf das Ergebnis aus?
Falls kleine Eingabefehler auch kleine Ausgabefehler zur Folge haben, dann
nennt man den Algorithmus stabil.

e Wie verhilt sich das Verfahren, wenn man wesentliche Parameter dndert, et-
wa das Gebiet, Koeffizienten in der partiellen Differenzialgleichung oder die
rechte Seite? Ist der Algorithmus robust gegeniiber solchen Anderungen?

Dies sind klassische Fragestellungen der numerischen Mathematik (kurz Nu-
merik). Dabei greift man oft auf genau diejenigen funktionalanalytischen Mittel
zurtiick, die wir in den vorangegangenen Kapiteln eingefiihrt haben. Ein weite-
rer Aspekt ist natiirlich die Konstruktion von geeigneten numerischen Verfahren
und deren rechentechnische Umsetzung, also deren Programmierung. Hier ist
man auf moderne Methoden der Informatik angewiesen, vom Compilerbau tiber
Algorithmen-Entwicklung, Rechnerstrukturen bis hin zum Software-Engineering
bzw. -Management. Auf diese letzten Punkte gehen wir hier nicht ein, sondern
zeigen in erster Linie die mathematischen Aspekte der vorgestellten Néherungs-
verfahren. Fiir deren Realisierung bedienen wir uns einer beliebigen Program-
miersprache oder einer entsprechenden numerischen Bibliothek.
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9.1 Finite Differenzen

Differenzenverfahren (Finite Differenzen) sind das vielleicht einfachste Verfahren
zur numerischen Losung von partiellen Differenzialgleichungen. Sie sind beson-
ders geeignet fiir Rechtecke oder Quader. Mit Hilfe eines diskreten Maximumprin-
zips liefern sie aber auch Existenz-Resultate fiir klassische Losungen von partiel-
len Differenzialgleichungen, wenn man die Konvergenz des Verfahrens beweisen
kann. Wir stellen das Verfahren samt den wesentlichen Eigenschaften vor, zeigen
aber auch die Grenzen der Anwendbarkeit.

Zuniachst beschreiben wir die Methode der Finiten Differenzen (FDM) an einem
einfachen Beispiel in einer Raumdimension (also an einem Randwertproblem
fiir eine gewohnliche Differenzialgleichung) und betrachten danach die Erwei-
terung auf den zweidimensionalen Fall, also auf partielle Differenzialgleichun-
gen. Dieser Zugang sollte das Verstandnis wesentlich erleichtern. In Kapitel 9.4.1
beschreiben wir dann die FDM zur Losung von parabolischen Problemen.

9.1.1 FDM im eindimensionalen Fall

Wir betrachten also zunéchst das folgende Randwertproblem der gewohnlichen
Differenzialgleichung

—UH(.’L') = f(l‘), UAS (Oal)v (91&)
u(0) = u(l) = 0. (9.1b)
Bevor wir zur FDM kommen, wollen wir einige bekannte Resultate theoretischer
Art beziiglich des Problems (9.1) zusammenstellen, die wir in diesem Abschnitt
benoétigen werden. Wir schreiben (9.1) auch in der Form Lu = f mit dem linea-
ren Differenzialoperator L, der durch (9.1) definiert ist. Spéter definieren wir ei-
ne diskrete Approximation L;, von L. Wir verwenden fiir v € C[0,1] die Norm
[0]]oo == sup,efo,u) [v(@)]-

Randwertprobleme

Existenz und Eindeutigkeit von (9.1) waren schon in Abschnitt 5.2.1 bewiesen
worden. Hier wollen wir die Losungen mit Hilfe der Green’schen Funktion dar-
stellen.

Lemma 9.1.
(a) Fiir jedes f € C[0,1] existiert genau eine Losung u € C?[0,1] von (9.1) und diese
ist gegeben durch
1
u(zx) = / G(z,s)f(s)ds (9.2)
0

mit der Green’schen Funktion

s(l—x), falls 0 <s <z <1,

G(z,s) := min{x, s}(1 — max{x, s}) = { (9.3)

z(l—s), falls 0 <z <s<1.
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(b) Shift-Theorem: Falls f € C™[0,1], m > 0, dann ist u € C™+2[0,1].
(c) Monotonie: Ist f > 0, f € C0,1], dann folgt u > 0.
(d) Stabilitat (Maximumprinzip): Fiir f € C[0,1] gilt [|u]loo < £ f]loc-

Beweis:

(a) Mit F(s) := fo dt folgt aus (9.1a) folgende Darstellung fiir die Losung
u(xz) =1 + CoT — fo s) ds mit Integrations-Konstanten ¢, c2 € R. Nun setzen
wir die Randbedlngungen (9.1b) ein und erhalten 0 = u(0) = ¢1, 0 = u(l) =

cg — fo s) ds. Mittels partieller Integration gilt

I F<s)ds:xF(m)_/O””Sf@)dS:/Oz(x_s)f(s)dS

und damit

u(z) c1+ e — /090 F(s)ds

x/ola —8) f(s)ds — /Ox(z —5) f(s)ds

/O[I(I*S)f(:v—s)]f()dw/ z(1—s) f(s)ds

/Ows(l—x)f(s)ds—&—/ z(l—3s)f ds-/Gms

also (9.2). Damit ist die Eindeutigkeit der Losung v € C?[0,1] von (9.1) gezeigt.
Man prift leicht nach, dass die durch (9.2) definierte Funktion auch tatsachlich
eine Losung ist.

(b) Dies folgt unmittelbar aus (9.2).
(c) Da G(z, s) > 0, folgt dies aus der Darstellung in (a).
(d) Wiederum folgt aus der Darstellung in (a) und G > 0

ol < [ ) 56 < ISl [ Gas)is
_ ||f||oo{/0zs(1:z:)d5+/:x(1s)ds}
= 7l (1= )50% 4 25—+ 522} = Ifloe{ 500 - 1)},
also [uloe < 110 maxsepo ) { 3201~ 2)} = 1o O

Diskretisierung

Wir wollen nun (9.1) mit Hilfe eines auf dem Computer programmierbaren Ver-
fahrens ndherungsweise 16sen. Nun kennen wir fiir das einfache Beispiel (9.1)
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durch (9.2) die exakte Losung, wir brauchten also eigentlich keine Approxima-
tion. Jedoch dient (9.1) hier lediglich als einfaches Modellbeispiel, an dem wir
die FDM erkldren. Die explizite Formel fiir die Losung erleichtert natiirlich die
Bestimmung des Fehlers.

Zunichst ersetzen wir das kontinuierliche Intervall [0,1] (mit tiberabzdhlbar vie-
len Punkten x € [0,1]) durch eine diskrete (und endliche) Menge von Punkten.
Der einfachste Fall ist, wenn man diese Punkte in [0,1] gleichmafig verteilt, also

1
hi=———
N+1’

Man nennt i > 0 die Gitterweite und

i=0,...,N+1, NeN. (9.4)

Qni={z;: 0<i<N+1}, Q=04 \{0,1}, (9.5)

ein dquidistantes Gitter. Offenbar macht die Betrachtung von Ableitungen auf die-
ser diskreten Menge (), keinen Sinn, also ersetzen wir Ableitungen durch Dif-
ferenzenquotienten, z.B. die zweite Ableitung durch den zentralen Differenzen-
quotienten:

Apv(z) - (v(:c +h) — 20(z) + vz — h)). (9.6)

1
TR
Die folgende Fehlerabschidtzung ist aus der Analysis wohlbekannt. Da sie aber
im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird, geben wir den Beweis hier an.

Lemma 9.2. Falls v € C*[0,1], dann gilt fiir z € [h, 1 — h]
h2
v () — Apv(z)| < EHU(4)||"°' 9.7)

Beweis: Wir entwickeln v(z £ h) in eine Taylor-Reihe um x und erhalten

h? h3

4
v(z £ h) =v(z) £ h'(x) + 71}”(3:) + —v"(x) + h—v(4) (&)

6 24

mit Zwischenpunkten &, € (z,z + h) bzw. (- € (z — h, z). Die Addition der
beiden Entwicklungen liefert

(@ +h) + vl = h) = 2v(z) + h*" () + 2—4{1)(4) (&+) + o (e},

woraus die Behauptung folgt. O

Man beachte, dass die Einschriankung z € [h,1 — h] notwendig ist, da sonst Apv
auf Punkte auflerhalb [0,1] zugreifen wiirde. Die obige Abschidtzung ist also ins-

besondere auf dem inneren Gitter 2, giiltig.
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Fehleranalysis

Der letzte Schritt zur Konstruktion einer FDM besteht nun darin, dass wir (9.1a)
auf Q, einschrinken, die zweite Ableitung u” durch Aj, ersetzen und schlie3-
lich die Randbedingungen einsetzen. Wir erhalten also eine Approximation u;, =
(ui)iz1,...n € RN, u; =~ u(z;), durch folgendes Gleichungssystem:

ug = un+1 =0, (9.8a)
— U1+ 2u; — iy = R, 1<i<N, (9.8b)

mit f; := f(z;). In Matrix-Vektor-Schreibweise lautet dies Aju;, = h? f, =: fu
mit f, :== (fi)i=1,..~v € RN und

2 -1 0
-1 2
Ay = € RV*N, 9.9)

Fiir die Analyse der so erhaltenen Approximation sind folgende Definitionen
niitzlich:

Definition 9.3.
(a) Eine Abbildung wy;, : € — R heifst Gitterfunktion. Die Menge aller Git-
terfunktionen wird mit Vj, bezeichnet und wir setzen V! := {w, € V}, :

wh(()) = wh(l) = 0}

(b) Wir definieren den diskreten Operator L, : V? — V9 fiir w, € V? durch
p h h h
(Lhwh)i = fAhwh(xi), 1 S ) S N, (Lhwh)o = (Lhwh)N+1 = 0. A

Mit dieser Definition ist (9.8) dquivalent zu folgendem Problem:

Finde up € V}? mit Lhuh ES fh7 fh = (f(l'i))lgiSN-

Fiir dieses Problem definieren wir diskrete Green-Funktionen GF € V9,1 < k < N,
als Losungen folgender diskreter Probleme

L,GF=6* 1<k<N, (9.10)
mit 6% € V) definiert durch

1, falls i =k,
6’“(1:1-) =ik = { 0, sonst,

fur 1 <14 < N. Wir zeigen nun eine Beziehung der diskreten Green’schen Funk-
tionen zur Green’schen Funktion G aus (9.3).

Lemma 9.4. Es gilt G*(x;) = h G(w;, ) fiir 1 < i,k < N.
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xk(lka) - Gk(xk,x)

Abbildung 9.1. Green’sche Funktion beziiglich einer Variablen fiir festes ), € 2.

Beweis: Betrachte einen festen Gitterpunkt z;, € €2, dann gilt fiiralle1 <¢ < N
mit ¢ # k einerseits L,G(z;, 1) = G"(z;, z1) = 0, da G gemaB (9.3) als Funktion
jeweils eines Argumentes linear ist, vgl. Abbildung 9.1. Andererseits gilt fiiri = k
per Definition

LnGlan, ) = <—i> (Clapsn, 70) — 26(xn, 1) + Clarr, 72)}

_ (-%) (2x (1= 2ps) — 200 (1 — 24) + 251 (1 — 72)}

(—%) {kh(N +1—k — 1)h — 2kh(N + 1 — k)h
+(k = DA(N +1 - k)h}

= (—1){(N+1—k)(k—2k+k—1)+k}=N+1:%,
wegen (9.10) also hL,G(zi, xx) = 0;x = (LpGF);, fur 1 < i < N, d.h., die Be-
hauptung ist bewiesen. 0

Wir untersuchen das diskrete Problem hinsichtlich Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung. Dazu definieren wir wiederum einige geeignete Grofien.

Definition 9.5. Fiir vy, wy, € V), definieren wir das diskrete Skalarprodukt

N+1
(vn, wn)n :=h Z Ci V; w; (9.11)

i=0
mit co = cny1 =3, ¢ =10 =1,...,Nund v; := v(x;), w; := wy(z;), sowie
die diskrete Norm ||vp||n := \/(Vh, Un)h- A

Offensichtlich entspricht (vj,, wp,)n der zusammengesetzten Trapezregel zur Ap-
proximation des exakten Skalarproduktes (v, w)r, 0,1y = fol v(x) w(z) dr, wenn
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vp, wy, die Funktionen v, w € C[0,1] auf 2, interpolieren, also (vy,, ws)r = Th(v w),
mit der tiblichen Definition der zusammengesetzten Trapezregel

Th()—h( +Z o(z) + v )

Man nennt die nun folgene Stabilitdtsanalyse auch Energie-Methode. Die diskrete
Maximumnorm ist definiert durch

||UhHh,oo = 0<H2\)/( 1 ‘vh(wz” Vp € ‘/h~

Ebenso ist ||v||5 o fiir v € C[0,1] definiert.

Lemma 9.6.
(a) Der Operator Ly, ist symmetrisch: (Lpvp, wp)n = (vn, Lpwp ) filr vy, wy, € V2.

(b) Der Operator Ly, ist positiv definit, d.h., (Lyvp, vp)p > 0 fiir alle v, € V,? und
(Lpvn,vp)n = 0 gilt dann und nur dann, wenn vy, = 0.

(c) Diskretes Maximumprinzip: Fiir Lyup, = fi, ilt |Jup||h,00 < %||fh||h,oo.

Bemerkung 9.7. Diese Aussagen sichern, dass das diskrete Problem wohlgestellt
ist: Aus (a) und (b) folgen Existenz und Eindeutigkeit der Losung, (c) sichert die
stetige Abhédngigkeit der Losung von den Daten, es handelt sich also um ein Sta-
bilitatsresultat. Man beachte, dass die Norm in Aussage (c) nicht durch das Ska-
larprodukt (-, -), induziert ist. Da aber alle Normen in endlich-dimensionalen
Raumen dquivalent sind, macht dies keinen Unterschied. A

Beweis von Lemma 9.6:
(@) Da v, wp, € V9, gilt vo = vy41 = wo = wy+1 = 0 und wir definieren der
Einfachheit halber v_; := w_; := 0. Dann gilt mit partieller Summation

N+1
(Lnvn,wn)n = h Z City ( — Vi1 + 2v; — Ui—l) w;

N

_ ) Z ((vz+1 v;) — (v — 'Ui—l)) w;

h
1 N
= 3 Z (Vi1 — v;) (Wig1 — wy).

I
VS

Wir wenden erneut partielle Summation an und erhalten

(Lnvn, wp)n = (— %) ivi ((wm —w;) — (w; — wH)) = (Lpwn, va)n-

(b) Nach (a) gilt (Lpvn,vp)n = 2 SN (wipr — vi)? > 0 fir alle v, € V0. Gilt
(Lpvn,vn)n = 0, dann ist v; = v;4 flr alle . Da aber vy = vy4+1 = 0 wegen
v, € V2, folgt dann v, = 0.
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(c) Wegen der Darstellung von uj, = L, ' f, und G(z,y) > 0 gilt

N N
fa(on)] < 3G @] < oo 3 hG k) = oo (500 = 20)) 012
i=1

i=1
(vgl. Aufgabe 9.2) und damit die Behauptung. ]

Satz 9.8 (Diskrete Positivitdt). Sei f € C[0,1] mit f(x) > 0 fiir alle x € [0,1] und sei
uy, die Losung von (9.8). Dann gilt u; > 0 fiir 0 < i < N + 1.

Beweis: Wegen L;,G* = 6% definieren wir u;, € V0 durch uy, := Y r_, f(x1) G*.
Damit gilt zundchst ug = uy41 = 0, also die Behauptung fiir i € {0, N + 1}.
Weiterhin gilt Lju;, = Z,Ile flxy) L,GF = Zszl flxy) 0% = f4, also ist uy, wie
oben definiert tatsdchlich die eindeutig bestimmte diskrete Losung. Da G(z,y) >
0und G*(x;) = h G(x;, 1) > 0, folgtaus f(x) > Osofortu; > 0fiirl <i < N. O

Definition 9.9. Fiir f € C[0,1] sei u € C?[0,1] die eindeutige Lésung von Lu = f.
Dann ist der lokale Abbruchfehler (oder auch das Residuum) 7, € V,0 definiert durch

(i) := (Lpu)(zs) — f(x;), 1<i<N.

Im Folgenden sei stets u € C?[0,1] die Losung von Lu = f € C[0,1]. Man nennt

en = u — uy, den Diskretisierungsfehler. Ferner sagt man, dass eine Familie von
diskreten Operatoren L, : V;? — V)0 die Konsistenzordnung p € N besitzt, wenn
||7'h||h,,oo = O(hp) fir h — 0+ gilt. A

Damit erhalten wir, dass Ly, die Konsistenzordnung 2 besitzt:
. N 2
Lemma 9.10. Fiir f € C?[0,1] gilt || 7h||ln,00 < 2|1 £ -

Beweis: Aus Lemma 9.1 (b) folgt u € C*[0,1] und damit gilt wegen Lemma 9.2

Inlle = s |(Eae)(ea) = flan)| = | mavs | = An(as) + " (z)
h? h?
< 2 y® — e
< @l = e
da —u"’(z) = f(x), z € (0,1). O

Folgenden Zusammenhang zwischen lokalem Abbruch- und Diskretisierungs-
fehler werden wir noch benétigen:

Lyen = Lpyu — Lpup, = Lpu — fr, = 7. (9.13)

Damit konnen wir nun den Konvergenzsatz fiir FDM bezogen auf (9.1) formulie-
ren und beweisen.

Satz 9.11 (Konvergenzsatz fiir FDM). Falls f € C?[0,1], dann gilt

h2
e = wn oo < g5 15" o ©014)
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Beweis: Aus dem diskreten Maximumprinzip (Lemma 9.6 (c)) wissen wir, dass
fur Lyup = fp, die Abschatzung ||up||p,co < %Hthhm gilt. Wenden wir dies auf
(9.13) an, so erhalten wir [les||n,00 < 2|7h/[n,00- Dann ergibt sich mit Lemma 9.10

die Abschitzung |les||h,00 < %HT}L”}LOO < S—Z 1 1,00 O
Wir sehen in obigem Beweis insbesondere, dass die Fehlerabschidtzung aus der
Konsistenz und dem diskreten Maximumprinzip folgt. Dies zeigt auch, was man
zu tun hat, wenn man andere Differenzenoperatoren als A, mittels des zentralen
Differenzenquotienten betrachtet. Man muss die beiden genannten Eigenschaften

nachweisen und erhélt dann eine entsprechende Konvergenzaussage.

Numerische L6sung und Experimente

Die obige Fehleranalyse gibt uns den Fehler, der durch die Diskretisierung ent-
steht. Dabei haben wir stets stillschweigend vorausgesetzt, dass wir das diskrete
System Lyuy, = f exakt1osen. In dem hier zunéchst betrachteten eindimensiona-
len Fall kann man dies tatsdchlich (bis auf Maschinengenauigkeit) tun. Dies liegt
daran, dass die Matrix A, des linearen Gleichungssystems Ay uj, = fh, eine spezi-
elle Gestalt hat, wie wir in (9.9) gesehen hatten. Sie ist eine Tridiagonalmatrix, die
symmetrisch ist und auf den (Neben-)Diagonalen konstante Eintrdge hat. Man
nennt eine Matrix fridiagonal, falls alle Eintrage auSer denen auf der Diagonalen
und den beiden Nebendiagonalen (obere und untere) null sind. Eine quadrati-
sche Matrix der Dimension [V, die in jeder Zeile nur maximal ¢V nicht verschwin-
dende Eintrage hat, nennt man diinn besetzt (engl. sparse). Dabeiist 0 < ¢ < N
eine feste (kleine) Konstante. Bei Tridiagonalmatrizen gilt offenbar ¢ = 3. Man
kann fiir Tridiagonalmatrizen eine spezielle Cholesky-Zerlegung herleiten, die
dann zu einem Rekursionsschema fiihrt, siehe z.B. [40, Kap. 3.7.1]. So kann man
das lineare Gleichungssystem mit linearem Aufwand l6sen, also mit O(INV') Opera-
tionen, wobei IV € N die Dimension des Gleichungssystems ist.

Bemerkung 9.12.

(a) Bei nichtdquidistanten Gittern verwendet man speziell angepasste Diffe-
renzenquotienten. Die Matrix A ist dann nicht mehr symmetrisch, aber
immer noch tridiagonal.

(b) Die Tridiagonalitit ergibt sich aus der Verwendung von Differenzenopera-
toren zweiter Ordnung. Verwendet man hier Formeln hoherer Ordnung,
dann besitzt die Matrix auch mehr als zwei nichttriviale Nebendiagonalen,
man erhélt eine Band-Struktur.

(c) Man sieht leicht, dass es bei Dirichlet-Randbedingungen gentigt, sich auf
homogene Randbedingungen zu beschrénken, vgl. Abschnitt 6.8. Andere
Randbedingungen (Neumann, Robin) miissen gesondert behandelt wer-
den. Man muss dann die Differenzenquotienten am Rand anpassen. Ebenso
kann man variable Koeffizienten mit speziellen FDM behandeln. Wir ver-
weisen auf die Literatur der numerischen Mathematik, z.B. [14, 30, 37, 41].

A
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Zusammenfassend halten wir fest, dass der Vorteil von FDM in einer Dimension
in ihrer Einfachheit liegt. Dies betrifft insbesondere auch die Implementierung.
Der wesentliche Nachteil liegt in der Voraussetzung f € C?[0,1] von Satz 9.11,
was eine sehr starke Forderung ist.

Abschliefsend beschreiben wir ein numerisches Experiment. Wozu braucht man
hier , Experimente”?

Zum einen ist die oben beschriebene Fehleranalysis asymptotischer Natur, d.h.,
die bewiesenen Ergebnisse gelten fiir h — 0+ oder, mit anderen Worten, unter
der Voraussetzung, dass h ,hinreichend klein” ist. Es konnte also sein, dass die
Verfahren bei , verniinftigen” Schrittweiten % (also solchen, die nicht auf zu grofse
Systeme fiihren) nicht die gewiinschten Konvergenzeigenschaften besitzen. Ob
dies der Fall ist oder nicht, kann man oft nur durch Experimente sehen.

Ein weiterer Punkt sind Konstanten in Fehlerabschitzungen. In obiger Analy-
sis konnten wir diese Konstanten aufgrund der diskreten Green-Funktionen und
der Kenntnis der Losung explizit angeben (% bzw. %). Bei variablen Koeffizien-
ten oder auch im mehrdimensionalen Fall kann man dies oft nicht, sondern man
weif nur, dass es entsprechende Konstanten gibt. Will man deren Grofse abschét-
zen, so kann man dies nur durch numerische Experimente. Das Gleiche gilt fiir
den Aufwand eines Verfahrens, den man ja durch O-Abschatzungen ausdriickt.
In diesen Ausdriicken stehen aber Konstanten, die erheblichen Einfluss auf die

Laufzeit haben konnen.

Weiterhin sind wir in der Analyse der Verfahren immer davon ausgegangen, dass
die auftretenden linearen Gleichungssysteme exakt gelost werden. Der Einfluss
von Rundungsfehlern wurde zum Beispiel vernachlissigt.

Schliefllich macht man in der Fehleranalysis eines numerischen Verfahrens stets
Annahmen, die u.U. in einer gegebenen Anwendung nicht erfiillt sind. Auch
wenn man in solch einem Fall die Theorie nicht anwenden kann, besteht zu-
mindest die Chance, dass die getroffenen Annahmen zu restriktiv sind und die
Verfahren in der gegebenen Anwendung trotzdem das gewtinschte Ergebnis lie-
fern. Dies kann nur ein geeignetes Experiment zeigen. Ein solches Experiment
beschreiben wir nun. Im Falle der FDM ist die Annahme f € C?[0,1] fiir die Lo-
sung des Randwertproblems dufSerst restriktiv. Wir wollen sehen, inwieweit das
Differenzenverfahren in diesem eindimensionalen Fall auch fiir weniger glatte
Losungen funktioniert. Dazu geben wir jeweils rechte Seiten vor, die in einem
Punkt nicht stetig sind, so dass die Losung nicht entsprechend glatt ist.

Wir betrachten zwei verschiedene rechte Seiten. Zunéchst wihlen wir die Funk-
tion ugn(z) := sin(27x), die offenbar C* ist. Wir setzen fq, := —ul;,. Fur dieses
Beispiel erwarten wir quadratische Konvergenz, da die Voraussetzungen der obi-
gen Sitze erfiillt sind. Weiterhin definieren wir

1, 0<z<aq,

die eine Unstetigkeit im Punkt o € (0,1) besitzt. Wir betrachten hier den Punkt
a = 0.5. Die Losung u ist dann nicht in C? und man kann dann analog zur obigen
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Fehleranalysis zeigen, dass die FDM in diesem Fall zwar noch konvergiert, aber
nur linear (O(h)) anstelle von quadratisch (O(h?)) ist, sieche Aufgabe 9.1.

In Abbildung 9.2 zeigen wir die Konvergenzhistorie (also den Fehler tiber der Di-
mension des linearen Gleichungssystems, der Anzahl der Unbekannten) in einer
doppelt-logarithmischen Skala. Diese Skala erlaubt es, die Konvergenzordnung
leicht abzulesen als die (negative) Steigung einer Geraden, ggf. einer Ausgleichs-
geraden. Wie erwartet, erhalten wir quadratische Konvergenz fiir ugiy,. Fiir v, mit
a = 0.5 erhalten wir lineare Konvergenz, also eine fallende Gerade mit der Stei-
gung —1. Offenbar ist die Fehleranalysis hier ,scharf”, d.h., wir erhalten lineare
Konvergenz und nicht mehr.

Abbildung 9.2. Konvergenzhistorie fiir die rechte Seite f. in (9.15) (gestrichelt) und fqin
(durchgezogen). Es ist jeweils der Fehler ||u — up||n,0 iber der Anzahl der Gitterpunkte
N in einer doppelt-logarithmischen Skala abgetragen. Man erkennt deutlich die lineare
Konvergenz bei f, und die quadratische bei fiin.

9.1.2 FDM im zweidimensionalen Fall

Als Nachstes betrachten wir nun das Dirichlet-Problem auf dem Einheitsquadrat

—Au(z) = f(z), z€Q:=(0,1) u(x) =0, zel:=9N. (9.16)

Diskretisierung

Wir verwenden die gleiche Idee wie im eindimensionalen Fall und definieren ein
dquidistantes Gitter analog zu (9.5)

Qn={(r,y) €Q:2=kh, y=rth, 0<k{<N+1} (9.17)

fiir h = ﬁ, N = N;, € N, wie oben. Der Rand besteht jetzt natiirlich aus mehr
als zwei Punkten, nimlich

oy, :={(x,y) €T :x=kh oder y=20h, 0<k{<N+1}, (9.18)

vgl. Abbildung 9.3. Wie im eindimensionalen Fall definieren wir Q hoi=Qp \ Oy,
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Abbildung 9.3. Aquidistantes Gitter auf Q = [0,1]2. Die inneren Punkte (€2;,) sind ausge-
fullt dargestellt, 02 besteht aus den nicht ausgefiillten Punkten (o).

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung approximieren wir wieder durch
den zentralen Differenzenquotienten (9.6), also

2 32
Sou(T,y) + a7 u(z,y)

Au(z,y) 922
1
h

Q

_Q(U(x + hvy) - 2u(x,y) + U(SE - h7y))
gl y + h) — 2u(z,y) + ule,y — h)

= h12( (x4 h,y)+ulx—h,y)
+u(z,y +h) +u(z,y —h) —du(z,y)) = Ap(z,y). (9.19)

Ganz analog zu Lemma 9.2 zeigt man mit Hilfe der Taylor-Entwicklung, dass
|Au — Apulle = O(h?) mit h — 0+ fiir u € C*(Q). Also erhélt man wiederum
die Konsistenzordnung 2. Mit dhnlichen (wenn auch technisch aufwandigeren)
Mitteln zeigt man den Konvergenzsatz, der fiir den Fall des Quadrates wiederum
besagt, dass

u — un|lh.oco = O(h?) mit h — 0+, falls u € C*(9Q).

Wir wollen nun zeigen, dass die Glattheits-Voraussetzung u € C*4(Q) im zweidi-
mensionalen Fall besonders einschrankend ist: Selbst wenn die rechte Seite glatt
ist, kann die Losung nicht die erforderliche Regularita't besitzen.

Beispiel 9.13. Wir betrachten das L-Gebiet ) : ;12\ {[0,1) x (=1,0]} C
R?. Im Beispiel 6.87 hatten wir ein f € C>(Q ) gefunden, so dass dle Losung
u des Poisson-Problems —Au(z) = f(z), z € Qund u(z) = 0,z € T := 99,
in Hg(2) N HE.(Q) liegt, aber nicht nicht in H*(Q2). In dem Beispiel ist ferner

u € C(Q) und ur = 0. Das L-Gebiet erlaubt also keine maximale H?-Regularitit.
Insbesondere hat man kein Shift-Theorem wie in Lemma 9.1 (b). A

Nun konnte man ja hoffen, dass ein FDM trotzdem mit optimaler Rate kon-
vergiert, weil z.B. die analytischen Abschitzungen nicht optimal sind. Wir be-
schreiben daher ein numerisches Experiment mit vorgegebener schwacher Lo-
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Abbildung 9.4. Finite-Differenzen-Methode auf dem L-Gebiet, Fehler zur exakten Losung
(links) und Konvergenzhistorie (rechts).

sung u € H'(Q) \ {C%(Q) N C(Q2)}, die wir aus Kapitel 6.11 bereits kennen:

. 2
u(z,y) =r*?sin (gtp) , (x,y) = (rcosy,rsiny).

In Abbildung 9.4 zeigen wir links den Fehler fiir ein regelméafiiges Gitter mit Ma-
schenweite » = g5 und rechts die Konvergenzhistorie. Man beachte, dass wir hier
auf der z-Achse die Gitterweite h abgetragen haben, deswegen ist hier der Kur-
venverlauf mit positiver Steigung (im Gegensatz zu Abbildung 9.2). Zunéchst se-
hen wir, dass in der Tat die einspringende Ecke Probleme bereitet, da dort grofse
Fehler auftreten. Zum Anderen betragt die Steigung der Geraden beztiglich der
Konvergenzhistorie etwa 0.658 (mittlere Steigung). Die Konvergenzordnung ist
der Kehrwert, also etwa 1.52. Dies ist in zweierlei Hinsicht bemerkenswert:
e Die mangelnde H?-Regularitit fithrt offenbar tatséchlich zu einer Konver-
genzrate, die niedriger als 2 ist.
e Die FDM konvergiert in diesem Fall, obwohl die Losung nicht in C* ist. Sie
konvergiert auch schneller als linear.
Ein weiteres Problem von FDM erkennen wir fiir Gebiete, die nicht eine solche
rechtwinklige Struktur wie (0,1)? oder das L-Gebiet besitzen, vgl. Abbildung 9.5.

Fiir krummlinige Gebiete 2 machen die Definitionen (9.17) und (9.18) so keinen
Sinn mehr. Stattdessen verwendet man

Q = {(y)eQ:ax=k-h, y=_(-h, k,lLecZ},
oYy, = {(r,y)eT:ax=k-h oder y=~-h, k,{cZ}.

Man sieht sofort, dass 2, die geometrische Struktur von 2 nicht gut reprasentiert,
bei 0125, und I ist diese Diskrepanz noch deutlicher.
Numerische Lésung

Nun kommen wir zur Bestimmung der numerischen Losung. Dazu beschreiben
wir zundchst das lineare Gleichungssystem Aju;, = fj,. Die genaue Gestalt der
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Abbildung 9.5. Aquidistantes Gitter Qn (ausgefiillte Punkte) und Randgitter 02 (o) fiir
ein krummliniges Gebiet Q C R2.

Matrix 4, € RVi*Ni hingt von der Nummerierung ab. Wihlt man die so ge-
nannte lexikographische Nummerierung (vgl. Abbildung 9.6)

Rk = (xiayj)7 Ti = Zha Y = jha k.= (.7 - 1>N+Za

dann erhélt man fiir das lineare Gleichungssystem eine Block-Tridiagonalmatrix

I Bh, Oh 0 i
Cn By
Ay = c RNgXNﬁ
. By Ch
L 0 Ch Bh
mit den Blocken
r 4 -1 0 7
-1 4
By = e RVwNn 0y, = diag (—1) € RNV,
4 -1
| O -1 4 |

der rechten Seite f;, = (h?f(21))p—1

dem Losungsvektor up, = (u(2k))p=1,... N2 € RN

..... Nz k= (j = 1)Np +14,1 <4,j < Np, sowie
Fiir dieses Gleichungssystem kann man keine einfache Rekursionsformel fiir die
Cholesky-Zerlegung herleiten. Da Aj, diinn besetzt, symmetrisch und positiv de-
finit ist, bietet sich ein iteratives numerisches Verfahren zur ndherungsweisen Lo-
sung des linearen Gleichungssystems an. Ausgehend von einem Startwert u(°)

wird eine Folge von Approximationen uglk), k=1,2,..., bestimmt, die fiir k — oo
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Abbildung 9.6. Lexikographische Nummerierung der Gitterpunkte fiir Q@ = (0,1)%, N = 5.

gegen die Losung des linearen Gleichungssystems Aj,u, = f;, konvergiert. Da
Ay € RNw XN (hier ist M}, = N, ,f mit obiger Notation) diinn besetzt ist und da ein
Iterationsschritt bei nahezu allen bekannten iterativen Verfahren einer Matrix-
Vektor-Multiplikation entspricht, benotigt man fiir einen Schritt von ugbk ) nach
u§f+1) linearen Aufwand, also O(N},) Operationen. Der Gesamtaufwand wird al-
so zusitzlich durch die Anzahl der Iterationen bestimmt. Dies misst man wie

folgt: Gegeben sei ein Startwert ug)) und damit verbunden ein Anfangsfehler

HuELO) — uy,|| beztiglich einer geeigneten Norm || - ||. Man mochte nun wissen, wie
viele Schritte man benétigt, um diesen Anfangsfehler um einen gegebenen Faktor
e € (0,1) zureduzieren. Dies beschreibt offenbar die Konvergenzgeschwindigkeit
des Verfahrens. Dazu beweist man eine Abschédtzung der Form

(k+1)
h

k
D — |l < phllut) —

mit einem Konvergenzfaktor p;, € (0,1). Wenn dies gilt, benétigt man offenbar

ko — [ loge —‘
log pn,

Iterationsschritte, um die gewtinschte Fehlerreduktion zu erreichen.

Nun kann es vorkommen, dass diese Fehlerreduktion fiir kleine Schrittweiten
h — 0+ degeneriert, also p;, — 1. Dies wiirde bedeuten, dass das Verfahren immer
langsamer konvergiert, je kleiner h wird. Da gleichzeitig die Matrixdimension
fur kleinere h wéchst, ist ein solches Verhalten duflerst unangenehm. Man sucht
daher ein Verfahren, das asymptotisch optimal ist, d.h. p;, < po < 1, h — 0+. Mit
anderen Worten: Die Fehlerreduktion eines asymptotisch optimalen Verfahrens
ist von der Schrittweite i bzw. der Matrixdimension A}, unabhangig.

Die Frage nach der Konstruktion solcher asymptotisch optimalen Verfahren war
fiir lange Zeit offen. Heute sind zumindest zwei Arten solcher Verfahren bekannt,
zum einen das Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren) mit dem



9.2 Finite Elemente 287

so genannten BPX-Vorkonditionierer (nach Bramble, Pasciak und Xu, 1990 [15]),
zum anderen das Mehrgitter-Verfahren (multigrid, z.B. [14, Kap. V]). Eine weitere
Alternative sind Wavelet-Verfahren, vergleiche z.B. [45].

Wie wir gesehen haben, hingt der Gesamtaufwand entscheidend von der Ma-
trixgrofle ab, also der Anzahl der Gitterpunkte. Im zweidimensionalen Fall ha-
ben wir gesehen, dass A}, = N7 gilt. In d Raumdimensionen hat man N{ Git-
terpunkte, also selbst bei optimalen Losungsverfahren mit linearem Aufwand
O(N{') Operationen fiir eine feste Fehlerreduktion, man unterliegt also dem Fluch
der Dimensionen.

9.2 Finite Elemente

In den 50er Jahren des letzten Jahrhunderts wurde die Finite-Elemente-Methode
(FEM) fiir strukturmechanische Berechnungen im Automobil- und Flugzeugbau
entwickelt. Mittlerweile ist die FEM zu einem Standard-Werkzeug in vielen An-
wendungsbereichen geworden. Die mathematische Theorie ist recht weit voran-
geschritten, selbst wenn die FEM immer noch Gegenstand aktueller Forschung
ist. Wir geben hier eine kurze Einfithrung, die in direktem Bezug zu den in den
vorangegangenen Kapiteln behandelten analytischen Methoden fiir partielle Dif-
ferenzialgleichungen steht.

9.2.1 Galerkin-Verfahren

Im Gegensatz zu der Methode der Finiten Differenzen basiert die Methode der
Finiten Elemente auf der schwachen Formulierung einer gegebenen partiellen
Differenzialgleichung. Wir werden sehen, dass dies auch dazu fithrt, dass wir
den wesentlichen Nachteil der FDM beziiglich der hohen Glattheitsforderungen
umgehen kénnen.

Wir beginnen mit der Variationsformulierung eines Randwertproblems fiir eine
elliptische partielle Differenzialgleichung. Sei H ein Hilbert-Raum mit einem in-
neren Produkt (-,-), V — H ein stetig eingebetteter weiterer Hilbert-Raum und
a:V xV — R eine stetige, koerzive Bilinearform. Zu gegebenem f € H gibt es
nach dem Satz 4.23 von Lax-Milgram genau ein v € V mit

a(u,v) = (f,v), veW (9.20)

Da V (z.B. H}(f2)) im Allgemeinen unendlich-dimensional ist, kann man (9.20)
nicht direkt fiir ein numerisches Verfahren verwenden. Daher betrachtet man
endlich-dimensionale Teilraume

Vi CV, dim(V}) =N, < oo,

wobei man den Index ,,h” verwendet, um eine Analogie zu einer Gitterweite an-
zudeuten. Wir werden spéater noch sehen, wie man V}, basierend auf einem Netz
(oder Gitter) der Maschenweite h konstruieren kann, wobei hier deutlich allge-
meinere Netze als das kartesische Gitter bei FDM zugelassen sein werden. So
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kann man auch den zweiten Nachteil der FDM umgehen, ndmlich die Einschran-
kung auf Gebiete von einfacher Geometrie.

Zu einem gegebenen endlich-dimensionalen (,,diskreten”) Raum Vj, C V betrach-
tet man dann das diskrete Problem: Suche u;, € V}, mit

a(un, x) = (f,x); X € Vh. (9.21)

Wir nennen wuy, die diskrete Losung von (9.20) in V3. Da V}, ein Teilraum von V'
ist und wir die gleiche Bilinearform a(-,-) wie in (9.20) betrachten, sichert der
Satz von Lax-Milgram Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u; € Vj, von
(9.21). Ebenso sichert dies die Stabilitét (stetige Abhdngigkeit von den Daten, hier
also von f). Das diskrete Problem ist also wohlgestellt. Indem man eine Basis fiir
Vi, konstruiert, werden wir in Abschnitt 9.2.2 sehen, dass (9.21) auf ein lineares
Gleichungssystem der Dimension N}, = dim V}, fiihrt.

Ahnlich wie bei FDM untersuchen wir nun den Fehler u — uy,. Es stellt sich her-
aus, dass man bereits unter sehr schwachen Voraussetzungen Aussagen iiber den
Fehler machen kann.

Satz 9.14 (Céa-Lemma). Die Bilinearform a : V x V — R sei stetig, d.h., es gibt ein
C > 0 mit a(u,v) < C - lu|lv - ||v|lv, w,v € V, und koerziv, d.h., es gibt ein o > 0,
so dass a(u,u) > al|u||?, w € V. Dann gilt fiir die Losungen u von (9.20) und uy, von
(9.21) fiir gegebenes f € H

c . c .
lu—upllv <= inf [[u—x|v = = disty (u, V4).
o xXEVL (07

Beweis: Da V}, C V, konnen wir in (9.20) insbesondere eine Testfunktion x € V},
verwenden und erhalten a(u, x) = (f, x), x € Vi. Von dieser Gleichung subtra-
hieren wir (9.21) und erhalten

a(u - uhaX) = (fa X) - (fa X) = 07 X € Vh- (922)

Diese Gleichung heif3t Galerkin-Orthogonalitit. Sie besagt, dass der Fehler e;, :=
u — uyp, beziiglich der Bilinearform a(-,-) senkrecht auf dem Testraum V}, steht.
Nun gilt wegen der Koerzivitdt und der Galerkin-Orthogonalitat

allu — uh||‘2/ < alu—up,u—up)

= a(u_uhyqu)Jra(U*UhaX*Uh):a(ufuhaU*X)

fir beliebiges x € V;, da x — up € V4. Aufgrund der Stetigkeit von a(-,-) gilt
weiter

allu —unll} < a(u—up,u—x) < Clu—unllyv - u=xlv,

so dass die Division durch ||u — us||y und Bildung des Infimums tiber alle x € V},
die Behauptung liefert. O
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Die Aussage des Céa-Lemmas verbindet die numerische Mathematik mit der Ap-
proximationstheorie, denn Satz 9.14 besagt, dass der Fehler ||u — uy ||y bis auf die
problemabhingige Konstante £ so gut wie die beste Approximation an u aus V,
ist. Damit hdngt also die GrofSe des Fehlers von der Approximationsgiite des An-
satzraumes Vj, ab. Wir werden diese Giite im Folgenden analysieren.

Im weiteren Verlauf beschranken wir uns auf elliptische partielle Differenzial-
gleichungen zweiter Ordnung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf
2 C R2. In diesem Fall wihlen wir V = Hi(Q).

9.2.2 Triangulierung und Approximation auf Dreiecken

Um nun einen konkreten Ansatzraum V}, zu bilden, betrachtet man eine geo-
metrische Unterteilung von €2, dhnlich wie €2, bei FDM, aber wesentlich flexibler.
Auf dieser Unterteilung (Gitter, Netz) definiert man (sttickweise) Funktionen, die
man dann als Basisfunktionen fiir V}, wihlt. Der Ansatzraum ist also das lineare
Erzeugnis der so konstruierten Basisfunktionen.

Wir beschridnken uns hier auf offene Polygone 2 C R? im zweidimensionalen
Raum. In hoheren Raumdimensionen R¢, d > 2, wird die geometrische Untertei-
lung komplizierter. Bei Gebieten, deren Rand kein Polygonzug (also z.B. krumm-
linig) ist, treten zusétzliche Terme in den Fehlerabschatzungen auf, die wir hier
nicht betrachten, vgl. Abschnitt 9.3*.

Definition 9.15. Man nennt eine Familie von offenen Mengen 7 := {T;}}¥ | eine
Zerlegung von (), falls gilt:

(a) T; Cc Qistoffen,i=1,...,N;

o) T,NT;=0,i+j,i,j=1,...,N;

QUYL T =1q.

Ein T' € 7 nennt man Element. Wir sprechen von einer Triangulierung, falls jedes
T; € T ein offenes Dreieck ist. A

In der Numerik betrachtet man auch verallgemeinerte Dreiecke mit krummlini-
gen Randern oder auch Zerlegungen mit anderen geometrischen Objekten, z.B.
mit Vierecken. Solche Zerlegungen nennt man auch Triangulierung. Wir betrach-
ten hier ausschliefllich Dreieckszerlegungen. Spéter (vgl. Definitionen 9.24 und
9.26) werden wir zusétzlich einige Gtite-Eigenschaften fiir Triangulierungen for-
dern. Auf den einzelnen Dreiecken werden wir hier ausschliefSlich affine Funk-
tionen betrachten (man spricht von linearen Elementen). Diese werden dann spater
stetig auf ganz 2 zusammengesetzt und ergeben so den Ansatzraum V},. Aus dem
Céa-Lemma (Satz 9.14) wissen wir, dass

Xiél‘gh |u = x|l (o) =: dist g1 () (u, Vi)

eine entscheidende Grofse fiir die Analyse des Fehlers ist. In Kapitel 6 hatten
wir gesehen, dass die Losung des Laplace-Problems unter geeigneten Voraus-
setzungen in H?(Q2) ist. Wir werden untersuchen, wie gut man eine beliebige H -
Funktion durch stiickweise affine Funktionen approximieren kann (vgl. Korollar
9.28).
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9.2.3 Affine Funktionen auf einem Dreieck

Sei also T' C R? ein offenes Dreieck, das im Folgenden fest gewéhlt sei. Bekannt-
lich heifst eine Funktion v : T' — R affin, falls

v(Adz+ (1= Ny) =Av(z) + (1 = A) v(y), r,yeT,0< A< 1. (9.23)
Zundchst gilt folgende Charakterisierung.

Lemma 9.16.

a) Die Menge P1(T) der affinen Funktionen von T nach R ist ein Vektorraum der
Dimension drei. Seien t1, 2, t3 die Ecken von T. Dann gibt es zu jedem i € {1,2,3}
genau einv; € Py (T) mit v; (tj) = 6i,j/ i, 5 =1,23. Die Menge {’Ul, V2, Ug} bildet
eine Basis von P1(T), die so genannte Lagrange-Basis.

b) Zu jedem v € P1(T') gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten a, b, c € R derart,
dass

v(z) = a+bry +cxa,  x=(v1,22) €T. (9.24)

Beweis:
a) Jedes x € T hat eine eindeutige Darstellung in den baryzentrischen Koordinaten
(al, as, a3) mittels

r=ait1 +agtstasts, a; >0,i=123, a1 +as+asz=1, (9.25)

vgl. Aufgabe 9.13. Da fiir v € P1(T) gilt: v(z) = a1v(t1) + a2v(t2) + asv(ts), ist
v durch seine Werte an den Ecken t1, t2, t3 eindeutig bestimmt. Fur i € {1,2,3}
definiere v; : T — R durch v;(z) := a; mit 2 gemag (9.25). Also lasst sich jedes
v € P1(T) eindeutig schreiben als v = ajv1 + aavs + azvs, wobel a; = v(t;),
J = 1,2,3. Wir haben gezeigt, dass {v;, v2, v3} eine Basis von P;(T) ist.

b) Man sieht leicht, dass die Funktionen in (9.24) affin sind. Sie bilden einen Vek-
torraum F der Dimension drei, vgl. Aufgabe 9.14. Damit ist £ = P (T). |

Aus dem obigen Lemma sieht man auch sofort, dass
P (T) = {p :T —R:p(x)=a+br) +cry, a,bccR, z= (ml,zg)}.

Affine Funktionen kann man zwischen beliebigen konvexen Mengen definieren.
Eine Funktion f : R? — R? ist genau dann affin, wenn f — f(0) linear ist. Affine
Funktionen sind also Verschiebungen von linearen Funktionen. Manchmal nennt
man affine Funktionen auch einfach linear. Daher spricht man in der Numerik
von linearen Elementen.

9.2.4 Normen auf einem Dreieck

Eine erste Schwierigkeit besteht darin, dass wir fiir Fehlerabschédtzungen bei ei-
nem Variationsproblem Sobolev-Normen kontrollieren miissen, wir aber die La-
grange-Basis mittels Interpolation definiert haben. Ein Schliissel fiir die Verbin-
dung dieser Konzepte ist folgender Hilfssatz. Wiederum sei 7' C R? ein festes
offenes Dreieck.
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Lemma 9.17. Sei T C R? ein offenes Dreieck mit Eckpunkten t1,ts, t3. Dann ist

3
llolll := [vlaz) + Y lo(t)], v e HX(T),
=1
eine zu || || pr2(r) dquivalente Norm, wobei [v| %2 ) = [, (|DYv(@)|* +2|D1Dav(x)]* +
| Dav(z)|?) da.

Beweis: Da die Einbettung H?(T) — C(T) stetig ist (vgl. Korollar 7.25), gibt es
eine Konstante ¢(7T") > 0 mit

sup [v(z)| < o(T) vl g2y, v € H(T), (9.26)
zeT

und daraus folgt [[[v||| < (1 + ¢(T))||v|| z2(r), also die obere Abschéatzung. Insbe-
sondere ist ||| - ||| eine stetige Halbnorm auf H*(T).

Nehmen wir an, dass die untere Abschéitzung |[v]|g2¢r) < C|vll|, v € H*(T),
fiir alle C' > 0 falsch wére. Dann existiert eine Folge (vi)ren C H?(T), so dass
lvkllm2(ry = 1 und [[oi]| < 4, k € N gilt. Nach Satz 7.22 ist die Einbettung
H?(T) — H!(T) kompakt. Also existiert eine in H!(T") konvergente Teilfolge
von (vg)ken, die wir zur Vereinfachung wieder mit (vy )ren bezeichnen. Nun gilt
| m2 () < Joe]l] € ¢ — 0 mit k — oo und damit

[l — WH%{Z(T) = |log - WH%H(T) + |k — W@P(T)

A

2
< ok = vell3n ey + (lokla2 @y + loel 2ey)™ — 0

fir k,¢ — oco. Also ist (vj)ken auch eine Cauchy-Folge in H?(T') mit Grenzwert
v € H%(Q). Fiir diesen Grenzwert gilt aufgrund der Stetigkeit von ||| - ||| einerseits

llvllf = lim [fvx]l| =0 (9.27)
und andererseits
[l 2y = Jim Jox][g2cr) = 1. (9.28)

Aus |||lv]|| = 0 folgt |v|g2(7y = 0 und daher mit dem folgenden Lemma 9.18 v €
P1(T). Da aber |v(t;)| < ||v]|| =0, = 1,2,3, muss v = 0 gelten. Dies ist aber ein
Widerspruch zu (9.28). O

Lemma 9.18. Sei T' C R? ein offenes Dreieck und v € H*(T') mit D; D;v = 0 fiir alle
i, = 1,2. Dann existiert eine affine Funktion p € P1(T") mit p = v fast iiberall auf T

Beweis: Nach Satz 6.19 gibt es ¢; € R, so dass Djv = ¢;, j = 1,2. Definiere
w(z) == v(x) — 121 — c2x2, ¢ = (1, 22) € T. Dannist Djw = 0, j = 1,2. Damit
gibt es ein ¢ € R mit w = c. Folglich ist v(z) = ¢+ c122 + coxa. O
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9.2.5 Transformation auf ein Referenzelement

Sowohl fiir analytische als auch fiir rechentechnische Zwecke ist es sinnvoll und
hilfreich, ein beliebiges Element T" auf ein Referenzelement T zu transformieren.
Als Referenzdreieck wihlen wir die linke untere Hilfte des Einheits-Quadrates

TCZ {(I17£C2) €R22 T1,29 > 0,0 < 21 + 22 <1}

wie in Abbildung 9.7. Wiederum sei T' C R? ein festes offenes Dreieck. Dann gibt
es eine affine Abbildung F : T — T, die T bijektiv auf T abbildet, also

F(#)=b+B#, &eT, F(T)=T, (9.29)

mit einer reguldren Matrix B € R?*? und einem Punkt b € T. Offenbar gilt
po F € Py(T) fiir alle p € P1(T), d.h., die Menge der affinen Funktionen ist
invariant unter affinen Transformationen. Also kénnen wir viele Aussagen auf
das Referenzelement T zuriickfithren. Nach Lemma 9.17 existieren Konstanten

0 < ¢ < C < oo derart, dass

elloll < 19l =gy < ClIBIL, & € HX (D). (9.30)
F—l
14
/_\
T

\/ T

1
F

Abbildung 9.7. Reduktion auf ein Referenzdreieck.

Wir werden die Fehleranalyse auf das Referenzdreieck 7' zuriickfiihren. Dazu
miissen wir den Effekt der Abbildung F und der Inversen ! : T — T', gegeben
durch F~!(z) = B~'xz— B~'b, untersuchen. Sei ||z|| := (z7+23)'/?, 2 = (z1,22) €
R?, die Euklid’sche Norm und

A c R2><2

4 = sup f[Ael = sup | 4z] =sup 121,
lz|I<1 llz||=1 z#0 ||z

die induzierte Operatornorm. Wir bezeichnen fiir ein Dreieck 7" mit p den Innen-
und mit rr den Auflenkreisradius von T', vgl. Abbildung 9.8 fiir das Referenzdrei-
eck T'. Fiir die Fehlerabschdtzungen, die wir beweisen wollen, ist entscheidend,
dass die Norm der Transformationsmatrix B durch den Aufienkreis-, die der In-
versen durch den Innenkreisradius abgeschédtzt werden kann. Dies zeigt das fol-
gende Lemma.
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Abbildung 9.8. AuBenradius # = 1+v/2 und Innenkreisradius p = 1 — 2v/2 ~ 0.293 des
Referenzdreiecks 7.

2 pp und || B7Y| <

Lemma 9.19. Mit obigen Bezeichungen gilt || B|| < o)

1
V2pr’
Beweis: Seien  und 7 der Innen- bzw. Auenkreisradius des Referenzdreiecks 7',
also p=1— 1v/2und # = 3v/2, vgl. Abbildung 9.8. Sei nun & € R? mit ||| = 2.

Dann existieren zwei Punkte g, 2 € T mit £ = § — 2, vgl. Abbildung 9.9. Damit
gilt 'y, FzZ € Tund ||BZ| = ||F'g — FZ|| < 2rp, also

Abbildung 9.9. Punkte §j, 2 € T'mit & = §j — 2.

Starten wir umgekehrt mit z € R? derart, dass ||z| = 2pr, so finden wir y,z € T
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mit x =y — z. Damitist | B~'z| = ||F~'y — F~'z|| < 27. Daraus folgt wie oben
_ | B~ z|| 7 1
1Bl = <l-—
lel=2or Nzl = pr V2pr
Somit ist die Behauptung bewiesen. O

Um spater Fehlerabschidtzungen beztiglich T auf das Referenzdreieck reduzie-
ren zu kénnen, miissen wir die Auswirkungen der Transformation beziiglich
der Sobolev-Normen untersuchen. Wir erinnern uns an die Definition (9.29) der
Funktion F : T — T, gegeben durch F(#) = Bi + b. Nun definieren wir fiir
v : T — R die Funktion ¢ : 7' — R durch

8(3) = v(F(3)) = v(a),
wobei z = F(&). Dann gilt

d . =D
8@0(36) 83“2 F(z) _ga_

i Fvle
= Oz
mit B = (B, ;)i j—1,2. Damit gilt also

V(vo F)=(Vv)o F-B. (9.31)

Dazu beachte man, dass der Gradient ein Zeilenvektor ist. Auf der rechten Seite
von (9.31) steht der Punkt fiir die Matrizen-Multiplikation. Damit erhalten wir
folgende Abschatzungen:

Lemma 9.20. Fiirv e H'(T), o :=vo F gilt o € HY(T) und

0] g1 () < |det B|~'/?||B|| ol ey, |vlE () < | det B|'/2(| B 9] g1 () -

Beweis: Mit (9.31) und unter Benutzung der Transformationsformel ergibt sich

By = 00 Pl = [ Voo PIPde = [ (V)0 F- B as
< ||B||2/\(Vv)oF|2|detB|da§-|detB|‘1
T
= ||B||2\detB|_1/ |Vo|? da,
T
woraus die erste Ungleichung folgt. Die zweite zeigt man analog. O

Wir brauchen spiter noch eine analoge Abschétzung fiir |0] ;7. ). Dazu bendtigen
wir ein Hilfsresultat fiir Matrizen und die so genannte Hilbert-Schmidt-Norm

dxd
|Al3s = Z a’z]a = (aij)ij=1,..,a € R

3,7=1

In der Numerischen Mathematik wird diese oft auch als Schur-Norm bezeichnet.
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Lemma 9.21. Fiir A, B € R qilt |BA||ns < ||B|| - | Allirs, wobei || - || die von der
Euklid’schen Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm ist.

Beweis: Es gilt [|A]|%¢ = Zj L1 Ae; |12 mit e; = (51 i 00T € RY, vgl. (1.53),
und damit | BA|}s = S0, | BAe|® < | BI? XL, | Aeil® = | BI - [ All3s, was
die Behauptung zeigt. O
Damit ergibt sich die folgende, bereits angekiindigte Abschédtzung.

Lemma 9.22. Fiir v € H*(T) ist 0 := vo F € H*(T) und es gilt die Ungleichung
[0l 27y < | det BI72||BI*[v] (7).

Beweis: Es gilt

. &
[¥li2 2y :/T{’axf @]+ 25, 8:c2

Wegen x = F# und 0(2) = v(x) gilt firi,j = 1,2

2 o2
8352

z

+2‘

(%)

as

o 9 9 [ 0 2.0 (9
o( 7 = _— B i - (2 B ]
a0, = ;axk”(” ’“J) ;axk<a@i”(x)> i
2 2
0 0 0 0
= — | —v(x)By; | Bx.; = B z)B
k; 6xk<@x4 (@) f’) o ggl i By By V) B
= (BH)B):;
mit der Hesse-Matrix Ho(x) := (57 %v(x))ijzl ,- Daraus folgt
By = [ 1R@ s di = [det B [ B Ho(@) By da
< |det3|_1||B||4/T||Hv($)||?qsdx:\detB|_1||BH4|U|%12(T),
was die Behauptung zeigt. O

9.2.6 Interpolation mit Finiten Elementen

Das Céa-Lemma besagt ja, dass der Fehler ||u — up|| g1 (q) bis auf eine Konstante
so gut ist wie der Fehler der besten Approximation an die Losung u aus V. Um
diese beste Approximation nun abschdtzen zu konnen, konstruieren wir einen
Interpolations-Operator I, : C(2) — Vj,. Da hier O C R? ein Polygon ist, gilt
H?*(Q) c C(Q), vgl. Korollar 7.25. Fiir u € H?(Q) ist dann |u — Inu| g1 (q) eine
obere Schranke fiir den Fehler der besten Approximation. Den Interpolations-
Operator definieren wir stiickweise auf jedem 7" € 7.

Zuwv e C(T) gibt es genau eine affine Funktion Irv € Py (T) mit Ipv(t;) = v(t),
1 =1,2,3, wobei wieder t1, {2, t3 die Ecken von T sind. Auf diese Weise haben wir
einen lokalen Interpolations-Operator

I : O(T) — P(T)
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definiert. Wir wollen nun zunichst den Interpolationsfehler fiir I gegen die
Halbnorm | - |2 () abschétzen.

Satz 9.23. Sei T C R? ein offenes Dreieck mit Innen- und Auflenkreisradius pr bzw.
7. Fiir v € H?(T) gilt dann mit C aus (9.30)

o = Irvl| o,y < 12077 0] geery,

2
T

|U—IT’U|H1(T) < 90—T‘U|Hz(T)7
PT

9C T2+ pr” [vl 2 ().

Beweis: Sei F(aﬁ:) = B3 + b die affine Transformation von 7" auf 7. Sind 1, 5, {5
die Ecken von 7', so sind t; := F(t;),i = 1,2,3, die Ecken von T. Wegen v € H?(T)
ist o :=voF € H?(T). Ferner gilt

IN

lv = Irvl| g (1)

Irv = I;d, (9.32)

was man folgendermafien sieht: Da sowohl Irv : T" — R als auch F : T —T
affin sind, ist auch m = Ipv o F als Verkniipfung zweier affiner Funktionen
affin. Damit sind also beide Funktionen in (9.32) affin. Da sie in den Punkten 7, ,
i = 1,2,3 {ibereinstimmen, sind sie identisch. Damit ist (9.32) gezeigt. Da (1;0 —
0)(t;) = 0,7 = 1,2,3, gilt mit (9.30)

HIT{’ - 17“}12(7‘1) <C |HIT{} - 17||| =C ‘IT{’ - 6|H2(T) =C |1A)|H2(T), (9.33)

da I;:0 € Py(T") und damit [1:0| 2 7 = 0.
Nun beweisen wir zunéchst die Ly-Abschédtzung. Es gilt
||U*IT’U||L2(T) = \detB|1/2 ”UﬁITUHLQ(T) = |detB|1/2 ”ﬁiITﬁ”LQ(T)
< [ det BIY2 [0 — It gy < Cldet B2 (0] oz,

mit obiger Abschiatzung. Nun verwenden wir Lemma 9.22 und erhalten

lv = Iroll Ly < CIIBI? o] p2(ry < C S 17 10l ) <1207 [v]2(ry

2
VZ-1)
mit Lemma 9.19. Damit ist die erste Abschédtzung bewiesen. Fiir den Beweis der
zweiten Ungleichung (mit der H'-Halbnorm) benutzen wir Lemma 9.20 und er-
halten

[0 = Irv|giry < |det B[Y? | BT |0 = L8] g
< |detB|'?|B7Y| [0 = L0 g2y
<

¢ det BIY B~ ol 2 ) < CIBI2IB [olszz )
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mit (9.33) und Lemma 9.22. Mit Lemma 9.19 ergibt das
7 V2 2 1
c r v
(\/§ 1 T) \/ipT | |H2(T)

R \/5 r2 2
C—————2Lp <9CLw .
Va-1) pT| |12y < pT\ |12 (1)

IN

|”U — IT'U‘HI(T)

Schliellich zur H'-Norm. Mit obiger Abschétzung gilt:
lo = Irvl3 ey = v = Iroll3 oy + v = Irofip o
< (144 C?r4 + 81 OQ%> 032 (1
< 81C%% 2+ p7°) |’U|il2(T)v

also die Behauptung. O

9.2.7 Finite-Elemente-Raume

Bislang haben wir ein einzelnes, festes Dreieck T C R? betrachtet. Wir kehren
nun zuriick zur in Abschnitt 9.2.2 eingefiihrten Triangulierung eines Polygons
Q C R2. In Abbildung 9.10 ist ein Beispiel dargestellt. Uber Q definieren wir den
Vektorraum

V= {U € Co(Q) ST S Pl(T), Te T}

der global stetigen, beziiglich 7 stiickweise affinen Funktionen mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen. Hier ist wie zuvor Cy(Q) = {u € C(Q) : ujpq = 0}.
Man beachte, dass V7 ein Unterraum von H{ () ist (siehe Aufgabe 7.6 und Satz
6.30). Man nennt die Elemente von V7 lineare Finite Elemente, da die Funktionen
in V7 stiickweise affin sind.

Abbildung 9.10. Dreiecks-Triangulierung eines Polygons 2. Die inneren Knoten sind (be-
liebig) durchnummeriert.
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Zunichst wollen wir die Dimension dieses Raumes bestimmen. Dies wird auch
die Dimension des linearen Gleichungssystems sein, das wir zur Bestimmung der
numerischen Losung in V7 zu losen haben. Hierzu fordern wir eine zusatzliche
Giite-Eigenschaft der Triangulierung.

Definition 9.24. Eine Triangulierung 7 heift zulissig, falls folgende Bedingungen
gelten:

(i) Besteht T; N Tj fiir T;,T; € T aus genau einem Punkt, so ist dieser Eckpunkt
von T und 7}.

(ii) Besteht T; N T} fiir T}, T; € T ,i # j, aus mehr als einem Punkt, so ist T; N T}
Kante von T; und 7). A

Abbildung 9.11. Nicht zuldssige Zerlegungen. Links ist (i) in Definition 9.24 verletzt,
rechts (ii).

Wir erldutern diese Definition anhand von Abbildung 9.11, die zwei unzuléssi-
ge Triangulierungen beschreibt. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) verhindern
so genannte ,hingende Knoten”. Sei 7 eine zuldssige Triangulierung. Ist z €
Eckpunkt zweier verschiedener Dreiecke in 7, so nennen wir z einen Knoten; gilt
zusitzlich z € Q = 0\ 99, so nennen wir 2 einen inneren Knoten. Mit 7 bezeich-
nen wir die Menge der inneren Knoten, mit \T\ die Anzahl der inneren Knoten,
vgl. Abbildung 9.10. Nun kénnen wir mit Hilfe von 7 folgendermafen eine Basis
von V7 bilden:

Lemma 9.25. Sei 7 eine zuliissige Triangulierung eines Polygons Q C R?. Dann gibt
es zu jedemt; € T = {t1,...,tn}, N =|T|, genau ein @; € Vr mit

(pi(tj) zém, jzl,,N (934)
Die Funktionen {¢1,...,on} bilden eine Basis von Vr, die so genannte Lagrange-
Basis!.
Beweis: Seii € {1,...,N} festund T € T ein Dreieck, so dass ¢; eine Ecke von

T ist. Es gibt genau ein fr € P1(T) mit fr(t;) = 1, so dass fr in den beiden
anderen Ecken von T verschwindet. Nun sei S € 7 mit T NS # 0, S # T.
Wir zeigen, dass fr = fs auf TN S. Damit konnen wir dann ¢;(z) := fr(z) fir

IMan findet auch die Bezeichnung nodale Basis, abgeleitet von dem englischen Wort fiir Knoten.
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zeT eindeutig definieren und erhalten die gesuchte Funktion ¢; € V7, die (9.34)
erfiillt. Da die Triangulierung zuldssig ist, ist NS entweder ein Knoten oder eine
gemeinsame Kante, hingende Knoten sind ja ausgeschlossen. Seialso TNS = {z}
ein gemeinsamer Eckpunkt von T'und S, dann gilt fr(z) = fs(z). Im zweiten Fall
ist T'N S eine gemeinsame Kante, also TN S = {Az + (1 — A\)y : 0 < A < 1} mit
zwei gemeinsamen Ecken z,y von T'und S. Fiiralle 0 < A <1 gilt

frQz+ (1 =Ny) = AMr@)+ 0 =Nfr(y) = Afs(@) + (1 =N fs(y)
= fs(A+ (1= Ay),

also fg = fr auf T'N S. Damit ist (9.34) bewiesen.

Wir miissen noch zeigen, dass {¢1,...,¢n} eine Basis von V7 ist. Wegen (9.34)
ist klar, dass diese Funktionen linear unabhéngig sind. Nun sei u € V7, dann ist
voi=u— Z,ﬁilu(ti)@% € Vrundesgiltv(t;) =0firj =1,...,N.Dav € Vr
auf dem Rand 992 von Q verschwindet, gilt v(z) = 0 fiir jeden Eckpunkt « eines
Dreiecks T' € 7. Da vy € P1(T), folgt v = 0 fiir alle T € 7. Daraus folgt v = 0.

Also hat u die Darstellung « = Efil u(t;)pi- O
Mit Hilfe der Lagrange-Basis konnen wir nun einen Interpolations-Operator I7 :
Co(R?) — Vr wie folgt definieren:

N

Iru = Zu(ti)goi, u € Co(9).

i=1

Damit ist also /7u das eindeutige Element aus V7, das in allen Knoten mit u
iibereinstimmt. Der Operator I7 ist linear, stetig und I2 = Ir, er ist also eine
stetige Projektion von Cy(f2) auf V7. Man nennt I7 auch den Clément-Operator.
Um das Konvergenzverhalten zu beschreiben, betrachten wir nun eine Familie
{Tn}n>0 von reguldren Triangulierungen des Polygons €. Mit der Schreibweise
75, deuten wir an, dass wir stets annehmen, dass

rp < h fiuralle T € 7;,.
Wir werden zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzungen
v —I7v||py = O(R®) mit h— 0+ fiir ve H*(Q)

gilt. Dabei miissen wir nattirlich ausschliefSen, dass die Dreiecke bei kleiner wer-
dendem h entarten. So ein Fall lage etwa vor, wenn das Verhiltnis von langster zu
kiirzester Seite fiir h | 0 beliebig grofs werden konnte. Das wird durch folgende
Definition ausgeschlossen.

Definition 9.26. Eine Familie {7}, },~0 von Triangulierungen heif8t quasi-uniform,
falls 7o < h tiir jedes T" € 7j, und falls es ein « > 1 gibt mit

r
T

pT
fur alle T € 7;, und alle h > 0. A
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Die Bedingung der Quasi-Uniformitat sichert, dass das Verhiltnis von Aufien-
zu Innenkreisradius fiir alle T € 75, und alle h > 0 durch « beschrankt ist. Fur
h — 0+ werden dadurch schmale, lang gezogene Dreiecke ausgeschlossen. Zu
jedem h > 0 betrachten wir nun den Finite-Elemente-Raum

Vi = {v € Co(Q) s vjp € P(T) fiiralle T € T} (9.35)

sowie den oben definierten Clément-Operator I, : Cy(€2) — V},. Fiir diesen gelten
folgende Fehlerabschitzungen:

Satz 9.27. Sei {7, }n>0 eine quasi-uniforme Familie von zulissigen Triangulierungen
eines Polygons Q C R?. Dann gelten die Fehlerabschiitzungen

[0 = Invlly@) 120 K% legqy, o= Invlla ) < 16C kA (v|g2q),
mit C aus (9.30) fiir alle v € H?(Q) und alle0 < h < 1.
Beweis: Nach Voraussetzung ist r < h fiir alle T' € 7j,. Weiterhin gilt
[Ch Ihv”ZLZ(Q):Z lo— Ih”H%Q(T) <144C% 1t Z |U‘§-I2(T) =144C ‘v|§{2(ﬂ)
TET, TET,

mit Satz 9.23. Die zweite Abschdtzung geht ganz analog, wobei wir pr < rp <
h < 1 verwenden. Damit gilt namlich 81(2 + p;*) < 243 p;.* und folglich nach
Satz 9.23

|‘U_Ihv|‘§{1(ﬂ) = Z ||v—[hv||§{1(T) <81 C? Z 1"4T(2+p;2) |U|?{2(T)
TeT), TeT),
2
A r A
< 243C% > i L |uliey <243C° R K7D olten
TET, T TET,
= 243 CZ h2 :‘Q2|U@12(Q),

woraus die zweite Abschitzung folgt. O

Aus Satz 9.27 ergibt sich insbesondere folgende Abschitzung, die im Zusammen-
hang mit dem Céa-Lemma wichtig sein wird.

Korollar 9.28. Unter den Voraussetzungen von Satz 9.27 gelten fiir v € H?(Q2) und
0 < h < 1 folgende Abschiitzungen:

. 12 . ) A
Xlen‘f/‘h ||’U—X||L2(Q) S 12Ch |U|H2(Q), Xlél‘f/‘h HU_XHHl(Q) S 16CI€h|U|H2(Q). D

9.2.8 Das Poisson-Problem auf Polygonen

Die obige Analysis ergab eine Abschitzung fiir den Fehler der besten Appro-
ximation aus V}, an eine beliebige Funktion v € H?(2). Nun wollen wir diese
Abschitzungen fiir die Losung v eines elliptischen Randwertproblems (9.20) ver-
wenden. Dazu miissen wir die Bilinearform spezifizieren und daraus ergeben
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sich die Konstanten C' und « aus dem Céa-Lemma (Satz 9.14). Als letzten Schritt
wollen wir dann die auftretende Norm der unbekannten Losung durch einen
Ausdruck ersetzen, der nur von den bekannten Daten des Problems abhangt.

Wir beschrianken uns wiederum auf das Poisson-Problem —Awu = f in einem
konvexen Polygon 2 C R? mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen v = 0
auf 99. Sei also  C R? ein konvexes Polygon. Nach Satz 6.85 ist das Poisson-
Problem HZ2-reguliir, d.h., es gibt zu jedem f € Ly(f2) genau ein u € H} () N
H?(Q) derart, dass —Au = f. Wir nennen dieses u im Folgenden die Losung des
Poisson-Problems. Seine H2-Norm kénnen wir in folgendem Sinn kontrollieren.

Satz 9.29. Es existiert eine Konstante co > 0 (die nur von Q abhiingt) mit

lullg2(0) < 2 | fll oo
fiir jedes f € La(2), wobei u die Losung des Poisson-Problems mit rechter Seite f ist.
Beweis: Die Abbildung A~! : Ly(Q) — H?*(Q), die jedem f € L2(Q) die eindeu-
tige Losung des Poisson-Problems zuordnet, ist offenbar linear (siehe Satz 8.7 fiir
die Bezeichnung A~1). Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt, dass

A~ stetig ist. Damit ist ||[u| r2(0) = |A7" fllm2(0) < 1A 2(za@), 520 | fll2o(2),
also die Behauptung mit ¢z := ||[A™Y| £(1,(0), 12(0)-

Die zum Poisson-Problem gehorende Bilinearform ist gegeben durch a(u,v) =
Jo VuVudz, u,v € Hj(Q).
Lemma 9.30. Fiir die Bilinearform des Poisson-Problems gilt fiir u,v € H}(Q)

la(u, 0)| < [lullgi@) vla @), alu,u) > allullF g

mit einer Konstanten o > 0.

Beweis: Die erste Ungleichung ist trivial, die zweite folgt aus der Poincaré-Un-
gleichung (Satz 6.32). O
Die erste Abschédtzung besagt, dass wir im Céa-Lemma (Satz 9.14) die Konstante
C = 1 wéhlen kénnen. Damit haben wir nun alle Teile zusammen, um folgenden
zentralen Satz zu beweisen. Er sichert lineare Konvergenz des Fehlers in der H'-
Norm.

Satz 9.31. Sei {7 }n>0 eine quasi-uniforme Familie von zuldssigen Triangulierungen
eines konvexen Polygons Q C R, Fiir f € La(R) sei u die Losung des Poisson-Problems
und uy, € V), die diskrete Losung mittels linearer Elemente gemdfs (9.21). Dann gibt es
eine Konstante ¢ > 0 (die nur von x und § abhingt), so dass fiir alle 0 < h <1

lu —unl| 1) < chll fllL.)-

Beweis: Mit Satz 9.14 (Céa-Lemma), Satz 9.29 und Korollar 9.28 gilt

1 1 N
lu = unlm@ < o b flu=xlm@ < J16C kR |ulm2@
1 A 1 A

und damit die Behauptung mit ¢ = 116 ¢, C'x. O
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Eine L,-Abschéatzung

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir das konkrete Beispiel des Poisson-Problems,
wie man auf Ls-Abschédtzungen kommt. Es stellt sich heraus, dass man aus der
linearen Konvergenz in der H'-Norm in Satz 9.31 die quadratische Konvergenz
in der Ly-Norm erhilt. Das allgemeine Resultat geht auf Aubin (1967) und Nit-
sche (1968) zurtick und gilt auch fiir allgemeine (nicht notwendig symmetrische)
Formen. Der wesentliche Schritt besteht darin, zum eigentlichen Variationspro-
blem ein so genanntes duales Problem zu betrachten, das wie folgt lautet: Fiir ein
gegebenes g € Lo(Q2) sei w € H} () die Lésung von

a(v,w) = (g,v), v e HHNQ).

Im Falle einer symmetrischen Form a(-, -) und der hier betrachteten rechten Seite
ist das duale Problem genau von der Form des urspriinglichen Poisson-Problems.
Insofern ist die Bezeichnung , duales Problem” hier {tiberfliissig, aber vielleicht
ntitzlich, um den wesentlichen Schritt im Beweis hervorzuheben (siehe Aufgabe
9.16 fiir eine allgemeinere Aussage). Damit gewinnen wir beim Ubergang von
der H'- zur Ly-Norm eine Ordnung fiir die Konvergenz.

Satz 9.32. Unter den Voraussetzungen von Satz 9.31 gilt fiiralle 0 < h < 1

lu = unll o) < € h? [ fllae)
mit der Konstanten c aus Satz 9.31.
Beweis: Sei 0 < h < 1 fest. Aufgrund des Satzes von Riesz-Fréchet gibt es ein
g € L2(Q) mit [|g]| 1,y < 1,50 dass

lu —un|lLy0) = (U —un, 9) Ly

Wir betrachten nun die Losung w € H{}(2) des dualen Problems, also hier des
Poisson-Problems mit rechter Seite g. Verwenden wir nun die Galerkin-Orthogo-
nalitdt a(u — up, x) = 0 fir alle x € V}, so erhalten wir

lu—unl| £, = (U —un, 9) L) = alu — up, w) = a(u — up, w — Xx)

fiir beliebiges x € V4. Im zweiten Schritt haben wir im dualen Problem die Test-
funktion v = u — u;, verwendet, also (g, v — up) = a(u — up, w). Die Stetigkeit der
Bilinearform a(-, -) und die Fehlerabschédtzung in Satz 9.31 liefern

lu—unllro) < llu—unllarollw —xlar @) < chllfllz.e v —xlla©)-

Da x € V}, beliebig ist, wahlen wir x = wj, also die diskrete Losung des dualen
Problems, und erhalten wieder aus Satz 9.31

lu = unllLo(0) < chllfllLa@) b9l < B2 fllLaw),
also die Behauptung. O
Offenbar erhalten wir die Fehlerabschitzung [|u — up ||, = O(h?), h — 0+,
also die gleiche Ordnung wie bei der FDM (wir hatten dies dort fiir die diskrete
Maximumnorm || - ||, bewiesen). Allerdings wird die extrem einschrankende

Voraussetzung u € C*(Q) bei der FDM fiir die FEM nicht benétigt. Hinzu kommt
die erheblich grofsere Flexibilitdt beztiglich der Geometrie des Gebietes 2.
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Eine suboptimale L.,-Abschéitzung

Alle bisherigen Abschidtzungen gelten beziiglich Lebesgue-Normen. Zum Ab-
schluss wollen wir eine Abschétzung (der ersten Ordnung) beztiglich der Supre-
mumsnorm

[vlle@) = suplv(z),  ve (),
z€Q
beweisen. Wir sprechen hier von einer , suboptimalen” Abschidtzung, weil man
mit mehr Aufwand eine hohere Konvergenzordnung beweisen kann (vgl. Ab-
schnitt 9.3*). Fiir die angestrebte Abschédtzung benéttigen wir eine so genannte
inverse Abschitzung, fiir die wir allerdings eine zusétzliche Forderung an die Tri-
angulierung stellen miissen.

Definition 9.33. Eine Familie {7} },~0 von Triangulierungen heif3t uniform, falls
rp < hfur jedes T' € 75, und falls es ein x > 1 gibt mit pLT < kfiralleT € 7, und
alle h > 0. A

Wegen rp < hist offensichtlich, dass die Forderung der Uniformitét starker ist als
die der Quasi-Uniformitét in Definition 9.26. Nun konnen wir die angekiindigte
inverse Abschdtzung zeigen.

Lemma 9.34 (Inverse Abschédtzung). Sei {7} }5>¢ eine uniforme Familie von zu-
lassigen Triangulierungen eines Polygons 2 C R?. Dann gilt die Ungleichung
IXlle@) < 371Xl Lo(o) fiir alle x € Vi, vgl. (9.35).

Beweis: Sei T' € 7, dannist x| € P1(T), also ist x?| ein quadratisches Polynom.
Wir verwenden nun eine Quadraturformel auf 7', die fiir kubische Polynome ex-
akt ist, vgl. [44, Kap. 8.8, T),: 3-3]. Um diese zu formulieren fiihren wir folgende
Bezeichnungen ein: Seien ¢;, i = 1,2,3 die Ecken von T, die Seitenmittelpunkte
seien m; j, 4 < j, i =1,2,j = 2,3, und s sei der Schwerpunkt von 7T'. Dann gilt fiir
X € Vi

3
Wiy = [ o de = T (3300 +8 3 xmi? + 27062

i=1 i<j
> T (max (1))
=z 2OPT iI:nl%),(BX i )

da |T| > mp7. Wegen x|z € P1(T) folgt, dass | x||c@) = maxi—123 |x(t:)] gilt,

also haben wir gezeigt, dass ||xllo(r) < (3)"?=lxXlLary < Zlxllzacr)- Da

Ixllc@) = suprer, Ixllor), folgt die Behauptung. L
Wir kommen nun zur angekiindigten suboptimalen L ,-Abschédtzung.

Satz 9.35. Sei {7}, }1,>0 eine uniforme Familie von zulissigen Triangulierungen eines
Polygons Q@ C R2. Fiir f € Lo(Q) sei u die Lisung des Poisson-Problems und uy, € Vj,
die diskrete Losung mittels linearer Elemente gemdf$ (9.21). Dann gibt es eine Konstante
C' > 0 (die nur vom Gebiet abhiingt) derart, dass ||u — up||c(q) <Ck b || || Ly(q). Dabei
ist r die Konstante aus Definition 9.33.
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Beweis: Da F' = Fr : T — T bijektiv ist, gilt fiir jedes Element T' € 7;,
da H2(T) — C(f) Mit Lemma 9.22 und Lemma 9.19 gilt

|’IAL‘H2(,1”-‘) S |det BTl_l/2 HBT”2 |U|H2(T) S |det BT|_1/2 mr% ‘U|H2(T).

Nun gilt wegen || = 1

|detBT‘:2/A|detBT|di‘:2/dx:Q‘T‘Z27Tp%Z27TKJ_2’r’%7
T T

V2
woraus wegen Satz 9.29, rr < h und RN <5
|ﬁ’|H2(T) S 5kh |u‘H2(T) S 5kh |U|H2(SZ) S 5 Co R h HfHLz(Q)

folgt. Durch Bildung des Maximums folgt dann fiir I;, : Cp(§2) — V}, die Abschit-
zung [lu — Ihullc@) < Seicarhl| fl|L,)- Nun beachten wir, dass up — Iyu € Vj
ist und somit die inverse Abschidtzung von Lemma 9.34 giiltig ist. Flir ||up —
Ihu| (o) benutzen wir Satz 9.27 und fiir |[u — us| 1,(o) die quadratische Ab-
schdtzung aus Satz 9.32. Damit erhalten wir

lu—unlle@ < llu—Inulle@ + lun — Inullc@)
< sereanh]|fll ) + 35 llun — Inull o
< Sercarhl|fll Ly + 3% [lu = InullL,0) + 3%”“ — unl[La(0)
< sercanhl|f o) + 35 12 C W2 |ull ) + 35 h2 o)
< hk(5eres + 36 Ces + 3¢?) 1Nl 2o
womit die Behauptung mit C' := 5¢;c2 + 36 Ces + 3¢2 bewiesen ist. O

9.2.9 Die Steifigkeitsmatrix und das lineare Gleichungssystem

Wir beschreiben nun, wie man das diskrete Problem (9.21) a(up, x) = (f,Xx), x €
Vi, mit einer symmetrischen, koerziven und stetigen Bilinearform numerisch 16st.
Dabei ist V}, ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum mit der Basis

D) = {p1,...,0n,F T Vi
Damit sucht man als Losung des diskreten Problems eine Linearkombination

N,
up = Zuigpi € V.

i=1
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Wir bilden aus den Koordinaten einen Vektor w;, := (u;)1<i<n;, € RN: und
verwenden als Testfunktionen in (9.21) die Basisfunktionen ¢; von V}, fiir j =
1,...,N}. Damit ist das diskrete Problem &dquivalent zu
N,
(f,05) Loy = alun, v;) = Za(@ia<ﬂj)ui = (Apup)j, j=1,...,Np,
i=1

mit der Steifigkeitsmatrix Ay, = (a(ps, ¢;))1<i,j<n;,- Der Name stammt, wie die
FEM, aus der Strukturmechanik, wo die Eintrdge von A, als Steifigkeiten eines
Werksttickes interpretiert werden kénnen.

Um A}, zu berechnen, muss man also die inneren Produkte (i.d.R. Integrale von
Ableitungen) berechnen, oftmals numerisch. Hierzu sowie zum effizienten Auf-
stellen der kompletten Matrix gibt es eine Reihe von Strategien, die in Lehrbii-
chern der Numerik partieller Differenzialgleichungen beschrieben sind, z.B. [14,
Kap. I1.8].

Da a(-,-) symmetrisch und koerziv ist, ist die Matrix A;, symmetrisch und po-
sitiv definit (s.p.d.). Fur Finite Elemente ist A, auflerdem diinn besetzt (sparse),
da supp ¢; nur von wenigen supp ¢;, j 7 1, iberlappt wird. Nur solche Eintrdge
a(ys, ¢;j) konnen von null verschieden sein, falls a(-, -), wie im Falle des Poisson-
Problems, lokal ist. Also kann man genau wie bei der FDM effiziente iterative Lo-
sungsverfahren (z.B. das bereits erwdhnte BPX-vorkonditionierte cg-Verfahren,
das Mehrgitter-Verfahren oder Wavelet-Verfahren) zur Losung des linearen Glei-
chungssystems verwenden.

9.2.10 Numerische Experimente

Wie bei der FDM beschreiben wir einige numerische Experimente, um die theo-
retischen Resultate zusatzlich zu illustrieren und einige interessante Effekte zu
demonstrieren.

Eindimensionale Beispiele

Wir beginnen mit dem eindimensionalen Beispiel, das wir auch schon bei der
FDM gesehen hatten. In einer Dimension sind die Elemente 7" offene Teilinterval-
le von 2 = (0,1). Die Zerlegung sei der Einfachheit halber wieder dquidistant, also
h = Nih, Ny, > 1,und z; := ih, 0 < i < Nj,. Damit erhalten wir

,Th:{,-rz}i\[:hp T; := (xi,l,xi), 0:1’Q<(E1<~‘~<.’ENh,1<1’Nh:1.

Beziiglich dieser Zerlegung bestimmen wir eine Basis fiir den Raum V}, bestehend
aus stiickweise linearen, stetigen Funktionen. Offenbar ist V}, identisch mit dem
Spline-Raum, erzeugt von linearen B-Splines beziiglich 7;,. Diese Funktionen, die
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so genannten Hutfunktionen, lauten

Fx—zim1), € (Tim1,20),

ei(x) = F(@iy1 —x), =€ (T, zit1),
0, sonst,

fur 1 <4 < Nj,—1.In Abbildung 9.12 ist ein Beispiel fiir N}, = 4 und drei Funktio-
nen @1, ¢a, p3 gezeigt. Offenbar hat der Raum Vj, dann wiederum die Dimension
der Anzahl der inneren Gitterpunkte des Netzes N}, = dim(V},) = Nj, — 1, wenn
Ny, die Anzahl der Elemente (also Teilintervalle) ist. Also besitzt das resultierende
lineare Gleichungssystem die Dimension NV}, = Nj, — 1.

$1 P2 ©3

- ™ o
0 T T2 xs3 T4 =1

Abbildung 9.12. Hutfunktion ¢1, 2, ¢3 mit drei inneren Punkten.

Man kann leicht nachrechnen (vgl. Aufgabe 9.3), dass fiir den eindimensionalen
Fall und dquidistante Stiitzstellen die Steifigkeitsmatrix exakt der Matrix A, aus
der FDM entspricht. Allerdings unterscheiden sich die rechten Seiten. Es ist

1
fiFDM = th(xz)v fiFEM = (fv (pi)la(Q) = A f(l‘) 4'07'(3:) dr.

Zum einen betrachten wir wie oben die Funktion ugy,(z) := sin(27z) € C>(0,1)
und zum anderen die Losung des Zwei-Punkt-Randwertproblems mit der unste-
tigen rechten Seite f, in (9.15). Da f, stiickweise konstant (also insbesondere in
Ly) ist, ist die entsprechende Losung u,, in H%(0,1). Wir erwarten also fiir beide
Beispiele quadratische Konvergenz beztiglich || - ||, (). Genau dies sehen wir in
Abbildung 9.13. Wir erhalten zwei parallele Geraden mit der gleichen Steigung,
also quadratische Konvergenz in beiden Féllen (wir haben hier || - ||, gewdhlt,
um den Vergleich zur FDM zu verdeutlichen). Wir sehen auch, dass die Kurve fiir
die C'*°-Funktion weiter unten verlauft, also sind die Fehler quantitativ kleiner bei
gleichem qualitativem Verhalten. Der Grund liegt darin, dass die rechte Seite der
Fehlerabschétzung in Korollar 9.32 die H?-Norm der Losung enthilt, und diese
Norm ist fiir ugy, kleiner als fir we, d.h. |[usinl|g2(0,1) < [[Uallm2(0,1)- Dies erklért
die quantitativen Unterschiede.
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Abbildung 9.13. Konvergenzhistorie der FEM fiir die rechte Seite f, in (9.15, gestrichelt)
und fsn (durchgezogen). Es ist jeweils der Fehler ||u — up||n,o0 tber der Schrittweite & in
einer doppelt-logarithmischen Skala abgetragen. Man erkennt deutlich die quadratische
Konvergenz fiir beide Beispiele.

Zweidimensionale Beispiele

Nun betrachten wir drei Beispiele in zwei Raumdimensionen, die in Abbildung
9.14 gezeigt sind. Es handelt sich um ein Quadrat, bei dem wir ja die exakte Lo-
sung im Verlaufe des Buches bereits bestimmt haben. Wir kennen also die analy-
tische Losung. Dies ist in den beiden anderen Féllen nicht so. Beim L-Gebiet wis-
sen wir, dass wir aufgrund der einspringenden Ecke (das Gebiet ist nicht konvex)
mit einer niedrigeren Regularitdt und damit mit einer niedrigeren Konvergenz-
ordnung rechnen miissen. Das dritte Beispiel ist ein , allgemeines” konvexes Po-
lygon, das die Vorteile der FEM zeigen soll. Hier haben wir H?-Regularitét. Beim
zweiten und dritten Beispiel haben wir das Gebiet jeweils in Teilgebiete zerlegt
und dort unabhingige Triangulierungen erzeugt. Dies ist nur zur Vereinfachung
der Implementierung mit Hilfe des kommerziellen FE-Programms FEMLAB? ge-
schehen. Wir verwenden wie oben jeweils stiickweise lineare Elemente.

In allen drei Fillen starten wir mit einer sehr groben Triangulierung und verfei-
nern diese jeweils so, dass jedes Dreieck in vier kongruente Dreiecke zerlegt wird.
So erhalten wir leicht eine quasi-uniforme Verfeinerung. Die Fehler und die Kon-
vergenzordnungen sind in Tabelle 9.1 und Abbildung 9.15 angegeben. Die Kon-
vergenzordnungen werden dabei mittels eines linearen Ausgleichsproblems aus
den jeweiligen Fehlern bestimmt. In den Fillen, in denen keine exakte Losung
analytisch bekannt ist, wurde eine ,Referenzlosung” auf einem sehr feinen Gitter
berechnet und die Fehler jeweils in Bezug zu dieser Referenzlosung bestimmt. In
allen numerischen Beispielen sind die auftretenden Lebesgue-Normen mit Hilfe
von Quadraturformeln entsprechender Ordnung berechnet worden.

2Entwickelt und vertrieben von der Firma COMSOL.



308 Kapitel 9: Numerische Verfahren

Abbildung 9.14. Drei Testbeispiele in 2D, Quadrat (oben), L-Gebiet (Mitte) und ein poly-
gonales Gebiet (unten). Die jeweiligen FE-Losungen sind rechts gezeigt.

Wir sehen sowohl beim Quadrat (Beispiel 1) als auch beim konvexen Polygon
(Beispiel 3) die Konvergenzordnung von ca. 2 in L, und von ungefahr 1in H'.
Dies war ja von der Theorie vorhergesagt worden. Wir sehen also insbesondere,
dass die FEM auch bei allgemeineren Gebieten die gleiche Konvergenzordnung
realisiert wie auf dem Quadrat. Auf dem L-Gebiet erhalten wir eine Konvergenz-
ordnung von etwa 1.68 in L, und etwa 0.88 in H'. Da wir wissen, dass die Lésung
in H', aber nicht in H? liegt, war eine niedrigere Konvergenzordnung zu erwar-
ten. Wir erkennen deutlich, dass die mangelnde Regularitdt der Losung tatsédch-
lich zu einer deutlichen Reduktion der Konvergenzrate fithrt. In diesem Sinne
scheinen die oben beschriebenen Konvergenzabschédtzungen scharf zu sein.

Weiterhin geben die Zahlen in Tabelle 9.1 einen Eindruck von der tatsachlichen

Grofle der Konstanten in den Fehlerabschidtzungen (z.B. ¢; und C). Wir sehen
zum einen, dass diese ,verniinftige” Grofienordnungen haben, und auch, dass
die Abhéngigkeit von der Gebietsgeometrie moderat zu sein scheint.



9.3* Ergénzungen und Erweiterungen 309

Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3

h Lo \ HT Lo | HT Lo | HT
2~ 1 6.65e-03 | 7.14e-02 || 3.85e-03 | 5.14e-02 || 1.72¢-02 | 1.36e-01
272 2.02e-03 | 4.06e-02 || 1.19e-03 | 2.83e-02 | 4.66e-03 | 7.07e-02
23 5.34e-04 | 2.12e-02 || 3.77e-04 | 1.55e-02 | 1.22e-03 | 3.62e-02
2 4

2

2

1.35e-04 | 1.07e-02 || 1.24e-04 | 8.58e-03 | 3.09e-04 | 1.83e-02
5 || 3.26e-05 | 5.22e-03 || 3.98¢e-05 | 4.71e-03 || 7.52e-05 | 8.99e-03
5 6.82e-06 | 2.34e-03 || 1.06e-05 | 2.37e-03 || 1.57e-05 | 4.04e-03

[KO. [ 1.99¢+00 [ 9.86e-01 || 1.68e+00 | 8.81e-01 || 2.01e+00 | 1.01e+00

Tabelle 9.1. Fehler in L, und H® fiir die drei Beispiele, startend mit einer groben Triangu-
lierung (h = 27 ') und uniformer Verfeinerung. Die gemittelte Konvergenzordnung (K.O.)
ist in der letzten Zeile angegeben, vgl. auch Abbildung 9.15.

9.3* Erganzungen und Erweiterungen

Wir haben die gesamte Konvergenzuntersuchung fiir lineare Finite Elemente gemacht. Der
Grund ist, dass diese in L2(Q2) zu quadratischer Konvergenz fiihren, falls die Losung der
partiellen Differenzialgleichung in H?(Q) liegt. Diese Regularitdt der Losungen hatten
wir (unter gewissen Voraussetzungen) im Abschnitt 6.11 gesehen. Will man eine hohe-
re Konvergenzordnung erreichen, muss man Elemente hoherer Ordnung verwenden und
entsprechend hohere Regularitdtsannahmen machen. Sowohl die Konstruktion von Ele-
menten hoherer Ordnung als auch deren Konvergenzanalyse sind technisch aufwéndiger.
Man erhélt dann Abschidtzungen der Form

Hu—uhHHl(Q)§c-hk\u|Hk+1(Q), 0<h<1l, wueH""(Q).

Die Darstellung solcher Ergebnisse findet man in Biichern tiber Numerik partieller Diffe-
renzialgleichungen, z.B. [14, 30, 37, 41].

Die obige L»-Fehlerabschatzung ldsst sich auch fiir allgemeine Variationsprobleme her-
leiten. Dazu benttigt man dann folgenden Satz, der sich durch eine Formalisierung des
Beweises von Satz 9.32 ergibt, vgl. z.B. [14, Satz I1.7.6].

Satz 9.36" (Aubin-Nitsche-Lemma). Sei V' — H ein stetig eingebetteter, dichter Unterraum
eines Hilbert-Raumes H, Vi, C V endlich-dimensional. Sei a bilinear, stetig und koerziv, dann gilt

inf [l — xnv}

U — up <Cllu—u su —_—
o= wnll < C =l sup { o ing

mit der Stetigkeitskonstanten C' > 0 wvon a(-,-), wobei @q4 fiir g € H die Losung des dualen
Problems a(v,pq) = (g,v), v € V, ist. O

Beztiglich der Supremumsnorm haben wir eine ,,suboptimale” Fehlerabschidtzung bewie-
sen. Man kann mit deutlich mehr Aufwand zeigen, dass fiir [7*-regulére Probleme in zwei-
dimensionalen Gebieten die Abschitzung gilt, vgl. z.B. [19, Theorem 3.3.7]:

lu = unlleq) < eh®[log b*?||V2ullc@), u € C*(@).

Man kann nattirlich auch geometrische Zerlegungen von € nicht nur in Dreiecke, son-
dern z.B. in Vierecke (bzw. im dreidimensionalen Fall in Tetra- bzw. Hexaeder) betrachten.
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Abbildung 9.15. Konvergenzhistorie der drei zweidimensionalen Beispiele zu den Daten
aus Tabelle 9.1.

Vierecke sind deswegen vorteilhaft, weil man auf Vierecken stiickweise Polynome einfach
durch Bildung von Tensorprodukten bilden kann. Dies macht Berechnungen einfach und
effizient. Auf der anderen Seite sind Dreiecke flexibler fiir die Zerlegung von beliebigen
Polygonen.

Anstelle des Poisson-Problems kann man auch Konvektions-Diffusions-Reaktions-Glei-
chungen (wie etwa in Satz 5.23) betrachten. Man erhélt dann ein unsymmetrisches Glei-
chungssystem, das mit anderen numerischen Verfahren gelost werden muss. Aufierdem
kann es bei dominierender Konvektion zu numerischen Instabilitdten kommen, die spezi-
elle Diskretisierungen erfordern. Ebenso miissen Neumann- oder Robin-Randbedingun-
gen geeignet diskretisiert werden.

Wir beschlieffen diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen zu dem Fall, wenn (2 kein Poly-
gon ist. In dieser Situation kann man 2 offenbar nicht mehr exakt in Dreiecke zerlegen, am
Rand ergibt sich eine Abweichung. Man kann z.B. zwei Strategien verfolgen, zum einen
krummlinig berandete Dreiecke betrachten, zum anderen die Approximation von €2 durch
ein Polygon 2, untersuchen.

Ist 00 glatt, so kann man am Rand so genannte isoparametrische Elemente zulassen, bei
denen eine Seite krummlinig verlduft. Offenbar ist dann die Transformation auf das Re-
ferenzelement 7" nicht mehr affin, was dazu fiihrt, dass sowohl die Analysis als auch die
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rechentechnische Umsetzung deutlich aufwandiger wird.

Ist Q glatt berandet und konvex, dann ist das Poisson-Problem H?-regular. Wahlt man
dann eine quasi-uniforme Familie zuldssiger Triangulierungen, so dass die Eckpunkte des
einbeschriebenen Polygongebietes €2 auf dem Rand 0f2 liegen, dann kann man zeigen,
dass der geometrische Fehler, der durch die Approximation von 2 durch 2, entsteht, in
der GroBenordnung O(h?) ist. Dies bedeutet, dass man in diesem Fall die gleiche Ord-
nung erhilt wie im polygonalen Fall, d.h. O(h) in H' und O(h?) in Lz, [30, Kap. 8.6]. Falls
schlieSlich © zwar glatt berandet, aber nicht konvex ist, so ist das Variationsproblem im-
mer noch H>-reguldr (siche Bemerkung 6.86) und man kann die optimale Ordnung zeigen,
allerdings mit anderen Methoden. In der Tat: Da die Kanten eines Dreiecks im nichtkon-
vexen Fall aufierhalb von € verlaufen konnen, erhélt man V3, ¢ V. Man spricht dann von
einer nichtkonformen Zerlegung. Fiir solche Zerlegungen benétigt man andere Techniken
zum Beweis von Fehlerabschitzungen, siehe z.B. [14, Kap. III].

9.4 Parabolische Probleme

Wir wollen nun zwei numerische Losungsverfahren fiir parabolische Gleichun-
gen beschreiben. Auch in diesem Fall miissen wir uns auf wenige Aspekte be-
schranken und verweisen z.B. auf [37, 41] fiir diejenigen Leser, die Interesse an
mehr Informationen haben. Wir benotigen nun also eine Diskretisierung in Ort
und Zeit. Fur die Orts-Diskretisierung beschreiben wir — wie oben — Finite Diffe-
renzen und Finite Elemente.

9.4.1 Finite Differenzen

Wir beginnen wie im elliptischen Fall mit der Finite-Differenzen-Methode (FDM).
Dazu betrachten wir wieder das Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungs-
gleichung auf dem Intervall [0,1], also:

Ut = Ugy in (0,7) x (0,1), (9.36a)
u(t,0) = u(t,1) = 0, fur t € [0,T], (9.36b)
u(0, ) = up(z), x € [0,1]. (9.36¢)

Hier ist ug € C[0,1] mit uo(0) = uo(1) = 0. Nach Korollar 3.36 hat (9.36) eine
eindeutige Losung u € C>((0,7] x [0,1]) N C([0,T] x [0,1]). Fiir die folgenden
Abschidtzungen brauchen wir mehr Regularitdt fiir ¢ | 0. Wir werden daher in
diesem Abschnitt durchweg voraussetzen, dass

up € C4[0,1] mit u{™(0) = u{™ (1) =0 fiir m = 0,24. (9.37)

Dann wissen wir nach Satz 3.37, dass u € C%4([0,T] x [0,1]). Wie oben ist [0, 77,
T > 0, das betrachtete Zeitintervall. Um eine FDM fiir (9.36) zu konstruieren, be-
notigen wir offenbar ein Gitter in Raum und Zeit. Der Einfachheit halber wihlen
wir in beiden Variablen dquidistante Gitterweiten

T 1

—, M,NeN.
M? ) E
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Zur Abkiirzung fithren wir folgende Differenzenoperatoren ein:

e Vorwirts-Differenz bzgl. der Zeit: DX, v(t,z) := 1; (v(t + At,z) — v(t,2));
e Riickwirts-Differenz bzgl. der Zeit: Dy v(t, ) := & (v(t, ) — v(t — At, z));

o Symmetrische Differenz zweiter Ordnung bzgl. des Ortes:
D3, v(t @) == 5= (v(t, x + Az) — 2v(t, x) + v(t,z — Ax)).
Mit Hilfe der FDM bestimmen wir nun eine Approximation

UF ~u(t®,z;), t*:=kAt, z;:=iAz, k=0,....,N,i=0,...,M,

der exakten Losung u von (9.36). Dazu diskretisieren wir zunédchst die Zeit-Ab-
leitung u; mit dem Vorwirtsdifferenzenoperator D, und gelangen so zum expli-
ziten Euler-Verfahren:

DL, UF = DA,UF, 1<i<M-1,0<k<N, (9.38a)
U =Uk =0, 0<k<N, (9.38b)
Uio =Up,; = UO(IZ‘)7 0 S 7 S M. (938C)

Dieses Gleichungssystem konnen wir leicht auflosen. Zunéchst lautet (9.38a):
AU —UF) = Ae™2 (UF, — 2UF + UE ), mit der Abkiirzung

At
Ax?

wird (9.38a) also zu

A=

UFY = \UF, + (1 = 20)UF + \UF | = (E\U*),,
erginzt um die Randbedingungen U™ = UN' = 0. Wir erkennen nun, wo-
her der Name , explizit” stammt. Ausgehend von den bekannten Anfangswerten
(9.38¢) kann man U*+1! .= (UF) ;s € RM+! direkt aus U* berechnen, U1
ist explizit durch U* gegeben. Um das Verfahren (9.38) zu analysieren, fiithren wir
wieder die diskrete Maximumnorm (beziiglich des Ortes) ein:

||Uk||h7(>¢ := max |U\
0<j<M

Wir nehmen zunéachst an, dass

At 1 1.,
O<>\—m§ s alSOAtS§A$

gilt. Dann ist 1 — 2\ > 0 und damit folgt

IEAU® |1, I 00 < MU In,00 + 11 = 2A 1UF [l 00 + AT [[h,00

1" oo < - < U oo < lluo]loc

also ist der Operator E) beschrankt (d.h. stabil) mit || E5| < 1, falls A < 1.
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Bemerkung 9.37. Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Bedingung A < 1 eine
notwendige Stabilitiatsbedingung ist. Um dies zu zeigen, wiahle die Anfangsbe-
dingungen ug so, dass U = (—1)"sin(i Az ), 0 < i < M, gilt. Dann folgt

Ul = XU+ (1 =200 + UL,
= (=) =Asin((i + 1) Az7) + (1 — 2\)sin(i Az 1) — Asin((i — 1) Az 7)}
= (=1)'sin(i Az m){-Acos(Az ) + (1 — 2)\) — Acos(Az )}
+(=1){—=Xcos(i Az ) sin(Az ) + Acos(i Az ) sin(Az )}
= (1 —2)\—2\cos(AzxT))U?
und induktiv UF = (1 — 2\ — 2\ cos(Az 7))*U?. Fiir jedes A > 1 kann man nun

Az so klein wihlen, dass |1 — 2\ — 2Acos(Az )| = 2A(cos(Axm) +1) =1 > 1,
und damit divergiert U* fiir k — oo. A

Analog zur FDM fiir elliptische Probleme definieren wir den lokalen Diskretisie-
rungsfehler wie folgt:

k= D{,uf — DA, uf, uf =t ). (9.39)

Zur Analyse des Fehlers Tk benotigen wir noch folgende Seminorm fiir Funktio-
nen v € C*[0,1]:

d4

@v(x) . (9.40)

|v|ca := SUp |Vggaz(T)] = sup
2€(0,1) z€(0,1)

Damit gilt folgende Konsistenzabschédtzung.

Satz 9.38. Sei A < 1, es gelte (9.37) und uw € C**([0,T] x [0,1]) sei die eindeutige

Lasung von (9.36). Dann gilt | 7% ||h.0o < ¢ Az? |ug|ca mit einer Konstanten ¢ > 0.

Beweis: Mit der Taylor-Entwicklung gilt fiir die exakte Losung u(t, x)

. 1, . . .
uf"'l = u(tk+17xi) = u(tk, x;) + (tk'~'1 — tk)ut(tk,xi) + i(tk—H - tk)Qutt(Jk,xi)

1
= uf + At (t*, z) + 3 At ugy (o, z;)
mit einem geeigneten o € (t*,t**1) und analog

1
[ (7, 21) — DA u(t”, 2:)| < — Az? max  |Uppaes(t, o)
12 T€(Ti—1,Tit1)

mit & € (x;,z,41). Daraus folgt wegen u; = gy,

Tz‘k = DX{“? 7D2Aa: ff (ut(tk,xi) *urm(tkvxi))
(DZtu(tka xZ) - ut(tkv xl)) - (Dimu(tka ‘Ti) - uww(tka xl))

1
= 5 Atug (0", x;) — (DA u(th, ;) — uge (t*, 7).
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Da u € C%4([0,T] x [0,1]) gilt, folgt uyy = (uyz)t = (Ut)ex = Uzzze und damit
wegen At < 1 Az?

1
< - At t — A t*,
\T | < 2 te(ftfkltH [ws (t, )] + T re(m?}?,);iﬂ) Uzzza(t™, )]
< c¢Az?  max max |Uzzzz(ta z)|.

te(th th+1) z€(zi—1,xip1)

Schliefilich verwenden wir die Glattungseigenschaft parabolischer Gleichungen,
die u.a. besagt, dass |u(t,-)|cs < |ug|ca fir alle t € [0,7], was unmittelbar aus
(8.13) folgt. Damit gilt || 7%|/.00 < ¢ Az? |ug|c4, also die Behauptung. ad

Mit Hilfe der Konsistenzabschitzung gelangen wir nun zum Konvergenzsatz.

Satz 9.39. Sei A < 1, es gelte (9.37), u € C**([0,T] x [0,1]) sei die eindeutige Losung

von (9.36) und U* die diskrete Losung von (9.38). Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0
mit
||Uk — uth,oo < cty Az? |uo|ca

fiiralle 0 < k < N. Dabei ist u die exakte Losung und u* = u(t*,-).

Beweis: Wir definieren den Fehler ¢* := U* — v*. Da U* die diskrete Losung
ist, fOIgt DAt i DAz i (DZt - D2Am)Uzk - (DZt - DQAm)uf = _Tik’ also
(At) "1 (et — k) = D2 ef — 7F und damit

efTl = P AtDA e — AtTF = el |+ (1 —2\)ef + b — AT

= (E)\ek)i — AtTik.

Daraus folgt induktiv ef+! = Eyek — At % = EF1e0 — At 325 EF7¢. Wegen
e =U% —u® =0 folgt aus Satz 9.38 und | E, || < 1

k—1 k—1

e llnoe < ALY IEY T lnoo < ALY Ir
=0 =0
< ckAtAz? |ugloa = cty Az? |uolca,
also die Behauptung. O

Bemerkung 9.40. Mit Hilfe der Fourier-Transformation und der so genannten
Neumann’schen Stabilititstheorie kann man Lo-Abschidtzungen zeigen, insbeson-
dere |[U* — u*||,(0,1) < ctp Az? [ug|gao,1), uo € H*(0,1), vgl. [37, Kap. 9]. JAN

Ein wesentlicher Nachteil des expliziten Euler-Verfahrens liegt in der Stabilitéts-
bedingung At < 1Ax?, was in der Praxis oft zu viel zu kleinen Zeitschrittweiten
fiihren wiirde. Ersetzt man (9.38a) durch

D UMY =D3 UM 1<i<M-1,0<k<N-1, 9.41
AtYq Az

dann erhilt man das implizite Euler-Verfahren, ausgeschrieben At~ (UF —UF) =
Az? (UFH — 20 + UM, also

(L+20)UF = U = AU = UF. (9.42)
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Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem mit einer Tridiagonalmatrix, auf
deren Diagonale 1 + 2\ steht und auf den beiden Nebendiagonalen jeweils —A.
Hier ist U**! nur noch implizit durch U* gegeben, auch wenn das lineare Glei-
chungssystem einfach in O(M) Operationen zu l6sen ist. In Matrix-Form kann
man (9.42) schreiben als

B)\Uk+1 :Uk, B,\ GRMXM,

wobei B) die beschriebene symmetrische Tridiagonalmatrix ist. Damit gilt also
Ul = By'U* und damit [|[UF Y00 < 1By lool[U*||n,0o mit der iiblichen
Zeilensummen-Norm || - ||« fiir Matrizen. Mit dem j-ten Einheitsvektor e; =
(651, 0;0)T € RM gilt || Brejlloo = max{\, 142\, A} = 1+2X\ firj=1,..., M
und damit

B3l = sup 1222

z#0 ]l oo

> [ Brello = 1422,

also || By leo < (1 +2X\)~! und damit fiir alle A > 0

1
T 00 < 7755 10" o0 < NUF 1,00,

1+
also ist das Verfahren ohne Einschrankung an ) stabil. Ein entsprechendes Kon-
vergenzresultat folgt analog. Die Fehlerabschitzung lautet
k| e < Az? + A :
U = oo < etu(Ba® + A1) max, fu(t,)]c:.
also ein Verfahren erster Ordnung in der Zeit. Um die Ordnung zu erhdhen, be-

trachtet man z.B. das Crank-Nicolson- oder ein Runge-Kutta-Verfahren. Wir ge-
hen hier nicht weiter auf die Details ein.

9.4.2 Finite Elemente

Sei Q C R? ein konvexes Polygon. Wir wissen aus Abschnitt 8.2, dass die inho-
mogene Warmeleitungsgleichung wohlgestellt ist: Sei 0 < T < oo, ug € H} ()
und f € Ly(0,T; L2(2)). Dann gibt es genau eine Losung u € L2(0,T; H*(2)) N
H'(0,T; Ly(2)) des Problems

u(t) — Au(t) = f(¢), 0<t<T, (9.43a)
u(t) € Hy(Q), 0<t<T, (9.43b)
u(0) = up. (9.43¢)

Betrachten wir die zugehorige Bilinearform a : H} () x H} () — R, a(v,w) :=
(Vv, Vw)p,(q), so erfiillt u die Gleichung

(@(t),v) Ly(@) + a(u(t), v) = (f(1),v) Ly (9.44)
fiirallev € H}(Q) und alle t € (0, 7).
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T T

Abbildung 9.16. Horizontale (links) und vertikale (rechts) Linienmethode.

Man kann nun die Strategie verfolgen, zunichst beztiglich nur einer der beiden
Variablen Zeit t oder Ort « zu diskretisieren. Man nennt dies Semidiskretisierung.
Diskretisiert man zundchst die Zeit und dann den Ort, spricht man von der ho-
rizontalen Linienmethode, vgl. Abbildung 9.16 links. Wir beschreiben hier die so
genannte vertikale Linienmethode, d.h., man diskretisiert zunédchst den Ort 2 z.B.
durch die FEM, vgl. Abbildung 9.16 rechts. Sei (7;)o<n<1 eine quasi-uniforme
Familie von zuldssigen Triangulierungen von €. Wir nehmen an, dass 7j, aus je-
weils N}, Dreiecken besteht (wir nehmen ja wieder an, dass 2 ein Polygon ist). Der
betrachtete Finite-Elemente-Raum V}, C H{ (€2) werde erzeugt von der Lagrange-
Basis

‘I)h:{ga’f,...,cpji/h}, dimVj, = Nj,.

Dann lautet das rdumlich semidiskrete Problem: Bestimme uj, € C1([0,00); V},), mit
up(0) = uo,h, (9.45a)
(uh(t)7 X)Lz(ﬂ) + (I(U/h(t)7 X) = (f(t)7X)L2(Q)7 X € Vh7 t> 07 (945b)

wobei ug,j, € V), eine Approximation der Anfangsbedingung uy ist.

Bevor wir zur Analyse von (9.45) kommen, wollen wir die Form des semidiskre-
ten Problems néiher beschreiben. Gesucht ist offenbar

z:ozz QDZ 6 \%3

mit zeitabhidngigen Koeffizienten «;(t), ¢ > 0. Dann lautet (9.45b) fiir x = @?

ML Nh
D au(t) (0], 9L, Q)+Zaz a(el, @) = (f(6), ¢ ) Loy 1< G < Ni,

und die Anfangswerte «;(0) = ; sind durch ug; = /\/1 " viph gegeben. Mit
der Steifigkeitsmatrix A), = (a(gpf,wgl))i,jzlw,_,/\/h RNhX n der rechten Seite
bn(t) = (f(t),@?)LZ(Q))jzl ,,,,, N, € RMe sowie der so genannten Massematrix

My, = ((¢h, @?)LZ(Q))i,jzl ,,,,, N, € RN» XNk Jautet die Matrix-Darstellung
Mhdh(t) + Ahah(t) = bh(t), t>0, ah(O) =. (9.46)
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Wir haben also ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen der Dimension
N, erhalten. Auf die Diskretisierung dieses Systems gehen wir etwas spéter ein.
Es sei noch bemerkt, dass A;, und M), symmetrisch positiv definit sind, insbe-
sondere ist M), also reguldr. Also lautet (9.46)

an(t) + My P Apan,(t) = M by (t), ¢ >0, an(0) =7,

und dieses Anfangswertproblem hat aufgrund des Satzes von Picard-Lindel6f
(z.B. [31, Satz 117.1]) fiir alle Zeiten ¢ > 0 eine eindeutige Losung o (t). Wir
kommen nun zur Stabilitdtsanalyse.

Lemma 9.41. Es gilt die Stabilititsabschitzung
t
lun(®)ll o) < lluo.nllLa@) +/ 1 ()] La(e) ds. (9.47)
0

Beweis: Wir verwenden als Testfunktion v, = uy, () in (9.45b) und erhalten
(i (), un(8)) ) + aun (), un(8)) = (£, un(8)) 1o

Nach der Kettenregel (Lemma 8.17) gilt %%Huh(t)HQLQ(Q) = (un(t),unt))r,0)
und, da a(un(t), us(t)) >0, gilt

1d

2 dt
aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Den ersten Term kénnen wir
auch schreiben als ||u, ()| 1,(0) % |/ua(t)] 1, () und so erhalten wir durch Kiirzen
von |[up ()| 1, (o) die Abschdtzung % lun(t)]| Lo) < IIf ()| Lo(0)- Dies integrieren
wir und erhalten

lun ()17 < (FO) un®)ra@) < NF Ol Lo lun®)l o)

t d t
i (8) | ace — 12n(O) | oy = / ()l ey ds < / 1705 acey ds

und erhalten so die Behauptung. O
Fir die Fehleranalysis ist folgender Operator dufSerst niitzlich. Wir nennen R, :
HY(Q) — V},, definiert durch

a(Rpo,x) = a(v,x), v € Hy(Q), x € Vi, (9.48)

die Ritz-Projektion. Es handelt sich offensichtlich um die orthogonale Projektion
auf Vj, beztiglich des Energie-Skalarproduktes a(-,-) des elliptischen Problems.
Wir verwenden fiir die Fehleranalysis folgende Abschitzungen. Wie schon bei
den elliptischen Gleichungen beschranken wir uns auf den Fall stiickweise linea-
rer Elemente, also V}, wie in (9.35).

Satz 9.42. Fiir lineare Finite Elemente V), wie in (9.35) gilt
a) | Rnv = vl ry(0) < Chllvllmi(o), v € Hy(Q),

b) [ Rhv = vll1y(0) < C?h?|v]lu2i), v € Hg(Q) NH?(Q),
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wobei C > 0 eine Konstante ist, die nur von Q2 und  abhingt.

Beweis:
a)Seiv € Hy(Q). Wahle g € Ly(€2) mit [|g|| ., () = 1 derart, dass || R,v—2||, ) =
(Rhv — v,9) 1,(0)- Zu diesem g wihle w € Hj(Q) N H*(Q) mit —Aw = g. Sei
wy, € Vj die entsprechende diskrete Losung, d.h. a(wn, x) = (9, X).(2), X € Va-
Aufgrund der Definition von Rj, in (9.48) gilt a(v — Ryv,x) = 0, v € H(Q),
X € Vj, also die Galerkin-Orthogonalitdt. Damit gilt wegen —Au = g mit der
Testfunktion x = Rpv — v
[Brv = vl = (Bav —0,9)L,0) = a(Brv —v,w) = a(Rpv — v, w — wp)
< |Rpv— 'U‘HI(Q) |lw — wh||H1(Q) < c1h|Rpv — U|H1(Q):

wobei ¢; > 0 die Konstante aus der Fehlerabschatzung in Satz 9.31 ist. SchliefSlich
ist I — Ry, bzgl. | - | g1 (o) eine Kontraktion (als orthogonale Projektion bzgl. a(-, -)),
also folgt |[Ryv — v|g1 (o) < |v| g1 (o) und damit die Behauptung.
b) Nun seiv € H(Q) N H?(Q). Setze f := —Av und betrachte die zugehérige dis-
krete Losung vy, € Vj,, also a(vp, x) = (f, X)Lz(Q), X € Vi.Da R, die a-orthogonale
Projektion von H{ (2) auf V, ist, folgt

[Bro —vlg ) < |vn —vlme) < chllfllLy) < chllvllnzo
mit der Konstanten c aus Satz 9.31. Mit der Abschiatzung aus Teil a) gilt dann

[R1v = ]| Ly@) < ch|Rpv —vlmq) < Eh2|v]| a2 (). O

Nun kénnen wir die gesuchte Fehlerabschatzung fiir die semidiskrete Approxi-
mation beweisen.

Satz 9.43. Sei f € Lo(0,00; HY(2) N H2(Q)) und ug € H(Q) N H(Q) mit Aug €
H} (). Sei ug.p, € Vi, und uy, sei die Losung von (9.45). Dann gilt folgende Fehlerab-
schitzung fiir die exakte Losung u von (9.43):

¢
() = w0y < o = wollgey + e { ol + [ 176Nl
0
fiir t > 0 und ug € H?(Q) N H(Y), wobei die Konstante ¢ > 0 nur von Q und k
abhingt.
Beweis: Wir schreiben den Fehler u;, — v mit Hilfe der Ritz-Projektion um
up —u = (up, — Rpu) + (Rpu — u) =: 0, + pp. (9.49)

Fiir den zweiten Term in (9.49) verwenden wir die Fehlerabschédtzung in Satz 9.42
fiir Ry, also mit einer Konstanten ¢ > 0,

lon 2y = [Bau(t) —u)| @) < ch?|ul®)] a2
t
< ch? u(0)+/ u(s)ds
0 H2(Q)
t
< Ch2<||u0||H2(Q)+/ u(8)||H2(Q)d8)
0
<

t
Ch2<||U0||H2(Q)+ [ 1o ds).
0
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Im letzten Schritt haben wir Satz 8.30 verwendet. Fiir den ersten Term 6, = ), —
Rpuin (9.49) leiten wir ein Anfangswertproblem her. Es gilt namlich fiir x € V},

(O (0). X) oy + alBh(0). ) =
= (@(0): 1o + alun(®)) — (R0 x) = alBault) )

= (f(1), X)ra) — (Rutn(t), X) o) — a(u(t), x)
= (W(t) = Rptin(t), X)Ly ()

wegen der Eigenschaften des Ritz-Projektors und weil v Losung von (9.43) ist.
Diese Gleichung besagt aber, dass

(On (1), X) Lae) + al0n (), X) = =(Pn(t), X)La)> X € Vi (9.50)

Also sind die beiden Terme in (9.49) miteinander verkntipft. Auf (9.50) konnen
wir die Stabilitdtsabschatzung (9.47) anwenden und erhalten

t
100 (D) L2(2) < 100 (0)]I (0 +/0 18R ()] L, (0 ds-

Fiir den Term im Integral verwenden wir wieder die Fehlerabschitzung in Satz
9.42 fur den Ritz-Projektor, also fiir t > 0

10O ey = I Rri(®) = ) Loy < ch2lil®) 12 cy-

Weiter gilt
[0h(O)| Lo = [un(0) = Raw(0)[|L,0) = [luo,n — Ruuollz, @)
< luon — wollLy0) + luo — Ruuoll 2o (o)
< uop = wollLy) + eh*[[uoll 2 (o).
Fligen wir nun alles zusammen, so ergibt sich die Behauptung. ]

Der letzte Schritt ist nun eine Diskretisierung in der Zeit fiir das Anfangswert-
problem der gewohnlichen Differenzialgleichung in (9.46). Bei der FDM hatten
wir bereits gesehen, dass das explizite Euler-Verfahren nur unter starken Ein-
schrankungen an Zeit- und Ortsschrittweite stabil ist. Deswegen beschranken wir
uns hier auf das implizite Euler-Verfahren und nehmen der Einfachheit halber
eine feste Zeitschrittweite At an, also t* = kAt, k € Ny. Dann lautet die Zeit-
Diskretisierung von (9.45)

(Dx U X) a@) + a(UF,x) = (F(t"), X) 1a9)» X € Va, (9.51a)
U% =g (9.51b)

oder

(Uk,X)LQ(Q) + Ata(Uk,X) = (Uk_l + Atf(tk),X)L2(Q), X € Vi, k>1.(9.52)
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Wir suchen also U*(z) = YV okl () € Vi, und (9.52) wird zu

Nh Nh
Z ai (), @?’)LQ(Q) + At Z oFa(ph, @;p) _
i=1 i=1
Ni
- Zaf_l(¢?a¢?)L2(Q) + AL(F(), ") oo
i=1

fiir j = 1, ..., N, bzw. in Matrix-Vektor-Form

(Mh + At Ah)ali = Mhaﬁ_l + At bh(tk)
mit of = (a¥)1<i<n, € RV*, Masse- bzw. Steifigkeitsmatrix Mj,, A, und der
rechten Seite by, (t*) € RV». Damit kommen wir zunzchst zum Stabilit4tsresultat.
Lemma 9.44. Es gilt fiir k > 1 die Abschitzung

k
U Lagey < N0 N zae) + A > FE) |20
=1
Beweis: Wahle y = U* in (9.52), dann gilt
||Uk||%2(fz) + Ata(UF,UY) = (U U") 0 + A(FE), UM) 10
< UM o) (05 Ml o) + AL () o)
Wegen a(U*,U*) > 0folgt, dass [|[U* || 1,q) < U |1,y ) + AL f(F)] 1, (0)- Dies

wenden wir rekursiv an und erhalten

10 o) < 10U 2 o) + ALFE D nai) + 1FE) ] a0)
k

s U gy + A DY FE) | Lo

j=1

IN

also die Behauptung. O

Wie bei der FDM erhalten wir also die Stabilitdt beim impliziten Euler-Verfahren
ohne Einschrankung an At und h. Wir kommen nun zur Fehlerabschatzung.

Satz 9.45. Seiug € HY(Q)NHZ(Q) mit Aug € H(Q) und sei f € La(0, 00; H*(Q))N
H(0,00; L2(K2)) derart, dass f(t) € HY(Q) fiir alle t > 0. Sei u die Losung von (9.43).
Dann gilt mit einer Konstanten ¢ > 0, die nur von ) abhingt,

tk
0% = ul iy < el + [ 15 s

tk
+cAt/ 1f ()l Lo2) ds.
0
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Beweis: Analog zum Beweis von Satz 9.43 setzen wir
UF —u(th) = (U* — Rpu(t®)) + (Rpu(t®) — u(th)) =: 0F + pk
und schitzen nun beide Terme ab. Zunéchst gilt mit Satz 9.42

1oillLa) = IRau(®) — u(t®)lL,) < ch®u(®)] a2 @)

tk
ug + / u(s) ds
0 H2(Q)

tk
ch2{||uom<m + [ 1 ds}.

Wie oben leiten wir ein Anfangswertproblem fiir 6} her. Fiir x € V}, gilt

ch?

IN

(Dx,0%,X) Lo + a0, x) =
= (Da,U*X) La@) + aU*,x) = (D, Ruu(*), X) o) — a(Ruu(t®), x)
= (f(t"). X) o) — (DaRuul(t®), X)) — alu(t®), x)
= (W(t*) = D3 Rpu(t™), Vo) = —(@* X) Lo

mit der rechten Seite

W = RyDxu(th) —u(th) = (R, — I)Dyu(t*) + (Da, — %)u(t’f)

=: wf + wg.
Wir fahren wie oben fort, diesmal mit Lemma 9.44

k
103 Lo < ”02”L2(Q)+AtZHWJHLQ(Q)

j=1

k k
< 0Rllai) + AL D wdllza@) + AL > el o)

j=1 j=1
Um den Term mit w] abzuschitzen, verwenden wir die Identitét

. , 1 Y )
wi = (R —I)Dyu(t’) = (Rn — I)E / u(s) ds
ti—1

17
= X / (Ry, — Iu(s) ds,
ti—1

also
k _ k tJ
IS / R — 1)) | ooy ds
=1 j=17¢7"
k

t tk
- / 1(Ra — Dyi(s) | ey ds <eh? / 17 () 2 ds
0 0
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nach Satz 9.42. Fiir den zweiten Term sieht man mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differenzial- und Integralrechnung, dass

Wi = Dxu(t’) —a(t’) = Ait(u(tj) —u(t’™h)) —a(t’)

= _Ait/ (s — /" HYii(s) ds.

ti—1

Damit folgt mit Satz 8.30 b)

k _ k 4 '
At Y lhliaey < 3o [ =0t yiits) s
J=1 j=1 7"

Kombinieren wir alle diese Abschitzungen, so ist die Behauptung bewiesen. [

tk
<At [ 17O e ds.
0

L2(Q)

Natiirlich kann man analog das explizite Euler-, das Crank-Nicolson- oder andere
Verfahren analysieren.

9.5 Kommentare zu Kapitel 9

Die Methode der Finiten Elemente geht zurtick auf Alexander Hrennikoff (1941) und Ri-
chard Courant (1942). Wahrend Hrennikoff das Gebiet dhnlich der FDM mit Hilfe eines
Rechteck-Gitters diskretisierte, betrachte Courant Triangulierungen mit Hilfe von Dreie-
cken. Nach dem Studium in Breslau, Ziirich und Goéttingen promovierte Courant 1910
in Gottingen bei David Hilbert mit einer Arbeit zum Thema Uber die Anwendung des Di-
richlet’schen Prinzipes auf die Probleme der konformen Abbildung. Er habilitierte sich im Jahr
1912 und wurde dann zum Ersten Weltkrieg eingezogen, wo er sich eine Verwundung
zuzog. Von 1920 bis 1933 war er als Professor in Gottingen tatig, bis er 1933 Deutschland
verlie3. Courant wurde von den Nationalsozialisten seiner Stellung enthoben, sowohl we-
gen seiner jiidischen Abstammung als auch seiner Mitgliedschaft in der SPD wegen. Im
Jahr 1910 hatte Courant Nerina Runge, die Tochter des Gottinger Mathematik-Professors
Carl Runge (u.a. Runge-Kutta-Verfahren) geheiratet. Nach einem Jahr in Cambridge wur-
de Courant 1935 Professor an der New York University. Er leitete dort von 1935 bis 1958
das 1964 nach ihm benannte Institut, welches auch heute noch zu den fithrenden For-
schungseinrichtungen in der angewandten Mathematik zahlt. Zu seinen Nachfolgern als
Direktor des Courant-Instituts gehorten u.a. Louis Nirenberg und Peter Lax.

Bereits 1928 veroffentlichte Courant mit K. Friedrichs und H. Lewy in den Mathemati-
schen Annalen seine berithmte Arbeit Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathema-
tischen Physik, die auch die spater als CFL-Bedingung bekannte Stabilitatsbedingung ent-
hilt. Friedrichs promovierte 1925 in Gottingen bei Courant mit dem Thema Die Randwert-
und Eigenwertprobleme aus der Theorie der elastischen Platten. Er begleitete Courant nach New
York und war dort wiederum 1949 der Betreuer der Dissertation von Peter Lax.

Bei der Entwicklung der Finite-Elemente-Methode baute Courant auf Arbeiten von Ray-
leigh, Ritz und Galerkin auf, indem er die endlich-dimensionalen Rdume im Galerkin-
Verfahren so mit Hilfe einer Triangulierung konstruierte, wie wir es oben beschrieben ha-
ben. So sehr die Methode der Finiten Elemente fiir elliptische Gleichungen zweiter Ord-
nung geeignet ist (wie wir ja gesehen haben), ihr spaterer Erfolg war nur durch die Ent-
wicklung leistungsfidhiger Computer moglich. Dies liegt daran, dass die Erzeugung einer



9.6 Aufgaben 323

Triangulierung und das Aufstellen der linearen Gleichungssysteme (dabei sind Integrale
numerisch zu berechnen) deutlich aufwéandiger als bei der FDM ist. So erklart sich auch die
Aussage von Lothar Collatz aus dem Jahr 1950, als die FDM noch konkurrenzlos erschien:
Das Differenzenverfahren ist ein bei Randwertaufgaben allgemein anwendbares Verfahren. Es ist
leicht aufstellbar und liefert bei groben Maschenweiten im Allgemeinen bei relativ kurzer Rechnung
einen fiir technische Zwecke oft ausreichenden Uberblick iiber die Losungsfunktion. Insbesondere
gibt es bei partiellen Differenzialgleichungen Bereiche, bei denen das Differenzenverfahren das ein-
zig praktisch brauchbare Verfahren ist und bei denen andere Verfahren die Randbedingungen nur
schwer oder gar nicht zu erfassen vermogen. Wie sehr sich die Welt gedndert hat!

9.6 Aufgaben

Aufgabe 9.1. Es sei f, wie in (9.15) und u, € C*[0,1] die Lésung von Lu, = f,
gemdfs (9.1). Definieren Sie L;, mittels des zentralen Differenzenquotienten auf
einem dquidistanten Gitter. Zeigen Sie, dass fiir die Losung u, , von Lytua,n = fo
gilt, dass ||ua — Ua,h|lh,c0 = O(h) mit h — 0+.

Aufgabe 9.2. Fiir z; := ih, h = ﬁ, 0 < i < N+ 1, zeige man (9.12), d.h.

Z,Icvzl G(zi,x) = ﬁxi(l — x;) mit der Green’schen Funktion G aus (9.3).

Aufgabe 9.3. Zeigen Sie, dass die Steifigkeitsmatrix des Dirichlet-Problems in
einer Raumdimension identisch mit der Systemmatrix der FDM mit zentralen
Differenzenquotienten ist. In beiden Féllen sei das Gitter dquidistant.

Aufgabe 9.4. Sei T ein Dreieck mit Eckpunkten ¢1, t2,t3. Zeigen Sie, dass es zu
jedem i € {1,2,3} genau ein v; € P;(T) gibt mit v;(¢;) = d;;, 7 = 1,2,3.

Aufgabe 9.5. Wir betrachten das Anfangswertproblem y'(t) = —ﬁ 1—y(t)?,

y(0) = 1 mit der Losung y(t) = V1 —12, 0 < ¢t < 1. Warum liefert das explizite
Euler-Verfahren unabhéngig von der Schrittweite die Losung y = 1?

Aufgabe 9.6. Sei 2 = (a,b) CR, —0co < a <b<oound P := J,cy Pp(£2), wobei
Pp(Q2) den Raum der Polynome auf Q2 mit maximalem Grad p € N bezeichnet.
Man zeige, dass P ein normierter Raum unter || - ||o, aber kein Banach-Raum ist.

Aufgabe 9.7. Man betrachte eine Variante ), der Clément-Interpolierenden von
L1(9) in den Raum der linearen Finiten Elemente V}, = X :L’O (ohne homogene
Dirichlet-Randbedingungen) auf quasi-uniformen Gittern {7}, }, die wie folgt de-
finiert ist. Fiir jeden Knoten ¢; betrachten wir ein Funktional m; : Li(Q) — R,
gegeben durch

o= ([ wonas) ([ o).

mit der Knotenbasisfunktion ¢; und w; := supp ¢;. Die Interpolierende wird dann
als ipu = Zme N (T Ti (u)¢; definiert, wobei N (7},) die Menge der Knoten von
75, bezeichnet. Man beweise folgende Abschatzungen:
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(a) Aus v > 0 folgt ipu > 0.

®) [Ju = 7 ()| Lo,y < chill V| Lo,y mit hy = maxpcy, hr.

(©) llu = inul| o1y < chl|Vul Ly mitor == U{r € T : KNT # 0}.
(D) flu = inul| L) < chl|Vull,q)-

(e) |lu — inull g-1(0) < ch?||Vul|L,(q), wobei der Dualraum H~'(Q) von H{ ()
mit der Norm [[v[| g-1(0) = SuPge m1(a).¢-40 % versehen ist.

Aufgabe 9.8. Sei T C R? ein Parallelogramm. Man beweise, dass es eine affine
Transformation o : 7' = (0,1)> — T gibt. Wie sieht die Transformation von 7' auf
ein allgemeines Viereck aus?

Aufgabe 9.9. Gegeben sei folgende Randwertaufgabe

—u'(z) = f(x), z€(01),
u(0) = a, u(l) =0,

mit vorgegebenen Konstanten a und b sowie einer stetigen Funktion f : [0,1] — R.
Durch Diskretisierung mittels zentraler Finiter Differenzen mit uniformer Gitter-
weite h = 1/(N + 1), N € N, erhdlt man das lineare Gleichungssystem Apu;, =
fn wie in (9.8). Zeigen Sie: Die Eigenwerte von A, sind gegeben durch \; =
& sin® (1Z), j = 1,2,..., N, mit den zugehorigen orthonormalen Eigenvekto-
ren v; = v/2h[sin(ijrh)|N,, j =1,2,...,N.

Aufgabe 9.10. Im Jahr 1870 lieferte Weierstrafs folgendes Gegenbeispiel zum so
genannten Dirichlet-Prinzip, in dem er folgende Minimierungsaufgabe fiir ste-
tige Funktionen vorstellte, die keine Losung besitzt: Gesucht sei eine Funktion
u, welche unter allen Funktionen in C'[—1,1] mit u(—1) = 0 und u(1) = 1 das

Funktional J(u) = [ _11 [zu/(z)]? dz minimiert. Zeigen Sie mit Hilfe der durch

1 1arctan(nx)
n = — -, - 1,2, e
un () 2 + 2 arctann "

definierten Funktionenfolge {u,, }, dass die Aufgabe keine Losung besitzt.

Aufgabe 9.11. Sei 2 C R? ein einfach zusammenhéngendes Polygon. Man zeige,
dass bei der Triangulierung von €2 die Anzahl der Dreiecke plus Anzahl der Kno-
ten minus Anzahl der Kanten stets 1 betragt. Warum gilt das nicht fiir mehrfach
zusammenhédngende Gebiete?

Aufgabe 9.12. Man zeige, dass fiir Dreiecksfamilien von Finiten Elementen die
Quasi-Uniformitédts-Bedingung ;}—; <&k, T €1y, h > 0&quivalent ist zur Existenz
einer globalen unteren Schranke fiir den kleinsten Innenwinkel aller Dreiecke.

Aufgabe 9.13. Sei T C R? ein offenes Dreieck mit Eckpunkten ¢y, t2, t3. Zeigen
Sie, dass jedes x € T eine eindeutige Darstellung der Form = = ait1 + asts + asts,
a1 +as+a3=1,a; >0,i=1,2,3, besitzt.
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Aufgabe 9.14. Sei T' C R? ein offenes Dreieck und F := {v: T — R : Ja,b,c €
R mitv(z) = a + bxy + cxe, x = (z1,22) € T'}. Zeigen Sie, dass dim E = 3.

Aufgabe 9.15. Sei A = (a; ;)i j=1,...m € RM=UXM=1 A1 > 9 eine Tridiagonal-
matrix mit Q5 = Z,i = ].,...,M — 1 und Aii4+1 = Q41,4 = —1, 1 < ) < M — 2.
Zeigen Sie, dass fir k=1,...,M — 1

Vi (3 (05) e (e (1) = (5)

Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von A sind.

Aufgabe 9.16 (Konvergenzrate der Galerkin-Approximation). Seien V, H reelle
Hilbert-Rdume mit V' <— H und seia : V x V — R bilinear, stetig und koerziv.
Wir setzen D(A) :={u €V :3f € Hmita(u,v) = (f,v)y furallev € V}. Zu0 <
h < 1seiV; C V ein endlich-dimensionaler Unterraum. Zu jedem u € D(A) gebe
es eine Konstante ¢, > 0 derart, dass disty (u, V) := inf{|lu — x|lv : x € V»} <
cu p(h) fur 0 < h < 1, wobei ¢ : (0,1] — (0, 00) eine Funktion mit limy, o p(h) =0
ist.

a) Man zeige, dass es eine Konstante ¢; > 0 gibt, so dass Folgendes gilt: Sei f €
H und seien v € V, u;, € V}, die Losungen des Problems a(u,v) = (f,v)u,
v € V und des approximativen Problems a(un, x) = (f, x)u, X € Vi. Dann
gibt es eine Konstante ¢; > 0 mit ||u — up|lv < e1 @(h) || fllg, 0 <h <1

b) Setze D(A*) := {w € V : 3¢ € H mit a(v,w) = (v,g)n furalle v € V}.
Es gebe auch zu jedem w € D(A*) eine Konstante ¢}, > 0 derart, dass
disty (w, Vi) < ¢, ¢(h), 0 < h < 1. Man zeige, dass es eine Konstante ¢, > 0
gibt derart, dass ||u — up||g < c29(h)? || flla, 0 < h < 1.

c) Sei H = Ly(£2), Q C R? ein Polygon. Sei (7;,)5>0 eine quasi-uniforme Fami-
lie von zuldssigen Triangulierungen und sei V}, durch (9.35) gegeben. Die
Form a sei so, dass D(A4) € H?(Q) und D(A*) C H?(2). Man zeige, dass
es eine Konstante c3 > 0 gibt derart, dass ||u — un || 1,) < 3 h? || fl|L.(),
0<h<l1.

Anleitung: a) Benutzen Sie das Céa-Lemma und das Prinzip der gleichméfsigen
Beschrénktheit [46, Theorem IV.2.1]. b) Wenden Sie wie im Beweis von Satz 9.32
a) auf das duale Problem an.



10 Maple® oder manchmal
hilft der Computer

Maple® ist ein von der Firma Maplesoft (auch in Kooperation mit Hochschu-
len und Forschungseinrichtungen) entwickeltes und vertriebenes Programm. Es
handelt sich um ein Computeralgebra-System, also ein Programm, das mathema-
tische Umformungen nach gegebenen Regeln exakt durchfiihrt, d.h. keine Run-
dungsfehler begeht, wie etwa bei numerischen Approximationsmethoden.

Neben vielen anderen Vorteilen bietet Maple® also insbesondere die Moglich-
keit, komplizierte Rechnungen vom Computer durchfiihren zu lassen, um so Ar-
beit zu sparen und Fehlerquellen zu minimieren. Natiirlich ist Maple® nicht das
einzige Produkt auf dem Markt der Computeralgebra-Systeme, z.B. bieten Mu-
PAD oder Mathematica dhnliche Funktionalitdten. Die nun folgenden Bemerkun-
gen zum Einsatz von Computeralgebra-Systemen sind hinsichtlich der Syntax
auf Maple® abgestimmt. Die Aussagen zur generellen Strategie sowie Vorteilen
und Grenzen gelten aber fiir alle derartigen Produkte.

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Techniken vorgestellt. Wir wol-
len und koénnen dabei nicht den Anspruch erheben, eine vollstindige Abhand-
lung tiber die Losung der vorgestellten partiellen Differenzialgleichungen mit
Maple® zu geben.

Ubersicht

101 Maple® . . . . 328
10.2 Aufgaben . . . . . ... 333
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10.1 Maple®

Wir verwenden speziell das Paket PDEtools, das urspriinglich u.a. von der Uni-
versity of Waterloo (Ontario, Canada), speziell Edgardo S. Cheb-Terrab, zusam-
men mit Waterloo Maple Inc. entwickelt wurde. Beginnend mit der Version R5 ist
PDEtools integraler Bestandteil von Maple®, so dass auch eine sehr gute Online-
Dokumentation zur Verfligung steht. Dies bedeutet aufSerdem, dass die Befehle
aus PDEtools direkt aufgerufen werden konnen, ohne eine Bibliothek explizit ein-
binden zu miissen.

Wir zeigen im Folgenden einige so genannte Maple®-Worksheets, die allesamt mit
Version 12 erstellt und getestet wurden. Die Programmanweisungen stehen je-
weils nach ,,>“. Die Ausgaben von Maple® erscheinen in normaler Schrift (nicht
Schreibmaschine) und sind auflerdem zentriert. Diese Ausgaben wurden mit dem
IATpX-Export-Befehl von Maple® erzeugt. Im Kopf der nachfolgend aufgefiihr-
ten jeweiligen Maple®-Anweisungen steht der Dateiname. Diese entsprechen-
den Maple®-Worksheets (daher die Endung ,,mw*) stehen auf der Internet-Seite
des Buches zur Verfiigung.

10.1.1 Elementare Beispiele
Wir beginnen mit zwei elementaren Beispielen, der linearen Transportgleichung

und der Wellengleichung. Fiir die lineare Transportgleichung betrachten wir zu-
nichst Worksheet 10.1.

File: LinTransport .mw

> restart:

> infolevel [pdsolve] :=5:

eq := diff(u(t,x),t)+cxdiff (u(t,x),x) = 0;
0 19}
eq = au(t,w)—l—c%u(t,w) =0

> pdsolve (eq) ;
Checking arguments ...
First set of solution methods (general or quase general solution)
Second set of solution methods (complete solutions)
Trying methods for first order PDEs
Second set of solution methods successful
u(t,x) = _F1 (x — ct)

Maple®-Worksheet 10.1: Lineare Transportgleichung.

Die verwendeten Befehle sind weitgehend selbsterklarend. Mit Hilfe des Befehls
diff konnen partielle Ableitungen erkldrt werden, so dass LinTransport die
homogene lineare Transportgleichung definiert. Mit Hilfe von pdsolve, einem
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Befehl aus PDEtools, wird diese partielle Differenzialgleichung (analytisch) ge-
1ost. Wir haben hier mit Hilfe von infolevel=5 eine erweiterte Ausgabe er-
zeugt. Wir sehen, dass intern verschiedene Losungsansétze (auch Heuristiken)
getestet werden. Wir erhalten natiirlich die gleiche allgemeine Losung wie in Bei-
spiel 2.2 mit ¢ = a. Frei wihlbare Losungskomponenten werden in Maple® stets
mit einem vorangestellten Unterstrich ,,_“gekennzeichnet, d.h., F1 ist die in Bei-
spiel 2.2 angegebene Anfangswertfunktion uy € C*(R).

Als zweites Beispiel betrachten wir in Worksheet 10.2 die Wellengleichung. Auch
hier sind die verwendeten Maple®-Befehle selbsterklarend. Wir erhalten die be-
reits bekannte allgemeine Losungsformel (3.3) von d’Alembert mit den beiden
frei wihlbaren Funktionen F1 und F2 (dort ¢ und ¢ genannt).

File: Wwellen.mw

restart:
eq:=diff (u(t,x),t,t) - diff(u(t,x),x,x)=0;
2 82
eq = ﬁu(t,x) — @u(t,x) =0
> pdsolve (eq) ;
u(t,x)=_FI1(x+t)+ _F2(z—1t)

Maple®-Worksheet 10.2: Wellengleichung.

Natiirlich kann Maple® solche allgemeinen Losungsformeln nicht ,,von alleine”
bestimmen. Maple® ist so programmiert, dass fiir eine gegebene Differenzial-
gleichung getestet wird, ob intern bekannte Losungsmethoden bzw. Heuristiken
verwendet werden kénnen. Kann eine Losung bestimmt werden, dann wird die-
se ausgegeben, ansonsten nicht. Maple® kann also genau das, was man ihm bei-
gebracht hat.

10.1.2 Ldésung mittels Fourier-Transformation

Wir betrachten das Anfangswertproblem der Warmeleitungsgleichung, vgl. Bei-
spiel 3.58. Wir wollen dieses Anfangswertproblem mit Hilfe der Fourier-Transfor-
mation 18sen. Dazu betrachten wir das Maple®-Worksheet heat -bsp-fourier
(Worksheet 10.3 auf Seite 331). Die Definition der Differenzialgleichung kennen
wir bereits, die Definition der Anfangsbedingungen ist weitgehend selbsterkla-
rend. Man beachte, dass zu diesem Zeitpunkt die Funktion f(x) noch nicht be-
kannt ist. Wir nehmen hier im Ort asymptotische Randbedingungen an, also ein
Abklingen der Losung fiir # — Z4oco. Danach (unter Punkt 1.) definieren wir
nun die Anfangsfunktion f(z) als charakteristische Funktion 1, ;) des Einheits-
intervalls. Um die in Maple® realisierten Integraltransformationen verwenden
zu konnen, miissen wir das entsprechende Paket zur Verfligung stellen.

Unter 2. driicken wir die Funktion f zunichst als Linearkombination der bekann-
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ten Heaviside-Funktion aus. Dies geschieht deswegen, weil Maple® die Fourier-
Transformation der Heaviside-Funktion kennt und daher eine solche Linearkom-
bination leicht verarbeiten kann. Dies zeigt, dass man manchmal kleine , Tricks”
anwenden muss, um Maple® ,auf die Spriinge” zu helfen.

In 3. transformieren wir die Differenzialgleichung mit Hilfe der Fourier-Transfor-
mation und 4. dient dazu, die entstehende gewohnliche Differenzialgleichung
bequem in Termen der unbekannten Funktion s(t) zu schreiben. Die gew6hnliche
Differenzialgleichung kann man mit Hilfe des Befehls dsolve lgsen (vgl. 5.) und
in diesem Fall erhélt man eine geschlossene Formel. In 6. wenden wir die inverse
Fourier-Transformation an. Danach driicken wir die Losung sol in Termen der
Funktion erf aus, wobei

2 xT
erf(zx) := 7= /0 e dt

die so genannte Fehlerfunktion (error function) ist, die verwandt, aber nicht iden-
tisch mit der Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Auch hier
zeigt sich wieder, dass man schon wissen muss, was man mit Maple® tut. Das
Integral in er £ hat keine geschlossene Darstellung, also kann Maple® unméglich
die Losung (als inverse Fourier-Transformation) durch eine einfache Formel aus-
driicken. Wenn man aber in etwa weifs, wie die Losung aussehen kénnte, dann
versucht man, sol als einen Ausdruck in den entsprechenden Funktionen aus-
zudriicken, was hier ja auch gelungen ist. Anschlieflend stellen wir die erhaltene
Losung graphisch dar, vgl. Abbildung 10.1 links. Zum Abschluss tiberpriifen wir
in 7. noch die Losung, indem wir sie in die Differenzialgleichung einsetzen und
hier tatsdchlich den Fehlerwert O erhalten.

o
o3

S
s
S

S
o
RS

e o o

Abbildung 10.1. Maple®-Lésung von u; = uaze mit uo = x[o,1) mit Hilfe der Fourier-
Transformation (links) und Maple®—L6sung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung
mit Hilfe der Laplace-Transformation (rechts).
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File: heat-bsp-fourier.mw

> restart;
eq:=diff (u(t,x),t)-a"2+diff (u(t,x),x,x)=0;
> ABen:=u(0,x)=£f(x);

i\

2

_ 0 2 _
eq == 6‘tu(t“*c) a5 u(t,z) =0
ABen := u(0,z) = f ()
— 1.
> a:=1;
> f:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0):
> 'f(x)'=f(x);

a =
0 x<0
{ 1 x<1
0 otherwise

> f:=unapply (convert (f (x) ,Heaviside) , x) ;
f = x> Heaviside (x) — Heaviside (—1 + x)

> assume (t>0) ;

> with(inttrans)

> fourier (eq,x,w) ;

w® fourier (u (t,z) ,z,w) + %foum’er (u(t,z),z,w) =0

—4.
> ode:=subs (fourier (u(t,x),x,w) (t),%);
— a2 —
i ode = w”s(t) e (t)=0

> dsolve ({ode, s (0)=fourier (f(x),x,w)},s(t));
. 2
7:(67“” _ 1) ef'w t

w

s(t) =

> gol:=invfourier (rhs (%) ,w,X) ;

sol := —1/2erf (1/2 —1\};1«> +1/2erf (1/2 %)

> plot3d(sol,x=-1..2,t=0..1,orientation=[50,40],
> numpoints=2000,axes=framed, color="gray") ;

pdetest (u(t,x)=s0l,eq) ;

Maple®-Worksheet 10.3: Fourier-Transformation fiir die Warmeleitungsglei-
chung.
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10.1.3 Laplace-Transformation

Als nichstes Beispiel betrachten wir das Anfangs-Randwertproblem (3.108) der
inhomogenen Wirmeleitungsgleichung auf dem Intervall [0,1], also

up — Uy = f(t,x):=—*+x)e ™, (t,2) e RT x (0,1),
U(va) = 1, S (051)7
u(t,0) = a(t) :=1 u(t,1) = b(t) ;== e, t>0,

vgl. Beispiel 3.64*. Die entsprechenden Anweisungen finden sich im Worksheet
10.4 (heat-bsp-laplace, Seite 334). Die Erkldarung der Differenzialgleichung
sowie der Rand- und Anfangsbedingungen ist nunmehr klar. Danach transfor-
mieren wir in 1. die Gleichung mittels der Laplace-Transformation und setzen
die Anfangsbedingungen ein. In 2. und 3. formulieren wir das Randwertproblem
der gewohnlichen Differenzialgleichung und 16sen dieses mit dsolve in 4. Nach
der Riicktransformation in 5. wollen wir die Losung mit Hilfe von trigonome-
trischen Funktionen darstellen und dies fiihrt tatsdchlich auf eine einfache Form
der Losung, die wir rechts in Abbildung 10.1 wiederum graphisch darstellen und
zur Uberpriifung schlieflich in 6. in die urspriingliche Gleichung einsetzen.

10.1.4 Es geht auch numerisch

Wie eingangs erwidhnt, wurden in Version 12 die numerischen Losungsmetho-
den in Maple® ausgebaut. Dies wollen wir kurz in Worksheet 10.5 anhand des
gleichen Beispiels wie eben demonstrieren. Der einzige Unterschied besteht bei
der Syntax in der zusétzlichen Option numeric in pdsolve. Es ist kein Unter-
schied zu der in Abbildung 10.1 (Lésung mit der Laplace-Transformation) rechts
dargestellten Funktion erkennbar.

Allerdings sind hier einige Warnungen angebracht. Sicherlich zeigt dieses Bei-
spiel, wie einfach man mit Hilfe von Maple® zu einer numerischen Losung ge-
langen kann. Allerdings wissen wir nicht, welches numerische Verfahren intern
verwendet wird. Wir hatten ja bereits gesehen, dass dies stark problemabhédngig
ist. Zweitens ist Maple® zumindest bislang dafiir bekannt, dass es beziiglich der
Rechenzeit nicht optimal effizient ist. Wenn es also auf moglichst kurze Rechen-
zeiten ankommt, raten wir eher zu einem numerischen Programmpaket.

10.1.5 Funktionsauswertung

Zum Abschluss kommen wir noch einmal auf die Losungsformel fiir die Black-
Scholes-Gleichung aus Abschnitt 3.5 zurtick. Wir hatten dort ja eine geschlosse-
ne Formel (allerdings in Termen der nicht direkt auswertbaren Verteilungsfunk-
tion A der Standard-Normalverteilung) fiir die Losung hergeleitet. Wir wollen
zeigen, wie man diese Formel mit Maple® auswerten kann, also quasi Maple®
als ,,hochwertigen, intelligenten Taschenrechner” verwenden. Dazu haben wir in
Worksheet 10.6 zwei Prozeduren geschrieben, wir haben also Maple® wie eine
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Programmiersprache verwendet. Die erste Prozedur wertet die Funktion N aus.
Da dies aufgrund des Integrals nur nidherungsweise geht, versteckt sich hinter
dem Aufruf statevalf mit den Parametern cdf (cummulative density functi-
on, Verteilungsfunktion) und normald (normal distribution, Normalverteilung)
ein numerisches Quadratur-Verfahren.

Die Prozedur BlackScholesCall realisiert die in Satz 3.46 entwickelte und be-
wiesene Losungsformel. Fiir die angegebenen Parameter fiir r, o, S, T und K
rechnet der Funktionsaufruf also den Wert der Option aus. Genau in dieser Art
wurde und wird die Bewertungsformel in Banken verwendet. Hier ist jedoch die
gleiche Warnung wie oben angebracht. Wenn man diese Formel oft anwenden
muss (z.B. im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen), dann ist Maple® im Ver-
gleich zu anderen Realisierungen (z.B. in einer hoheren Programmiersprache)
weniger effizient. Dafiir zeigt dieses Beispiel wieder, wie einfach man Maple®
bedienen kann.

10.2 Aufgaben

Aufgabe 10.1. Schreiben Sie Maple®-Skripte zur Bestimmung der Losungen der
in Tabelle 2.1 aufgefiihrten partiellen Differenzialgleichungen. Wahlen Sie dabei
Anfangs- bzw. Randbedingungen so, dass die Bestimmung einer Losungsformel
mit Maple® moglich ist.

Aufgabe 10.2. Schreiben Sie Programme zur Losung der inhomogenen Wéarme-
leitungsgleichung mittels Finiter Differenzen und Finiter Elemente. Vergleichen
Sie die Laufzeiten mit denen von Worksheet 10.5.
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File: heat-bsp-laplace.mw

> restart;

> f := (t,x) -> (-1)*(t"2+x)*exp (-t*x) ;

> eq:=diff(u(t,x),t)-diff(u(t,x),x,x)=£(t,x);
> @ g= L=zl

> b := t->exp(-t);

> ABen:=u(0,x)=1;

> RBen:=u(t,0)=a(t), u(t,1)=b(t);

f=(tz)— - +z)e ™

8 82 2 —tx
eq = au(t,x) - @u(t,x) =—(t"+z)e
a:=t—1
b:=t—e "

ABen = u(0,z) =1
RBen := u(t,0) =1, u(t,1) ="

> with(inttrans) :

> laplace(eq, t,s):
> subs (ABen, %) ;
2

1o} -3 x
lapl t t,s) —1— — =-2 -
slaplace (u (t,z) ,t, s) 522 laplace (u (t,x) ,t,s) (s+z) e

— 2.
> ode:=subs (laplace(u(t,x),t,s)=U(x),%);
2
ode := sU(x)—l—%U(m):fZ (s+x)73fsi$
— 3.
> RB1 := U(0) = laplace(a(t),t,s): subs(RBen, %);
> RB2 := U(1l) = laplace(b(t),t,s): subs(RBen, %);
U@ =s"
U)=Q1+s)""
—4.
dsolve ({ode, RB1, RB2},U(x));
Uz)=(s+z)""
— 5.
> invlaplace(rhs(%),s,t):
> sol:=collect (map(simplify,expand(%)),trig) ;

=il
sol = (e'”)

> plot3d(sol,x=0..1,t=0..1,orientation=[50,40],

> numpoints=2000,axes=framed, color="gray") ;

pdetest (u(t,x)=sol,eq) ;

Maple®-Worksheet 10.4: Laplace-Transformation zur Lésung der inhomogenen
Warmeleitungsgleichung.
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File: HeatNumerisch.mw

> restart:
> f = (t,x) -> (-1)*(t"2+x) *exp (-t*x) ;
f=(tz)— — (t2 +z)e
> eq := diff(u(t,x),t) - diff(u(t,x),x,x) = £(t,x);
d 9 —tz
eq == &u(t,x) — @u(t,x) = (t2 +z)e"
> cond := u(0,x)=1, u(t,0)=1, u(t,1l)=exp(-t);
cond == u(0,z) =1, u(t0) =1, u(tl) =e '
infolevel ['pdsolve/numeric’] :=3:
Sol := pdsolve (eq, {cond},numeric) ;
Sol := module () export plot, plot3d, animate, value, settings; ... endmodule
> Sol:-plot3d(t=0..1,x=0..1.0,0orientation=[50,40],
> numpoints=2000, axes=box,axes=framed, color="gray") ;

Maple®-Worksheet 10.5: Numerische Losung der inhomogenen Warmeleitungs-

gleichung.

File: BlackScholes.mw

Y

restart:
with(Statistics) :

Vv

# Dichte der Standard-Normalverteilung
N := proc(d)

CDF (Normal (0,1) ,d) ;

end proc:

V V V V

# Bewertungsformel fuer europaeischen Call
BlackScholesCall:=proc(S,K, T, r,sigma)

local di,d2;

dl:=(1n(S/K) + (r+sigma”®2/2) +T) / (sigmaxsqgrt (T)) ;
d2:=dl-sigmaxsqgrt (T) ;

S*N (d1l) -Kxexp (-r*T) *xN (d2) ;

end proc:

VVVVVYVYV

r := 0.05:
sigma := 0.5:

: 100.0:
1.0:
100.0:

BlackScholesCall (S,K,T, r,sigma) ;
21 79260422

V VVVVYV
~ H
nwonn

Maple®-Worksheet 10.6: Auswertung der Losung der Black-Scholes-Gleichung.



Anhang

In diesem Anhang stellen wir einige Grundlagen aus der Funktionalanalysis und der In-
tegrationstheorie zusammen, die in dem Buch verwendet werden.

A.1 Banach-Raume und lineare Operatoren

Sei F ein Vektorraum tiber K = R oder C. Meistens betrachten wir reelle Vektorrdume,
aber z.B. fiir die Fourier-Transformation in Kapitel 6 benotigen wir K = C. Sei || - || : E —
[0, 00) eine Norm auf E; d.h., es gilt

(ND) ||fIl =0 < f=0furalle f € E;

N2) [[Af = IALIFI A €K, f e E;

(N3) IIf + gl < £+ llgll, f, 9 € E.
Wir sagen, dass (E, || -||) (oder kurz E) ein normierter Vektorraum ist. Manchmal bezeichnen
wir die Norm mit || - || statt || - || (z.B. wenn verschiedene Normen vorkommen). Sind
Jn, [ € E, so sagen wir, dass (fn)nen gegen f konvergiert (und schreiben lim, .o frn =
f oder f, — f), falls lim, .o || fn — f|| = 0. Eine Folge (fn)ncoo hat hochstens einen
Grenzwert. Jede konvergente Folge (fn)neoo ist eine Cauchy-Folge (d.h., zu jedem ¢ > 0
gibt es ng € N, so dass ||fn, — fm| < e fur alle n,m > ng). Gibt es umgekehrt zu jeder
Cauchy-Folge (fn)nes €in f € E, so dass lim,—c fn = f, so heiflit E vollstindig. Ein
Banach-Raum ist ein vollstandiger normierter Raum. Seien E, F' normierte Rdume, T : £ —
F linear. Dann heifit T stetig, falls aus lim, . fn = fin E stets limp, o T'fr = fin F
folgt. Wegen der Linearitdt von 7" lasst sich die Stetigkeit folgendermafSen charakterisieren:

Satz A.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist stetig;
(ii) es gibt ¢ > 0 derart, dass || T f|| < c||f|| fiir alle f € E;
(iii) | T|| := supy < [T f]| < oo.
Ist T stetig, so gilt || T f|| < [|IT|| || fI|, f € E.
Beweis: (i) = (iii): Ist || T']| = oo, so gibtes fn, € Emit ||fa|| < 1, aber ||T fn| > n. Wahle

Gn = lefn Dann ist limy—o0 gn = 0, aber Tg, = %Tfn und somit ||T'g.|| > 1. Also
konvergiert T'g,, nicht gegen 0 = 7°0. Somit ist T" nicht stetig in 0.

(iii) = (ii): Seig € E, g # 0. Setze f := ||| 'g. Dann st || f|| = 1. Somit ist ||g|| ™! || T'g|| =
ITfIl < ||IT||. Wir haben gezeigt, dass (ii) fiir ¢ := ||T'|| giltig ist, und damit folgt auch
TSI <ITH NI, f € E aus (iii).

(i) = (i): Sei limp—oo fn = f. Da |[Tfn = Tf|| = [T(fn — f)Il < cllf — full, folgt, dass
limy oo |Tfn — TF|| =0, d.h. limp oo Tfn = TF. O

Eine Teilmenge M C FE heif3t beschriinkt, wenn es ¢ > 0 gibt derart, dass ||z|| < c fir alle
x € M. Die Bedingung (iii) besagt, dass das Bild der Einheitskugel {x € E : |[z|| < 1}
unter 7" in F beschrankt ist. Deswegen nennt man eine stetige lineare Abbildung oft auch
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einen beschriinkten Operator. Man nennt den Ausdruck ||T|| die Operatornorm von T'. Wir
betrachten den Spezialfall F' = K. Eine lineare Abbildung ¢ : E — K heift eine Linearform
(oder ein Funktional). Ist sie stetig, so ist also

lell == sup |o(f)]
Iri<1

die Norm von . Es gilt |¢(f)| < |l¢|l |f]l, f € E. Ein Unterraum D C E hei8t dicht, falls

zu jedem f € E eine Folge (fn)nen C D existiert mit lim, . fn = f. Ist der Bildraum

vollstandig, so kann man dicht definierte beschrankte Operatoren stetig fortsetzen.

Satz A.2 (Stetige Fortsetzung). Sei F' ein Banach-Raum, E ein normierter Raum und D ein
dichter Unterraum von E. Ist To : D — F ein beschrinkter linearer Operator, so hat T eine
eindeutige stetige Forsetzung T : E — F'. Sie ist linear und ||T|| = ||To||.

Beweis: Sei f € E. Dann gibtes f, € D, so dass lim, e fn = f. Da ||[Tofn — Tofm]| <
ITol| [|fn — fmll, ist (Tofn)nen eine Cauchy-Folge. Man definiert T'f := limy,—co 10 fn
und zeigt leicht, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Folge ist. Man sieht
leicht, dass T linear ist. Ferner gilt mit der obigen Bezeichnung ||7f|| = limp—oc ||T0fn| <
limsup,, o [|To]] | f=ll = |To|l || f||. Damit ist || T']| < ||Zo]]. Da T eine Fortsetzung von To
ist, gilt umgekehrt || To|| > ||T°]. O

Der folgende Satz liefert uns ein effizientes und einfaches Kriterium, um die Stetigkeit
einer linearen Abbildung nachzuweisen. Eine wesentliche Voraussetzung ist die Vollstan-
digkeit der zu Grunde liegenden Rdume. Wir verweisen auf [46, IV.4] fiir den Beweis.

Satz A.3 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E,F' Banach-Raume und T' : E — F
sei linear. Es gelte Folgendes:

Aus xn, — x,und Tx, — y folgt Tx =1y.
Dann ist T stetig. O

Dieser Satz vereinfacht uns den Nachweis der Stetigkeit ungemein. Angenommen, es ist
lim, . x» = z, so bedeutet die Stetigkeit von 7" zwei Dinge:

a) ¥ := limy oo Ty existiert und b)y =Txz.

Der Satz vom abgeschlossenen Graphen erlaubt es uns, den Nachweis von a) wegzulassen
oder, genauer, die Konvergenz in a) vorauszusetzen. Ubrig bleibt nur, den Nachweis der
Identitdt in b) zu fithren. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt unmittelbar
der Satz von der stetigen Inversen.

Satz A.4 (Satz von der stetigen Inversen). Seien E, F' Banach-Riume und sei T : E — F
stetig, linear und bijektiv. Dann ist T~" linear und stetig.

Beweis: Die Linearitét ist leicht einzusehen. Zum Nachweis der Stetigkeit benutzen wir
den Satz vom abgeschlossenen Graphen. Seien g., g € F,sodass g, — gund T~ 'g,, — f.
Da T stetig ist, folgt g, = TT g, — Tf. Alsoist Tf = g und folglich f = T™'g, was zu
zeigen ist. O

Der Satz von der stetigen Inversen ist von Bedeutung fiir die Lésung von Gleichungen. Sei
namlich T' : E — F stetig und linear. Zu sagen, dass T bijektiv ist, heif$t, dass zu jedem
f € F genau ein u € FE existiert, so dass Tu = f. Der Satz von der stetigen Inversen
sagt uns, dass in diesem Fall die Losung v automatisch stetig vom gegebenen Datum f
abhangt.
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A.2 Der Raum C(K)

Sei K C R? eine kompakte Menge. Dann ist C(K) := {f : K — R : f stetig} ein reeller
Banach-Raum bzgl. punktweise definierter Addition (f+g)(z) := f(z)+g(z),z € K,und
Skalarmultiplikation (Af)(z) := Af(z), * € K, sowie der Supremumsnorm || f|lc(x) =
sup,ex |f(z)|, f,.g € C(K), X € R. Wir verweisen auf [46, 1.1] fiir den Nachweis der
Vollstandigkeit. Wir wollen zwei bemerkenswerte Sétze tiber C'(K') besprechen. Der erste
gibt eine Bedingung fiir die Dichtheit von Teilrdumen, der zweite eine fiir die Kompaktheit
von Teilmengen von C(K). Sind f, g € C(K), so ist auch das Produkt f - g € C(K), wobei
(f-9)(x) = f(z)-g(x), x € K. Der folgende Satz gibt ein niitzliches Kriterium fiir
die Dichtheit einer Unteralgebra von C'(K). Er stammt von Marshall Harvey Stone (1903-
1989), siehe [46, VIIL.4] fiir den Beweis.

Satz A.5 (Stone-WeierstraB). Sei K ¢ R? kompakt und sei F' ein Unterraum von C(K) mit
folgenden drei Eigenschaften:

(a) f,ge F=f-geF;
(b) alle konstanten Funktionen sind in F';

(c) zux,y € K mit x # ygibtes f € F,sodass f(x) # g(x).
Dann ist F dicht in C(K); d.h., zu jedem f € C(K) gibt es eine Folge (fn)nen in F derart, dass
limp—oo fr = fin C(K). |

Ein Unterraum mit (a) heifSt eine Unteralgebra von C'(K'). Man sagt, dass F die Punkte von
K trennt, falls (c) gilt. Ein unmittelbares Korollar ist der Satz von Weierstraf (1815-1897),
der besagt, dass man jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichmaBig
durch Polynome approximieren kann.

Der zweite Satz, den wir anstreben, hat seine Motivation im Malheur der unendlich-di-
mensionalen normierten Rdume: In solch einem Raum findet man immer eine beschrankte
Folge ohne konvergente Teilfolge. Man nennt eine Menge L in einem normierten Raum
relativ komplex, wenn jede Folge in L eine konvergente Teilfolge hat. Sie heifst kompakt,
wenn sie zusitzlich abgeschlossen ist. Relativ kompakte Mengen sind immer beschrankt,
aber Beschrénktheit allein reicht nicht aus. In einem Raum £ = C(K) kann man genau
ausmachen, was zusatzlich zur Beschranktheit fehlt: Es ist die Gleichstetigkeit. Eine Menge
L C C(K) heif3t gleichstetig, wenn Folgendes gilt: Sei zo € K und sei ¢ > 0. Dann gibt es
d > 0 derart, dass fiir x € K mit |z — 20| < 0 gilt: |f(z) — f(zo)| < e fur alle f € L.
Genauer gilt folgender Satz [46, I1.2]:

Satz A.6 (Arzela-Ascoli). Eine Teilmenge L von C(K) ist genau dann relativ kompakt, wenn sie
beschrinkt und gleichstetig ist.

Beispiel A.7. Sei L := {f € Cla,b] : ||fllcx) < & llf e < ¢}, wobei e > 0. Dann ist L
relativ kompakt.

Beweis: Offensichtlich ist L beschrankt. Ferner gilt fiir zo € [a,b], f € L, | f(z) — f(z0)| =
| fo I/ (y) dy| < c|z — wo|. Daraus ergibt sich die Gleichstetigkeit. |

A.3 Integration
Wir setzen das Lebesgue-Integral voraus und verweisen auf die kompakte Einfithrung

von Bartle [10] oder das Buch von Elsrodt [24]. Hier wollen wir lediglich die Konvergenz-
sitze sowie die ,,Zwiebelintegration” zur Verfiigung stellen. Wir betrachten eine offene



340 Anhang

Menge Q C R%. Ist f : @ — [0, o] messbar, so bezeichnen wir mit [, fdz € [0, cc] das
Lebesgue-Integral. Ist [, f dz < oo, so ist f(z) < oo fiir fast alle z € Q und wir sagen,
dass f integrierbar ist. Der Satz tiber die monotone Konvergenz von Beppo Levi lautet fol-
gendermaflen:

Satz A.8 (Beppo Levi). Seien f,, : Q2 — [0, o] messbat, so dass frn < fnt1, n € N. Dann deﬁ
niert f(z) := sup,, ¢y fn(z) eine messbare Funktion und es ist [, f(x)dx = sup, oy [, fn(z
Gibt es ¢ > 0, so dass [, fn dx < cfiirallen € N, so folgt, dass f mtegrzerbar ist.

Man kann also den Limes und das Integral vertauschen. Sind die Funktionen nicht positiv,
so bleibt diese Aussage richtig, falls es eine Majorante gibt. Das ist die Aussage des Sat-
zes {iber die majorisierte Konvergenz, der von Lebesgue aus dem Jahr 1910 stammt. Wir
wollen ihn gleich fiir p-integrierbare Funktionen formulieren. Sei 1 < p < oco. Dann setze
Lp(Q) := {f : Q@ —R: f istmessbar, [, |f|” dz < oo}.Identifizieren wir zwei Funktio-
nen in L, (), wenn sie fast iiberall iibereinstimmen, so definiert || f||, := ([, |f]” dz) »
eine Norm auf L,(2), bzgl. der L,(2) ein Banach-Raum ist. Von Bedeutung ist fiir uns
vor allem der Fall p = 2. Der Raum L3 (£2) ist ein Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes
(f.9) = [o f( z) dz, das die Norm || f||z, = /(f, f) induziert. Nun kénnen wir den
Satz von Lebesgue formuheren

Satz A.9 (Lebesgue). Scien fn, f,g € L, () derart, dass | fn(x)| < g(x) fiir fast alle = € Q
und fiir alle n € N. Gilt f(z) = limn—oo fn(z) fiir fast alle x € Q, so ist limy—oo frn =
fin Ly(Q),d.h., esist limy oo || fn — fllL, = 0. O
Es gilt auch die Umkehrung des Satzes von Lebesgue, wenn wir erlauben, zu Teilfolgen
iiberzugehen.

Satz A.10 (Umkehrung des Satzes von Lebesgue). Seien fn, f € L,(Q) derart, dass f =
limp oo frn in Ly(2). Dann gibt es g € L, (Y) und eine Teilfolge ( fn, )ken, so dass

@) | fn,, (2)] < g(2) fast iiberall fiir alle k € N und

(b) limy—. o0 fr,, (z) = f(x) fast iiberall. O
Ist |Q] < o0, soist Loo(2) C L2(Q) C Li1(2), wobei L (2) den Raum der beschrankten
messbaren Funktionen bezeichnet. Ein Quader im R? ist eine Menge der Form [a1,b1) x

X [ad, ba). Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von Quadern nennt
man Treppenfunktionen.

Satz A.11. [38, Sec. 1.17] Der Raum der Treppenfunktionen ist dicht in L,(Q2),1 <p < oco. O
Man definiert L,(2,C) := {f : @ — C: Re f, Imf € L,(Q}. Damit ist L,(£;C) ein
Banach-Raum bzgl. der Norm || f||z,, 1 < p < oco.Ist f € L1(; C), so setzt man [, f dz =
JoRe fdx+ i [,Im fdz. Der Raum LQ(Q C) ist ein komplexer Hilbert-Raum bzgl. des
Skalarproduktes (f,g)r, = [, f( x) dz. Schliefllich wollen wir noch eine Integrati-
onsregel besprechen, d1e dem Satz von Fublm Tonelli iiber die Anderung der Integrati-
onsreihenfolge dhnelt. Allerdings betrachten wir hier Polarkoordinaten. Mit o bezeichnen
wir das Oberflichenmaf auf der Sphire S4~! = {x € R* : |z| = 1}, vgl. Abschnitt 7.1, 7.2.

Satz A.12 (Zwiebelintegration). Sei0 < Ry < Rz < 00, Q= {x € R?: Ry < |z < Ra}.
a) Sez [+ Q — [0,00] messbar oder f : Q — R integrierbar. Dann ist [, f(z)dx =

R1 fsd,lf rz)do(z) ¢t dr.

b) Sei insbesondere f : Q1 — R eine stetige radiale Funktion, d.h., es ist f(x) = f(|x|) fiir
alle x € Q. Dann ist f integrierbar genau dann, wenn flff If(r)|rt~dr < oco. In dem

Fall st [, J() de = o(5*7") [ f(r)yr* = dr.
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