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Zum Umfeld dieses Buches

Dem aufmerksanen Leser wird nicht entgangen sein, da die Titelblétter den Zusatz
»~Band III* tragen. Dementsprechend beginnt das Inhaltsverzeichnis dieses Werkes mit
Kapitel 14. Dieser Band ist also Teil eines groBeren Gesamtwerkes und hebt sich den-
noch hinsichtlich Ausstattung und primirer Zielgruppe von den bisherigen Bianden des
dreibéndigen Werkes ,,Die Methode der finiten Elemente** ab.

Bei der Herausgabe des letztgenannten Werkes war von vornherein auch die Edition
einer Studienausgabe geplant. Aus der Erstausgabe war dann der Band III ,Einfiihrung
in die Dynamik* als erster vergriffen. Diese Gelegenheit wurde genutzt, um auf der
einen Seite die Kontinuitit herzustellen und auf der anderen den Anfang fiir die Reali-
sierung des alten Planes zu wagen.

Vieles von dem, was in dieser Neuausgabe diskutiert wird, ist von dem Stoff der Bénde I
und II unabhingig. Es gibt aber gemeinsame Wurzeln der Statik und Dynamik und
dieses Wissen, das in den Binden I und II ausfiihrlich besprochen wird, wird in der
vorliegenden Studienausgabe als bekannt vorausgesetzt.
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Prolog

Wir haben in den ersten beiden Binden des Werkes ‘Die Methode der finiten Elemente’,
deren iiberarbeitetete Neufassung als Studienbiicher in Vorbereitung ist, den Versuch
unternommen, die Statik der elementaren Strukturmechanik, so wie sie sich in der mo-
dernen computerorientierten, diskretisierten Form prasentiert, den Studenten der Inge-
nieurwissenschaften und den interessierten Praktikern systematisch darzulegen. Wie wir
schon in Band I dieses Werkes vorgetragen haben, war eine luftfahrtspezifische Ausrich-
tungder Theorie aus vielen Griinden unvermeidbar. Die hochsten Forderungen an eine
rationale Strukturmechanik waren - und sind immer noch - durch die scharfen Sicher-
heitsbestimmungen und die damit zusammenhingende notwendige Prizision der Be-
rechnungen in der Luft- und Raumfahrt gegeben. Der Hintergrund beider Autoren er-
klart das weitere. Tatsache ist, daf3 iiber viele Jahre der Luft- und Raumfahrtspezialist
intellektuell intensiver als der in anderen konstruktiven Bereichen titige Ingenieur ge-
fordert war. Dies fithrte zu einer ganz spezifischen philosophischen Ausrichtung eines
Mechanikers in der Luftfahrttechnik. Aus dieser Einstellung heraus ist er aber in der
Lage, auch mechanische Probleme der anderen Ingenieurwissenschaften zu begreifen
und zu 16sen. Das Umgekehrte aber gilt, wie von Karman wiederholt feststellte, nicht
unbedingt. Dies bedeutet selbstverstindlich nicht, daf man notwendigerweise Luft- und
Raumfahrt studiert haben muf3, um auf diesem Gebiet zu brillieren. Einen alternativen
Hintergrund bietet z.B. das Studium der technischen Physik oder der engineering scien-
ces, wie sie in den angelsédchsischen Lindern gelehrt werden. Wichtig ist nur ein schar-
fer analytischer sowie schopferischer Verstand und eine ausgesprochene Fiahigkeit zum
Umdenken, die uns allen in jungen Jahren eigen ist. Dieser Drang nach Allgemeinheit,
der fiir die Luft- und Raumfahrer innerhalb der Domine des konstruktiven Ingenieur-
baus charakteristisch ist, pragt auch die Darstellung dieses Buches. Generalist kann im
allgemeinen nur ein Luft- und Raumfahrer, der die physikalischen Grundlagen be-
herrscht, sein. Generalist zu sein ist aber notwendig, damit die Flut der auf dem Compu-
ter heute gelosten und l6sbaren Probleme in einem fiir unsere Denkprozesse notwendi-
gen 6konomischen Rahmen eingeordnet werden kann. Dies wiederum erlaubt es, weitere
Ausfliige in unerforschte Gebiete zu unternehmen.
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Dieses Buch soll selbstverstindlich auch Bau- und Maschinenbauingenieuren dienen. Das
Vorwirtsstrebende der Luft- und Raumfahrt spiegelt sich aber unweigerlich in dem
breiten Horizont der Darstellung und insbesondere durch die Aufnahme zweier Kapitel
iiber Chaos und Aeroelastizitit wieder. Uber diese werden wir in diesem Vorwort noch
ausfiihrlich berichten.

Unser Ziel in diesem Band ist, aus einer modernen Ingenieurphilosophie heraus eine
systematische Darstellung der Analyse dynamischer Vorginge von komplexen Tragwerken
auf Grund unserer computerorientierten Forschung und Erfahrung in der Losung von
Ingenieur-Problemen zu geben. Wir beschrinken uns aber nicht auf Tragwerke, sondern
greifen auch gelegentlich zu den Bewegungsvorgingen von Sternen und Satelliten, wenn
wir die Anwendungsmoglichkeiten der direkten numerischen Integration nach dem
Verfahren der Zeitdiskretisierung darlegen. Hier bewahrheitet sich wieder, wie wir schon
im ersten Band ausgefiihrt haben, da® der Siegeszug des Computers uns, parallel zum
Erfolg einer computerausgerichteten Numerik, gezwungen hat, nicht nur das fundamen-
tale Wissen profunder zu beherrschen, sondern auch die theoretischen Grundlagen
computergerecht zu formulieren und sie damit neuen Anwendungen zuzufiihren. Diese
Revolution hat auch die Dynamik erfafdt, und iiber diese wollen wir hier zur Belehrung
der vielen begabten Studenten und zugunsten einer Wissensverbreiterung der Praktiker
berichten. Es ist unser Anliegen, die theoretischen und algorithmischen Werkzeuge zu
entwickeln und dem Ingenieur in praxisgerechter Form zu iibergeben, damit eine Kata-
strophe wie Chernobyl in Zukunft verhiitet wird und nach menschlichem Ermessen die
Sicherheit von Atomkraftwerken auch in bedrohlichen Ausnahmesituationen (wie Rohr-
bruch, Kithlmittelverlust, falsche menschliche Eingriffe, Flugzeugabstiirze und Erdbeben)
so weit gewihrleistet wird, da} ein Versagen nicht zu einer ernsthaften Gefihrdung der
Umwelt fiihrt. Diese und dhnliche Fragen bedeuten fiir den schopferisch titigen Ingenieur
bei der Beurteilung der Sicherheit von Briicken, Hochhédusern, Fahrzeugen sowie Luft- und
Raumfahrtvehikeln eine gewaltige geistige Herausforderung.

Parallel zu diesen Herausforderungen hat aber der mathematische Ausbau und physikali-
sche Fortschritt einer computergerechten Dynamik eindrucksvolle Fortschritte erzielt.
Gerade dieser Bereich der Mechanik ist, insbesondere in der wichtigen nichtlinearen
Sphire, durch den entscheidensten technischen Fortschritt dieses Jahrhunderts, den
elektronischen Computer, entscheidend umgeformt, verallgemeinert und neu geprigt
worden. Die faszinierende Geschwindigkeit, mit der die erste in Europa installierte
Cray 2 komplizierte Rechenprozesse meistert, ermoglicht erst die Bewiltigung schwieriger
nichtlinearer Probleme mit vielen Freiheitsgraden, an die noch vor wenigen Jahren niemand
zu denken wagte. Zur Beruhigung des schopferischen Nachwuchses sei aber folgendes
festgestellt. Eines vermag der Computer (noch) nicht: Er ist weder in der Lage, neue
Theorien und Algorithmen zu entwickeln, noch den Sinn und die absolute Richtigkeit
der Ergebnisse kritisch zu beurteilen. Als Verstirker und Anreger unserer Intelligenz
ist er aber schon seit mehr als 30 Jahren erfolgreich im Einsatz und weiterhin im Vor-
marsch.

Der Computer verlangt aber noch immer fiir seine Arbeit geeignete und kompakte An-
weisungen. Gerade diese Notwendigkeit zum Design geeigneter Computerprogramme
erzwingt eine Umschichtung unserer Denkprozesse in Richtung der theoretischen und
physikalischen Grundlagen hin. Als besonders computergerechte Formulierung hat sich
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der konsequente Ausbau der Matrizentheorie schon lange in der Dynamik, insbesondere
im Luftfahrtbereich, etabliert. Zugleich ist aber eine Analyse komplexer Tragwerke und
anderer Systeme in Matrizenformulierung wiederum ohne die geistige Revolution durch
die Methode der Finiten Elemente undenkbar. Obwohl diese Methodik, die ein geistiges
Kind der Erfindung des Computers ist, in diesem Band nur einen bescheidenen Raum
einnimmt, muf} doch festgestellt werden, dafl die hier gebotene umfangreiche Algorithmen-
entwicklung in Matrizendarstellung ohne diese Basis weitgehend ihre Berechtigung verlieren
wiirde.

Das Feld der Dynamik ist eines der interessantesten Arbeitsgebiete des Ingenieurs, des
angewandten Mathematikers und des technischen Physikers. Es erschlieft ihnen den
Umgang mit und die praktische Realisierbarkeit von modernen Theorien der Kontinua.
Aber aus der Wandlung unseres Arbeitsgebietes durch diesen alles beherrschenden Umstel-
lungsprozef sind unmittelbar Konsequenzen zu ziehen, die auch einen Abschied von der
traditionellen, sich immer mehr aufsplitternden Lehre an den meisten technischen Uni-
versititen bedeuten. Wichtig ist in erster Linie die Riickbesinnung auf die Grundlagen,
die gerade durch die Entwicklung neuer Computermodelle immer mehr an Bedeutung
gewinnt. Ein moglichst profundes Verstindnis physikalisch-technischer Grundlagen
und deren computergerechte Neuformulierung bilden eine unabdingbare Voraussetzung
fir die Losung komplexer Probleme. Es ist unsere Aufgabe, dem Studenten und dem
Praktiker die Arbeit zu erleichtern, wenn nicht erst zu ermoglichen, und getrennte sowie
scheinbar unzusammenhingende und immer umfangreicher werdende Eintragungen im
,,Lexikon der Technik* radikal zusammenzufassen. Die Vielzahl spezieller Wissensgebiete,
die wiederum oft rasch an Bedeutung verlieren, muf} an den Universititen (selbstverstind-
lich nicht an den Fachhochschulen) durch umfassende Modelle des Wissens in ihrer vollen
Allgemeinheit dem enthusiastischen Studenten vermittelt werden, zum Wohle des techno-
logischen Fortschritts.

Wir hoffen, dal der dritte Band dieser Zielsetzung gerecht wird. Er richtet sich an auf-
geschlossene Studenten und Praktiker, die an einem breiten Wissensgebiet interessiert
sind. Er setzt nur Kenntnisse der Mechanik und Mathematik voraus, wie sie an englischen
und deutschen Universititen als Voraussetzung eines erfolgreichen Studiums schon seit
vielen Jahren gelten oder gelten sollten. Insofern bietet das Buch dem reiferen und
erfolgreichen Studenten auch die Mdoglichkeit des Einstiegs in neuere Entwicklungen
der Mechanik.

Kein Lehrbuch kann ein vollstindiges Bild eines Wissenszweiges wiedergeben, und das
vorliegende Werk bildet keine Ausnahme. So konnten aus Zeitgriinden einige moderne
Aspekte der Dynamik nicht aufgenommen werden. Wir kénnen nur hoffen, sie in einer
zukiinftigen Ausgabe beriicksichtigen zu konnen. Besonders bedauernswert ist, dafl
die sogenannte modale Synthese-Technik, die eine grofe Bedeutung erlangt hat, nicht
diskutiert werden konnte. Diese Methode, die, grob gesagt, ein dynamisches Analogon
zur statischen Substruktur-Technik bildet, beruht essentiell auf der Verwendung der
Eigenschwingungscharakteristiken von Substrukturen, in Verbindung mit geeigneten
Verkniipfungspunkten, zur Ermittlung des dynamischen Verhaltens der Gesamtstruktur.
Selbstverstindlich betrifft dies in erster Linie lineare Systeme. Dabei kommen auch
Begriffe wie effektive Massen und Steifigkeiten zur Anwendung, die ein Kriterium dafiir
bieten, ob geniigend Eigenvektoren der Substrukturen fiir die Analyse der Gesamtstruktur
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zur Verfiigung stehen. Ebenso ist der punktuelle Modell-Abgleich mit experimentell
ermittelten Struktureigenschaften ein wichtiger Schritt in der praktischen Anwendung
von theoretischen Strukturanalysen (Parameter- oder Systemidentifikation, Sensiti-
vititsanalyse), zur Absicherung von weiterreichenden Voraussagen iiber dynamische
Systemeigenheiten. Weiterhin ist das weite Feld der Wechselwirkungen von fliissigen bzw.
gasformigen Medien mit Strukturen, wie dies zum Beispiel bei Raketenantrieben der Fall
ist, von grofter Bedeutung. Ein Teilgebiet dieser extensiven Phdnomene bildet letzten
Endes die Aeroelastik, die von der strukturdynamischen Seite her im letzten Kapitel
eingehend besprochen wird. Interessant ist in diesem Zusammenhang auch die Kopplung
zwischen akustischen Einflissen und der Fahrzeugdynamik bzw. der Zelle eines Flug-
korpers. Eine weitere sehr wichtige Prozedur ist durch die sogenannte Spektralantwort-
Methode, die insbesondere bei der Erdbeben-Response zur Anwendung kommt, gegeben.
Alle diese Aspekte miissen in unserem beschrinkten Lehrbuch leider unberiicksichtigt
bleiben, und wir kdnnen uns bei unseren Lesern fiir diese lacunae nur entschuldigen.

In den folgenden 13 Kapiteln wird eine Vielzahl moderner theoretischer Betrachtungen
und Rechenverfahren dargelegt, die vielleicht neue Bediirfnisse der Praxis befriedigen
konnen. Die folgende Besprechung des Inhalts spiegelt unter anderem Teile der insge-
samt 35-jahrigen Forschung am Imperial College London bis zum Jahre 1978, dem
Institut fiir Statik und Dynamik der Luft- und Raumfahrtkonstruktionen der Universitit
Stuttgart bis zum Jahre 1984 und dem Institut fiir Computeranwendungen der Univer-
sitdt Stuttgart bis zum Jahre 1994 wieder.

Exposition

Insbesondere als ,,Einstieg* fiir Studenten der unteren Semester, aber auch als Vorarbeit
fir die spateren Kapitel 17 und 18, ist eine elementare Einfithrung in die Elastodynamik
vorangestellt, die sich auf einen Freiheitsgrad beschrinkt (Kapitel 14). Wesentliche Teile
dieser Ausfiihrungen gehen auf eine Vorlesung zuriick, die der Zweit-Autor im Rahmen
der Luft- und Raumfahrttechnik bis zur Griindung des Instituts fiir Computer-Anwendun-
gen gehalten hat. Trotz der Beschrinkung auf einen Freiheitsgrad sind dabei bereits alle
Formulierungen auf die spiatere FEM-Darstellung zugeschnitten, so daB® der Leser relativ
miihelos auf Mehrfreiheitsgrad-Systeme umsteigen kann.

In Anbetracht der neuen Dimension ,,Zeit‘ erschien es uns wesentlich, auf einige wichtige
Grundgleichungen der Mechanik und die Arbeitsprinzipien nochmals einzugehen (Kapitel
15). In diesem kurzen Kapitel bauen wir auf der Dynamik des Massenpunktes auf und
erinnern an die klare Philosophie und Logik der Newtonschen Mechanik. Ferner erweitern
wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (P.V.V.) auf die Dynamik und besprechen
auf dessen Grundlage die Diskretisierung kontinuierlicher Systeme. Die Beschrinkung auf
das P.V.V. spiegelt zugleich unsere Entscheidung wieder, die Dynamik ganz auf dem Feld
der Verschiebungsmethode aufzubauen. Daneben existiert natiirlich noch der Bereich der
Kraftmethode, der gemischten Verfahren und der Randwertmethoden. Wir sehen jedoch
zur Zeit eine allgemeine Anwendbarkeit dieser Vorgehensweisen auf dem Gebiet der
Dynamik nur in beschrinktem Mafle und haben deshalb auf eine entsprechende Dar-
stellung, die den Umfang dieses Bandes sprengen wiirde, verzichtet.
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Mit Kapitel 16 vollziehen wir dann den tieferen Einstieg in die lineare Dynamik mit
Hilfe finiter Elemente und entwickeln exemplarisch fiir einige Elementtypen Massen-
matrizen. Zusammen mit den bereits in der Statik (Band I, ‘Die Methode der finiten
Elemente’) aufgestellten Elementsteifigkeiten sind wir somit in der Lage, die Dynamik
ungeddmpfter linearer Systeme numerisch fiir den Praktiker zu erschlieBen.

Dem letzteren Feld wenden wir uns dann in Kapitel 17 zu. Im Zentrum dieses Kapitels
steht die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizenpaare
(wie die der Steifigkeit und Masse), wobei auch Sonderfille, wie eine singulire Steifigkeit
eines frei-frei-Systems (Flugzeug, Rakete, Satellit) sowie eine singulire Massenmatrix,
eingeschlossen sind. Es wird dabei eine Reihe von Eigenwertverfahren fiir die verschieden-
sten Anwendungsziele, die alle im ISD/ICA intensiv angewendet wurden und werden,
besprochen. Wichtig sind in unserer Darstellung die klassische Vektoriteration, die simul-
tane Vektoriteration, das Jacobi-Verfahren, die Methoden von Givens und Householder
und das Verfahren von Eberlein, das jedoch erst in Kapitel 22 besprochen wird. In der
modernen Spektralanalyse gewinnt aber die Methode von Lanczos immer mehr an Bedeu-
tung. Fiir sie hat Karl Straub in Unterabschnitt 17.3.5 eine kurzgefafite Darstellung
beigesteuert. Ein wesentlicher Aspekt des Kapitels 17 gilt der Wirtschaftlichkeit der
Berechnungsvorgidnge. Dynamische Berechnungen sind, bedingt durch die neue Dimension
Zeit, wesentlich aufwendiger als statische. Man muf also alle Moglichkeiten zur Verkleine-
rung der Problemgrofie ausniitzen.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren sind die Grundlage fiir viele Berechnungen des Zeit-
verhaltens linearer ungeddmpfter Systeme. In Kapitel 18 diskutieren wir die Bewegung
frei schwingender Tragwerke, die keiner duleren Einwirkung ausgesetzt sind. Die Moglich-
keiten zur Erhohung der Wirtschaftlichkeit werden um die sogenannte Reduktion
erweitert.

Vom praktischen Standpunkt her aktueller sind aber Systeme, die einer dufieren Entwick-
lung, sei es durch Kraft- oder Wegerregung, unterliegen. Diese werden in Kapitel 19
diskutiert und durch Verwendung der Eigenwerte und Eigenvektoren des frei schwingen-
den Systems auf den elementaren Fall des Ein-Freiheitsgrad-Systems zuriickgefiihrt.
Diese Methodik stellt einen elementaren Grenzfall von sogenannten modalen Reduk-
tionsverfahren dar.

Kein Bewegungsvorgang der Natur lduft aber ab, ohne da® mechanische Energie in Wirme
umgewandelt wird und damit aus dem Bewegungsablauf ausscheidet. Dieser Tatsache
tragen die Dampfungskrifte Rechnung, auf die in Kapitel 20 eingegangen wird. In der
Anwendung wichtig sind vor allem die modale und nichtmodale viskose sowie die hyste-
retische Dampfung, wihrend Trockenreibung praktisch nicht allgemein zu erfassen ist.
Dabei ist das weit verbreitete modale Dampfungsmodell besonders einfach zu handhaben,
da mit ihm wieder die Entkopplung auf Einfreiheitsgrad-Systeme gelingt, wie im unge-
dimpften Falle. ‘

Alle in den vorangegangenen Kapiteln besprochenen Einwirkungen auf das System waren
deterministischer Art, d.h. funktional oder zumindest funktionsmiBig eindeutig vorge-
schrieben in Raum und Zeit. Denken wir aber an einen Flug von London nach Washington,
so wire es ziemlich utopisch und zwecklos, die durch die Turbulenzen der Atmosphire
auftretende dynamische Belastung der Flugzeugzelle in jedem einzelnen Fall des atmo-
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sphirischen Verhaltens in eine dynamische Berechnung als Erregerfunktion eingeben zu
wollen. Denkt man an die erratischen Launen des Wetters, so mii3te man ohnehin Flug-
routen unter verschiedensten, nie genau wiederkehrenden Umstidnden durchrechnen. Der
Aufwand wire enorm, der Nutzen fragwiirdig. Hier bedienen wir uns der Mittel der
Statistik und Wahrscheinlichkeit (Kapitel 21). Wir kénnen dann zwar nicht mehr garan-
tieren, daR® das Flugzeug fiir die gegebene Last nicht versagt, wissen aber dafiir beispiels-
weise, daP mit einer Wahrscheinlichkeit von 99.99 % eine kritische Spannung nicht
iiberschritten wird. Das unbequeme Restrisiko von 0.01 % miissen wir leider den Gefihr-
dungen des Lebens zurechnen.

Zu den schwierigen und aufwendigeren Aufgaben der linearen Dynamik zdhlt die Behand-
lung allgemein viskos geddmpfter Tragwerke, die in Kapitel 22 diskutiert wird (siehe auch
Kapitel 20 als Ausgangspunkt). Der Aufwand liegt um rund eine Potenz der Freiheitsgrade
hoher als bei modaler Dampfung, und die Charakteristik des Eigenwertproblems wechselt
gegeniiber dem ungedimpften oder modal geddmpften Falle vollig. Aus diesem Grunde
besprechen wir in diesem Kapitel auch Eigenwertverfahren, die fiir die spezielle Aufgabe
in Frage kommen. Eine Anwendung dieser Methodik auf grofe Probleme ist allerdings
auch heute noch nicht erfolgt.

Hinter den bisher besprochenen Methoden zur dynamischen Analyse und dem Wort
Eigenwertanalyse steckt ein nicht unerheblicher mathematischer Apparat. Dynamische
Probleme lassen sich computergerecht aber auch viel einfacher 16sen, nimlich durch
direkte Integration (Kapitel 23). Der Leser, der unseren ersten Band durchgearbeitet
hat, wird bereits wissen, dal die moderne Statik auf einer rdumlichen Diskretisierung
beruht. In diesem Kapitel wird nun (vom Raum entkoppelt) auch iiber die Zeit dis-
kretisiert. Ohne diese Methodik wire eine erfolgreiche praktische Anwendung der Dynamik
auf Probleme mit allgemeiner viskoser Démpfung — und noch mehr bei nichtlinearen
Aufgaben — vollig undenkbar. Wir beschreiben eine Reihe von Algorithmen, beginnend
mit den bekannten Newmark-Variationen bis hin zu den Hermiteschen Algorithmen
dritter oder héherer Ordnung, die einerseits bedingt stabil und andererseits unbedingt
stabil (zumindest bei linearen Systemen) sein konnen und vor mehr als 15 Jahren am
ISD/ICA entwickelt wurden.

Im anschlieBenden Kapitel 24 versuchen wir, das komplexe Feld der nichtlinearen Dynamik
dem Ingenieur niherzubringen. Eine recht umfangreich gewordene Einfithrung in semi-
analytische Verfahren zur Losung der Differentialgleichung von Duffing (also eines
Systems mit einem Freiheitsgrad und einer nichtlinearen Feder) illustriert die ungewohn-
ten und seltsamen Phinomene, die in diesem Gebiet auftreten und bis zum Chaos fithren
konnen. Wir haben uns bemiiht, diese Vorginge ingenieurgerecht aufzuarbeiten.

Das Kapitel 24 umfaft auch die Anwendung einer breiten Palette von numerischen Zeit-
integrationsverfahren fiir die Analyse nichtlinearer Schwingungsvorginge und der Wellen-
ausbreitung in festen K6rpern. Dabei kommt uns die Entwicklung der Zeitalgorithmen
in Kapitel 23 zugute, deren Stabilitdt und Konvergenz im nichtlinearen Bereich eingehend
diskutiert wird. Eine grofe Anzahl von teilweise komplexen Problemen illustriert die
Effizienz der vorgeschlagenen Methodik. Ferner besprechen wir in diesem Kapitel ver-
schiebungs- und geschwindigkeitsabhiingige Lasten, die nichtkonservativ sein konnen,
und bauen damit eine Briicke zum letzten Kapitel des Werkes. Von besonderem Interesse
fir den kritischen Leser diirfte der letzte Unterabschnitt iiber die rechnerische Unter-
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suchung des Crash-Vorgangs eines Automobil-Vorderwagens sein. Diese Betrachtung
bedingt sehr groe Deformationen im plastischen Bereich. Wichtig ist dabei, auch aus
Okonomischen Griinden, die Modellierung des Werkstoff-Verhaltens. Es muf hier die
Verfestigung des Materials mit zunehmender Dehnung sowie die Abhingigkeit des
Werkstoffverhaltens von der Dehnungsgeschwindigkeit des Vorgangs beriicksichtigt
werden. Das adaptierte Modell basiert auf einer starr-viskoplastischen Idealisierung des
Werkstoffs. Damit miissen Bewegungs-, und nicht Verschiebungsgleichungen aufge-
stellt werden. Beachtenswert ist die gute Ubereinstimmung der Rechnung mit dem auf-
wendigen Versuch.

In einer relativ spéten Phase bei der ersten Auflage des Werkes - Kapitel 14 bis 23 wa-
ren schon gesetzt und nur wenige Monate verblieben bis zur vorgesehenen Fertigstel-
lung des Buches - entschloB sich der Seniorautor, den computerorientierten Charakter
der Darstellung durch Hinzunahme von zwei speziellen Kapiteln tiber Chaos und Aeroe-
lastizitdt zu unterstreichen. Dies geschah nicht ohne gewisse Bedenken des etwas kon-
servativeren Koautors. Auch ein neuartiges Fachbuch braucht ein Ringen um die Festle-
gung des konzeptionell richtigen Pfades. Auf der einen Seite stand der impulsive und
zwingende Drang zu dieser Erweiterung und insbesondere beim Chaos der Reiz, sich
mit einem ganz neuen und aktuellen Gebiet zu beschéftigen. Auf der anderen Seite war
die Gefahr nicht von der Hand zu weisen, daBB der Charakter und der Rahmen des Wer-
kes gesprengt werden konnte. Thematisch war Chaos sehr weit von der Methode der
finiten Elemente entfernt und es lag keinerlei Forschungserfahrung vor. Die Darstellung
dieses Themas war nicht ohne weiteres mit einfachen mathematischen Werkzeugen
moglich. Auch in der Aeroelastizitit waren Expertise und Erfahrung in der Forschung
nicht so ausgepragt vorhanden, wie bei den anderen dargestellten Themen. Auch wiirde
sich eine ausfiihrliche Betrachtung der Luftkrifte und der Aerodynamik in diesem Werk
nicht glatt in unsere Darstellung der Strukturmechanik einfiigen und zugleich den mog-
lichen Umfang des Buches bei weitem iiberschreiten.

Um die Entscheidung des Seniorautors fiir eine solche Erweiterung ohne Zeitverlust zu
realisieren, muften ungewohnliche Wege eingeschlagen werden. So wurden besondere
Autorenteams fiir jedes der beiden neuen Kapitel gebildet. Diese umfaBten fiir das Kapi-
tel 25 iiber Chaos in der ersten Auflage John Argyris, Gunter Faust, Maria Haase, und
fiir das Kapitel 26 iiber Aeroelastizitit John Argyris, Joachim Biihlmeier mit Unterstiit-
zung von Kurt Braun.

Der Enthusiasmus und die Einsatzbereitschaft der Mitstreiter des Senior-Autors waren
iberwiltigend und iibertrafen alle seine Erwartungen. Maria Haase und Gunter Faust
haben die auf ihnen ruhende schwere Last mit Hingabe und extremem geistigen Einsatz
unter Zuriickstellung aller privaten Interessen und Verpflichtungen bewiltigt und ge-
meinsam mit dem Erstautor das Kapitel 25 in den zur Verfiigung stehenden drei Mona-
ten bis zur Druckreife vollendet. Eine derartige Unbeirrbarkeit ist ein Charakteristikum
wahrer Forscher, die sich berufen fiihlen, wie Kiinstler gestalten zu miissen. Ahnlich
verhielt es sich beim intensiven und motivierten Einsatz von Joachim Biihlmeier und
der wertvollen Unterstiitzung von Kurt Braun. Beide Kapitel waren zur Uberraschung
mancher Zweifler in der vorgesehenen Zeitspanne abgeschlossen.

Bei der Realisierung der zweiten Auflage des dritten Bandes war aus dem Kapitel Chaos
inzwischen ein eigenstindiges Werk in einer deutschen und einer englischen Fassung
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geworden (,,Die Erforschung des Chaos*“, Vieweg 1994, ,,An Exploration of Chaos",
North Holland 1994). Es erschien deshalb auch aus Kostengriinden nicht sehr sinnvoll,
das bisherige Kapitel beizubehalten, das sich in der Darstellung doch recht deutlich vom
Rest des Werkes abhebt. Wir haben es durch eine kleine Abhandlung ersetzt, die fiir
Interessenten dieses Feldes eine Anleitung zum Einstieg bieten und Appetit auf mehr
machen soll.

Wir wenden uns jetzt dem Kapitel 26, dem letzten dieses Werkes, zu. Es ist jedem
Luftfahrtingenieur bekannt, dafl ein entscheidender Gesichtspunkt in der Beurteilung
eines Flugobjektes in dessen aeroelastischen Eigenschaften liegt. Was ist nun Aeroela-
stik? Dieser Wissenszweig betrachtet die merkwiirdige Symbiose von Struktur und um-
stromendem Medium. Dabei kann durch eine Schwingung des Flugkorpers ein Energie-
austausch zwischen Struktur und Medium stattfinden. Wird hierbei der Zelle kontinu-
ierlich Energie zugefiihrt, werden die Schwingungen angefacht, was zu einer Katastro-
phe des Flugkorpers fuhren kann. Wir behandeln dieses faszinierende Fachgebiet in
Kapitel 26 hauptsdchlich aus der Sicht des Ingenieurs, der sich mit Tragwerksberech-
nungen befaflt. In dieser Betrachtungsweise bildet die Aeroelastizitit einen wichtigen
Bestandteil der Dynamik. Wir wollen ausdriicklich feststellen, da wir uns nur gele-
gentlich mit der Beschreibung und Analyse der instationédren Luftkréifte in diesem Werk
beschiftigen konnen. Einerseits gibt es hervorragende Lehrbiicher, die den entscheiden-
den Einflul der Luftkrifte glinzend darlegen, wie z. B. das Buch von Earl H. Dowell
,,A modern course in aerolasticity”. Andererseits wiirde eine ausfiihrliche Betrachtung
der Aerodynamik in diesem Werk den moglichen Umfang des Buches bei weitem iiber-
schreiten.

Wir versuchen im ersten Abschnitt 26.2, dem Studenten eine beschreibende Einfiihrung
in die merkwiirdigen aeroelastischen Phdnomene zu bieten. Damit kann hoffentlich ein
Anfinger einen Uberblick iiber die physikalischen Zusammenhinge gewinnen. Der
nédchste Abschnitt enthélt Vorbemerkungen zu den strukturdynamischen und einfachen
aerodynamischen Betrachtungen.

Im folgenden Abschnitt 26.4 behandeln wir zuerst aufgrund der gewonnenen Vor-
kenntnisse einfache statische und dynamische aeroelastische Probleme, ohne auf die
Finite Element-Methode einzugehen. Wir prisentieren dabei eine kurze Ubersicht der
klassischen zweidimensionalen Theodorsen-Theorie der instationdren Luftkréifte und
betrachten weiterhin die stationdren und instationidren aerodynamischen Lasten im
Uberschallbereich nach der Piston-Theorie von Lighthill-Landahl. Letztere bietet ein
einfaches und bei hohen Machzahlen effektives Werkzeug, um instationdre Luftkrifte
zuverldssig genug zu berechnen. Leider miissen wir aus Platzgriinden auf die dreidi-
mensionale instationdre Theorie im Unterschall-transsonischen und frithen Uberschall-
Bereich verzichten. Andererseits bieten wir eine Einfiihrung iiber das Panel-Flattern im
Uberschallbereich. Insbesondere verweisen wir in Verbindung mit der Methode der
Finiten Elemente auf die besondere Eignung der TUBA- und SHEBA-Elemente (siche
Kapitel 8 in Band I), die wohl das einzige zuverlassige Werkzeug fiir nicht rechteck-
formige Panele bieten. Wir berichten auch iiber eine semi-analytische Flatteranalyse
eines Panele in einem Uberschallstrom, die auf Dowell im Jahre 1982 zuriickgeht und
eine erste uns bekannte Verdffentlichung darstellt, die den Nachweis des Ubergangs der
nichtlinearen Schwingungen in einen chaotischen Bewegungsverlauf liefert. Aufgrund
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der Abhidngigkeit der Luftkrifte von der reduzierten Frequenz ist das Flatterproblem
auch bei kleinen Schwingungen nichtlinear.

Die prinzipielle Aufstellung der Flattergleichung fiir kleine Schwingungen in Verbin-
dung mit einer computergerechten Berechnung vermittelt Abschnitt 26.5. Wir gehen
auch auf die besonderen Verhiltnisse des Panel-Flatterns ein. Es zeigt sich hier, daB die
komplizierten und uniibersichtlichen Spektralverfahren in ihrer Benutzerfreundlichkeit
weit hinter der modernen direkten numerischen Integration der Bewegungsgleichungen
liegen. (Einen schonen Beweis dieser Behauptung liefert iibrigens ein Beispiel in Ab-
schnitt 26.9.3)

Die angeniherte semi-analytische Losung des Spektralproblems fiir klassisches Flattern
wird in Abschnitt 26.6 weitergefiihrt, wobei wir insbesondere auf das wohl genaueste
Verfahren von Helmut Wittmeyer eingehen. Im folgenden Abschnitt wird der Versuch
unternommen, dem Studenten der Strukturmechanik das schwierige Problem der Aut-
stellung der Flattergleichungen in der Priasenz von Servosteuerungen der Ruder sowie
eines Flugreglers zu geben. Die Gedankengénge sind notwendigerweise subtil und er-
fordern ein tieferes Verstindnis der Strukturdynamik. Unsere Darstellung, die zum Teil
auf Wittmeyer zuriickgeht, beginnt mit der Spektralanalyse des Flugkérpers in vacuo
mit losen Rudern. Auf diesen Ergebnissen aufbauend, werden dann die entsprechenden
Resultate fiir die Zelle mit fest eingerasteten Rudern gewonnen. Diese Vorgehensweise
und ihre sorgfiltige Koordinierung liefert anschlieBend die Voraussetzung dafiir, da3
die Flattergleichungen des Flugkorpers in operativer Anwesenheit der Servosteuerungen
und des Flugreglers aufgestellt werden konnen. Dieser Abschnitt ist sicherlich nicht
elementar, sollte aber fiir den angehenden Luftfahrtingenieur von besonderem Interesse
sein. Wir behandeln auch die Frage der aktiven Flattervorbeugung durch konstruktive
und aerodynamische Mafinahmen.

Die Frage des Einbaus des Flatterverhaltens in ein Programmsystem zur Optimierung
einer Struktur wird anschlieBend kurz diskutiert und mit einem Concorde-ihnlichen
Beispiel abgeschlossen. Dies bringt uns zum letzten Abschnitt 26.9. Dieser beschreibt
einige am ISD/ICA durchgefiihrte aeroelastische Untersuchungen. Zum ersten wird
aufgrund einer bemerkenswerten Dissertation von Bertold KirchgédBner aus dem Jahre
1986 eine aeroelastische Untersuchung einer Windturbine entwickelt, wobei sich trotz
der notwendigen Vereinfachungen eine komplizierte Analyse ergibt. Als zweites Bei-
spiel haben wir eine interessante Sonderentwicklung aus dem Jahre 1983 gewihlt, die
die Flatteranalyse einer unter Innendruck stehenden Membranhalle unter Einfluf3 einer
Windstromung entwickelt. Die Zusammenstellung dieses Beispiels verdanken wir Io-
annis St. Doltsinis. Wichtig ist dabei, festzustellen, daB in dieser Analyse durchgehend
nur moderne numerische Verfahren benutzt und die Struktur sowie das umstromende
Medium durch Finite Elemente approximiert wurden. Die Losung der gekoppelten Glei-
chungen fiir Tragwerk und Medium wird eingehend beschrieben, wobei groBe nichtli-
neare Schwingungen zugelassen wurden und das Medium durch die vollen Navier-
Stokesschen Gleichungen im inkompressiblen Bereich erfalit wurde. Alle Integrationen
wurden entsprechend der in Kapitel 94 entwickelten Theorie ohne eine Spektralanalyse
numerisch durchgefiihrt. Extensive Ergebnisse bestitigen den ausgesprochenen Vorteil
der modernen Methoden. Dies wird nochmals durch das folgende einfache Beispiel
eines Delta-Fliigels im Uberschall-Bereich unterstrichen. Die Methodik ist im Vergleich
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zur klassischen Spektralanalyse so einfach, daB sich diese Betrachtungsweise in Zukunft
weitgehend durchsetzen sollte. Als letztes Beispiel werden eingehende lineare und
nichtlineare Panel-Flatter-Untersuchungen aufgrund der Methode der Finiten Elemente
geboten, wobei auch ein moglicher statischer Innendruck sowie die Prisenz von Mem-
bran-Druckkréften angenommen wird. Andererseits verldauft die Spektralanalyse leider
nach mehr klassischen Vorbildern.

Der Leser moge beachten, dal Aeroelastizitit auf keinen Fall eine ausschlieBliche Do-
méine der Luftfahrt ist. Es gibt viele Beispiele aus dem Bauingenieurwesen und dem
Maschinenbau, die die Wichtigkeit dieses Fachgebiets belegen. Sie reichen von den
angefachten Schwingungen eines Unterseeboot-Periskops bis zur Katastrophe der Ta-
coma-Briicke, zu deren Aufklirung wieder einmal von Karman die entscheidenden
Betrachtungen geliefert hat.

Epilog

Der historische Ursprung der 1949 einsetzenden intensiven Forschung und Entwicklung
am Departement of Aeronautics des Imperial College in London (bis 1978) und des ISD
(Institut fiir Statik und Dynamik der Luft- und Raumfahrtkonstruktionen der Universitét
Stuttgart) von 1959 bis 1984 sowie des neu entstandenen ICA (Institut fiir Computeran-
wendungen der Universitdt Stuttgart) von 1984 bis 1994 ergab sich aus den hohen An-
forderungen der Luft- und Raumfahrt, in der gerade die Dynamik eine entscheidende
Rolle spielt. Wie wir in diesem Vorwort schon erwiahnt haben, beruht diese lange und
konsequente historische Entwicklung auf der grundsétzlichen philosophischen Einstel-
lung des Erstautors, der den Fortschritt nicht in einer verwirrenden Zersplitterung des
Wissens, sondern in der Vereinheitlichung und Zusammenfassung vieler scheinbar
beziehungslosen Wissensgebiete in ein iibergeordnetes theoretisches Konzept sieht. Die
computerorientierte Mechanik in ihren vielen Manifestationen fester und gasformiger
Stoffe ist nur einer der geistigen Pfeiler dieses Geriistes. Beispielhaft seien auch Strah-
lungs- und Wirmeiibertragungsprobleme sowie die elektromagnetische Feldtheorie hier
erwéhnt. Die technische Physik, die Grundlagen der Ingenieurwissenschaften sowie
neue Softwareentwicklungen sollen in Verbindung mit einem Ausbau der Methode der
Finiten Elemente sowie der Verfiigbarkeit von Vektorrechnern zu neu konzipierten
numerischen Verfahren fiir die Losung schwieriger physikalischer und technischer Pro-
bleme fithren. Das Gebiet des Chaos kann dem Ingenieur geistige AnstoBe zum bere-
chenbaren Verstindnis der technisch so wichtigen chaotischen Vorginge, wie denen der
noch offenen physikalischen und mathematischen Hintergriinde der Turbulenz, vermit-
teln. So ungewodhnlich, wie diese Ausfithrungen manchem Leser anfinglich klingen
mogen, sind sie wieder nicht, wenn man bedenkt, dafl schon das ISD unter der seiner-
zeitigen Leitung des Seniorautors aus dem Bereich der Luft- und Raumfahrt langsam
hinauswuchs und immer neue Arbeitsgebiete erschlof3.
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Ein ausgedehntes und vielschichtiges Werk wie das hier vorliegende kann weder von
einer einzelnen noch von zwei Personen vom Stadium der ersten Konzeption iiber den
langen ProzeR vieler Entwiirfe bis hin zur druckreifen Vorlage fiir den Verlag in einer
so erstaunlich kurzen Zeit geschaffen werden. Nur Wissenschaftler, die diesen langen
Gestaltungsprozef selbst an einem eigenen groBeren Werk erlebt haben, konnen erfas-
sen, welch verschiedene, aber gebiindelte Talente in diesem miihevollen Werdegang
einer ausgedehnten Veroffentlichung den Autor oder die Autoren enthusiastisch, aber
auch kritisch unterstiitzen miissen, damit eine endgiiltige Druckvorlage fiir den Verlag
entsteht. Eine kleine Einzelheit moge diesen Aspekt beleuchten. Des ofteren begegnet
man der irrigen Meinung, da ein Manuskript, das dem Autor selbst vertraut ist, geniigt,
um damit dem Drucker eine Unterlage zu iiberreichen, die ohne weiteres als ein fertiges
Buch wiedergegeben werden kann. Weit gefehlt! Wer glaubt, daB bei dieser Einstellung
ein facettenreicher mathematischer Text wissenschaftlich korrekt und &sthetisch befrie-
digend produziert werden kann, tduscht sich gewaltig. Jede Gleichung muf3 vorher ab-
gewogen werden, um Linge, Dichte, Abstinde und Verstindlichkeit optimal fiir den
abschlieBenden Druck vorzubereiten. Der Senior-Autor, der auf einen schriftstelleri-
schen Hintergrund von 50 Jahren zuriickblicken kann, war bei der ersten Auflage privi-
legiert, fiir dieses dreibindige Werk ab Januar 1985 durch ein iiberragendes Team glin-
zend unterstiitzt worden zu sein. Insbesondere haben Karl Straub und Gerhard Frik mit
unendlicher Geduld und PflichtbewuBtsein, kritischem Sachverstand und seltenem
sprachlichen Konnen den Unterzeichneten auf dem beschwerlichen Weg von Band I bis
zum AbschluB8 von Band III groBziigig und meisterhaft beigestanden. Ohne ihre Hilfe
wiren drei Manuskripte mit iiber 2300 Seiten und 1100 Abbildungen nicht in der kur-
zen Zeit vollendet und iiber wiederholte Korrekturprozesse zu drei fertigen Biichern
gefiihrt worden. Die geringe Anzahl von Druckfehlern einer schwierigen Erstausgabe
sind der beste Beweis ihrer beispielhaften Tatigkeit. Die Unterzeichneten danken ihnen
auch hier herzlich fiir diesen iiberragenden Beistand, der fiir die Betroffenen unweiger-
lich eine Zuriickstellung ihrer eigenen wissenschaftlichen Interessen bedeutete. An die-
ser Stelle sei ihnen noch einmal eine tiefempfundene Anerkennung und Verbundenheit
ausgesprochen. Eine wichtige Voraussetzung zur Lesbarkeit und zum Verstéindnis des
Werkes bilden die Abbildungen. Das Gros der Illustrationen fiir die erste deutsche Auf-
lage wurde noch im historisch klassischen Verfahren mit Papier und Tusche erstellt.
Frau Gertraude Grimm und spiter Frau Claudia Thaler arbeiteten mit groBer Geduld,
Hingabe und lebendigem Interesses an dieser Aufgabe. In der Folge wurde die Aufstel-
lung der Zeichnungen mehr und mehr auf den Computer verlagert. Das betrifft bei-
spielsweise die Abbildungen des Kapitels 26 und fast die gesamte englische Ausgabe.
Hier haben wir Steffen Kernstock fiir sein kiinstlerisches Einfiihlungsvermdgen und
graphisches Kénnen zu danken.

Um die Abbildungen des letzten Kapitels (26) der ersten Auflage kurzfristig vollenden
zu konnen, muBlte ein neues Team aufgestellt werden. Dieses hat unter der zeichneri-
schen Anleitung von Steffen Kernstock und der fachlichen Aufsicht vor Gerhard Frik
und Karl Straub hervorragende Resultate erzielt. In dieser enthusiastisch arbeitenden
Gemeinschaft haben Patrick Liebich, Martin Scheu, Gerhard Wocher und Werner
Wiesniewski zusammen mit Christiane und Steffen Kernstock groBe personliche Opfer
gebracht, damit innerhalb von knapp drei Wochen aus groben Entwiirfen 118 druckfer-
tige Abbildungen in professioneller Qualitdt entwickelt werden konnten. Fiir diesen
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Einsatz sprechen wir der gesamten Mannschaft besondere Anerkennung und unseren
herzlichen Dank aus.

Eine besondere Anerkennung miissen wir auch Ioannis St. Doltsinis aussprechen, der
alle Unterlagen fiir die Besprechung des Crash-Vorgangs in Abschnitt 24.8 und fiir die
Beschreibung des nichtlinearen Flatterverlaufs einer Membran-Halle in Abschnitt 26.9.2
beigesteuert hat. Weiterhin hat Heinz Friz den Seniorautor mit hoher Effizienz bei der
Aufstellung und Kontrolle der TUBA-spezifischen Matrizen fiir die instationiren Uber-
schall-Luftkrafte sowie fiir die geometrische Steifigkeit unterstiitzt.

In dieser langen Reihe wertvoller Mitstreiter steht auch Christa Hiibler, ein der besten
Bibliothekarinnen, welcher der Erstautor in seiner langen Laufbahn begegnet ist. Sie hat
in kiirzester Zeit und mit groBem Geschick alle fiir das Werk notwendige wissenschaft-
liche Literatur beschafft und konnte damit die legenddre Ungeduld des Erstautors aus-
schalten. Sie hat inzwischen mit Frau Marion Hackenberg eine ebenso engagierte
Nachfolgerin gefunden.

Es braucht nicht betont zu werden, welch hohe Fihigkeiten die gewissenhafte Erstellung
der vielen Entwiirfe, Einschiibe, Korrekturen voraussetzt, Aufgaben, die Marlies Parsons
und Vlasta Reber-Hangi bei der ersten Auflage glinzend bewiltigt haben. Marlies Par-
sons hat, damals die gesamte Korrespondenz mit dem Verlag reibungslos gefiihrt. Wir
danken ihren frohmiitigen und gekonnten Einsatz und freuen uns daf3 beide uns als
Kolleginnen im ICA zur Seite stehen.

Aber aller gekonnte Einsatz des Instituts hitte ohne die aktive Mitwirkung des Vieweg-
Verlags nicht geniigt, dieses Werk vollendet zu reproduzieren. Fiir das Eingehen auf
unsere Wiinsche und die mustergiiltige Realisation unserer Vorstellungen bei der alten
Fassung dieses Bandes danken wir insbesondere Frau Brigitte Godecke, Frau Ute Hum-
mert und Herrn Wolfgang Nieger, die, wie bei den beiden ersten Bianden des Werkes
‘Die Methode der finiten Elemente’, einen hingebungsvollen Einsatz und ein hohes
technische Konnen demonstriert haben. Ein betriachtlicher Teil ihrer wertvollen Arbeit
ist in die iiberarbeitete Neufassung iibernommen worden. Herr Wolfgang Nieger hat uns
auch mit grolem Verstéindnis bei dieser Neuauflage begleitet. Er wurde dabei von Herrn
Kiihn von Burgsdorff unterstiitzt, der mit groBem Interesse und Sorgfalt die Montage
neuer Passagen auf der Basis von Postscriptfiles geleitet hat.

Dieses Werk enthilt, bei all seinem Umfang, nur einen Bruchteil der in den letzten 45
Jahren entfalteten Forschungsaktivitit, die sich iiber die Royal Aeronautical Society,
dem Imperial College bis zu den Instituten des ISD und ICA erstreckt. Diese Titigkeit
umfaflt die ersten systematischen Analysen von Luftfahrtkonstruktionen im Zweiten
Weltkrieg, die aber schlagartig durch das zaghafte Aufkommen der ersten elektrome-
chanischen Computer im Jahre 1943 zu der Erkenntnis einer neuen Ara fiihrten. Dies
wiederum bewirkte eine Neuformulierung der Strukturmechanik auf der Grundlage
einer hochentwickelten Matrizentheorie, die ihrerseits die erste Konzeption der Methode
der Finiten Elemente und erste Veroffentlichungen in den Jahren 1954/55 initierte. Im
Zentrum der Weiterentwicklung stand damals das statische und dynamische Tragwerks-
verhalten. Die heutigen Anwendungen gehen jedoch weit iiber dieses urspriingliche
Gebiet hinaus. Eine computerorientierte numerische Philosophie erschliet neue An-
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wendungen in Gebieten wie der Aerodynamik, Nichtgleichgewichts-Thermodynamik,
der technischen Physik und vielen anderen Feldern.

Zum AbschluB ist es uns ein Bediirfnis, dem Land Baden-Wiirttemberg zu danken. Oh-
ne die groBziigige Forderung des Landes wire die Forschung, die die Grundlage dieses
Werkes bildet, nicht denkbar gewesen. Unser Dank gilt aber auch der Universitét Stutt-
gart, die dem Zweitautor die Fertigstellung dieser Studienausgabe im Rahmen einer
Nebentitigkeit ermoglicht hat.

Last but not least danken wir unserer jetzigen Heimstatt, dem ICA. Die hier vorliegende
zweite Auflage ist vor dem Hintergrung eines vollig neu strukturierten Institutes ent-
standen, das in seiner gegewirtigen Entwicklung neue Schwerpunkte wie Computersi-
mulation und Visualisierung, Numerik fiir Hochstleistungsrechner und Modellierung
naturwissenschaftlicher und technischer Grundprobleme - Physik mit Hochleistungs-
rechnern - gesetzt hat. Wir danken fiir das Verstdndnis und die Unterstiitzung, die wir
bei allen Mitgliedern unseres Hauses gefunden haben.

Stuttgart, im Oktober 1996 John Argyris
Hans-Peter Mlejnek
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Vorbemerkung

Dieser Band versucht, die elementare Konzeption des Gesamtwerks einzuhalten. In
diesem Sinne waren wir bestrebt, eine physikalisch einleuchtende Darstellung tech-
nologisch oft komplizierter Vorginge zu geben. Mathematische Entwicklungen sind
dabei unerldBlich, aber wir haben den Versuch unternommen, dem lebendigen und
fliissigen Stil groBer Lehrmeister wie Lord Kelvin und Peter Guthrie Tait nach
Moglichkeit zu entsprechen:

"Neither seeking nor avoiding mathematical exercitations we enter into problems solely
with a view to possible usefulness for physical Science".

Lord Kelvin and Peter Guthrie Tait
Treatise on Natural Philosophy, Part I1



14 Einfithrung in die Elastodynamik:
einfache Schwinger

“One picture is worth a thousand words.”
Emperor Sung

In diesem einfihrenden Kapitel zu einer computergerechten Darstellung der Dynamik
elastischer Strukturen besprechen wir einfache lineare Schwinger. Wir beschrinken uns
auf Systeme mit nur einem zugelassenen Freiheitsgrad. Exakte Losungen sind dann
moglich und dienen als Mafistibe der spiter zu besprechenden angeniherten Methoden.

14.1 Der Begriff des Freiheitsgrades und einfache Systembeispiele

In der Statik haben wir das Verhalten von Tragwerken unter der Einwirkung duerer
Lasten oder aufgeprigter Verformungen und Dehnungen, die sehrlangsam auf die Struktur
einwirken, diskutiert. Dort war Freiheitsgrad identisch mit der Verformungsméglichkeit
des Tragwerks. Jedes Tragwerk hat im Prinzip unendlich viele Verformungsmdoglichkeiten
in Gestalt des Verschiebungsvektors #={u v w} an beliebig vielen Orten mit den
Koordinaten x={x y z}. Nach den klassischen Regeln der Elastizititstheorie fiihrt
die Erfassung des statischen Problems allein schon auf schwierig zu 16sende partielle
Differentialgleichungen.

In der Dynamik gehen wir nun von der realistischeren Tatsache aus, da die Bean-
spruchung eines Tragwerks in vielen Fillen sehr deutlich von der Zeit abhéngt. Dies wird
uns einprigsam am Flugzeug, das ein turbulentes Gebiet durchfliegt, demonstriert. Wir
stoflen damit das Tor zu einer neuen Dimension, der Zeit, auf. Die Verformungsméglich-
keit eines natiirlichen Tragwerks wird nun durch den von Ort x und Zeit ¢ abhédngigen
Verschiebungsvektor #(x,?) beschrieben. Die Erfassung des dynamischen Problems
in klassischer Weise fiihrt auf partielle Differentialgleichungen in Ort und Zeit. Die Zahl
der Verformungsmoglichkeiten oder Freiheitsgrade ist damit erneut unendlich.

Nun ist jedem Ingenieur wohlbekannt, daf} die klassischen Losungskonzepte der Differen-
tialgleichungen wohl alle Probleme erfassen, aber nur fiir ganz wenige technische Probleme
zu wirklich praktischen Losungen fiihren, falls nicht vertretbare Vereinfachungen in die
Berechnungsmodelle eingefiihrt werden. Die wichtigste Grundidee ist dabei die, daf} die
unendlich vielen Verformungsmoglichkeiten eines Tragwerks so eingeschrinkt werden,
daB das technisch interessierende Tragwerksverhalten noch ausreichend gut zu beschreiben
ist und nur exotische und in der praktischen Bewertung unbedeutende Losungsméglich-
keiten verlorengehen. Durch die Einschrinkung der Verformungsmoglichkeiten (oder
Freiheitsgrade) auf eine endliche Anzahl werden die partiellen Differentialgleichungen der
Statik in algebraische Gleichungssysteme umgewandelt, die eine Doméne des modernen
Sklaven der Wissenschaft, des Computers, sind. In der Dynamik sind die Verhéltnisse
nicht ganz so einfach: die partiellen Differentialgleichungen in Ort und Zeit gehen bei
Einfilhrung einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden lediglich in ein System gewohn-
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Abb. 14.1.1 Ein einfaches Problem in der Statik und Dynamik, Reduzierung auf einen Freiheitsgrad,
Teil 2

licher Differentialgleichungen in der Zeit iiber. Es ist die Biirde der Dynamik, da} sie
nicht nur von der Dimension, sondern auch vom Aufwand her gesehen eine Groflenord-

nung iiber der Statik liegt.

Im Rahmen dieses einleitenden Kapitels filhren wir die extremste iiberhaupt denkbare
Vereinfachung durch: wir reduzieren die unendlichen Bewegungsmoglichkeiten des
Systems auf eine einzige. Es ist einleuchtend, da Systeme mit einem Freiheitsgrad nur
fir Abschidtzungen praktisch sinnvoll sein konnen. Auf der anderen Seite erlauben uns
die einfachen Verhiltnisse ein ballastfreies und konzentriertes Studium der Dynamik,
das spiter, wenn wir sinnvollerweise mit mehr Freiheitsgraden arbeiten, voll nutzbar
sein wird.

Wir wollen das Gesagte an einem kleinen Beispiel verdeutlichen (Abb. 14.1.1, Teil 1).
Es handelt sich um einen Stab unter linienartiger Langsbelastung. Bei der Problemformu-
lierung wird die besondere Natur der Dynamik einmal durch die zeitabhingige Last, zum
anderen durch die bisher, d.h. in der Statik, nicht notwendigen Anfangsbedingungen
hervorgehoben. In unserem Fall wird die zeitabhingige Last auf das ruhende Tragwerk
aufgebracht. Die klassische Problemerfassung weist in der Dynamik auch ein Novum aus,
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wobei wir der Diskussion in Abschnitt 14.2 ganz kurz vorgreifen miissen: bei bewegten
und mit Masse behafteten Tragwerksteilen sind die Tragheitskrifte mit zu beriicksichtigen.
Sie ergeben sich aus dem Newtonschen Gesetz

Kraft = Masse X Beschleunigung

Mit dieser relativ kleinen Modifikation ist die Differentialdarstellung der Statik auf
die Dynamik iibertragbar; von Dampfung soll hier nicht gesprochen werden. Weil zufillig
ein eindimensionales Problem gewihlt wurde, erhalten wir in der Statik eine gewohnliche
Differentialgleichung in x (allgemein: partiell in x, y, z). Auf der Seite der Dynamik ent-
steht auf jeden Fall eine partielle Differentialgleichung in x und ¢. Die Zahl der Freiheits-
grade ist unendlich. Wenn wir uns auf einen Freiheitsgrad beschrinken, erhebt sich die
Frage nach dem Modell. Wir konnten z.B. eine lineare Variation der Lingsverschiebung u
annehmen, die mit #(x =0, t) noch einen freien Parameter aufweist. Dies ist eine bereits
sehr allgemeine Anwendung des Freiheitsgradbegriffes, die wir erst spater in Abschnitt 14.7
besprechen wollen. Eine noch einfachere Moglichkeit, eine beschrinkte Anzahl von Frei-
heitsgraden zu gewinnen, besteht darin, die homogen verteilten Eigenschaften des Trag-
werks — wie Elastizitdt, Trigheit und Dissipation — zu ,ballen* (engl. lumping). So sind
in historischer Sicht die einfachsten Schwingungsmodelle entstanden. Wir betrachten
also die Materie als einen Verbund von Punktmassen, die elastisch und ddmpfungsmaflig
miteinander verkniipft sind (Abb. 14.1.1, Teil 2). Der extremste Fall des Ein-Freiheits-
grad-Modells umfalt dabei nur einen Massenpunkt in einer Bewegungsrichtung. Mit dieser
Annahme erhalten wir auf der Seite der Statik eine algebraische Gleichung, auf der Seite
der Dynamik eine gewohnliche Differentialgleichung in der Zeit. Dies ist eine wesentliche

Abb. 14.1.2

Einige einfache Einfreiheitsgrad-
modelle mit ,,geballten* Eigen-
schaften
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Vereinfachung. Der Preis dafiir ist allerdings auch nicht gering. Mit Sicherheit kann unser
einfaches Modell viele Bewegungsmoglichkeiten des Kontinuums, wie z.B. kurzwellige
Vorginge, nicht wiedergeben.

Bei vielen technischen Problemen liegt bereits eine Ballung der Eigenschaften, insbe-
sondere von Masse und Steifigkeit, vor, so daR der Eingriff nicht ganz so radikal wie in
Abb. 14.1.1 ist. So hat z.B. der Tragfliigel eines Flugzeugs mit Auflentanks bereits eine
natiirliche Massenkonzentration. Das gleiche trifft fiir Wellen-Schwungrad-Systeme,
Fahrzeugfederungen, Maschinen auf elastischen Decken und andere Probleme zu (Abb.
14.1.2). Allen diesen einfachen Problemen ist gemeinsam, daf} 7 als Freiheitsgrad die
Bewegung des Systems und seiner trigen Teile eindeutig festlegt. Ob r dabei eine trans-
latorische Verschiebung oder eine Drehung ist, ist belanglos.

14.2 Die Krifte im dynamischen Gleichgewicht (Steifigkeit, Masse, Dimpfung)

Dynamik ist mit der Bewegung von Tragwerken eng verkniipft. Damit erhebt sich sofort
die Frage, in welchem Bezugssystem die Bewegung beschrieben wird. Wir wissen aus
eigener Beobachtung, daf ein Feder-Masse-System in unterschiedlichen Bezugssystemen
ein unterschiedliches Verhalten aufweist. So stellt ein Beobachter auf der Ladeflache
eines LKWs, der steht oder mit konstanter Geschwindigkeit geradeaus rollt, fest, daf
ein Feder-Masse-System ohne duflere Lasten in keiner Richtung deformiert wird (Abb.
14.2.1(a)). Beschleunigt aber der LKW, so wird in Wagenlingsrichtung die Feder gespannt
(Abb. 14.2.1(b)). Fiahrt der LKW mit konstanter Geschwindigkeit, aber in einer Kurve,
so gilt das gleiche in der Querrichtung (Abb. 14.2.1(c)). Ist die Beschleunigung im Fall (b)
unregelmifig bzw. der Kurvenradius im Falle (c) nicht konstant, so stellt sich auch bei
ruhendem Ausgangszustand des Feder-Masse-Systems eine Schwingung ein, ohne daf} ein
Beobachter Krifte auf das System wirken 1a8t. Nur im Fall (a) gibt es ohne dufere Krifte
auf der Ladefliche keine Bewegung des Feder-Masse-Systems. Es handelt sich offensicht-
lich um ein besonderes Bezugssystem, das wir nach seinem Entdecker als Galileisches
Bezugssystem oder auch Inertialsystem bezeichnen. In einem derartigen System sind
Beschleunigung und Winkelgeschwindigkeit absolute Grofen. Ein Korper weicht darin
von einer gleichmifigen Bewegung nur unter der Einwirkung von dufieren Kriften ab.
Es ist klar, daR die iibliche Annahme von ,,Inertialsystemen‘ nur bis auf eine bestimmte
Genauigkeit giiltig ist. So steht oder fihrt der Lastwagen im Falle (a) auf der Erde, die
sich wiederum um sich selbst dreht, ein Effekt, der bei einer Pendelschwingung direkt
merkbar ist (man erinnere sich an den Physikunterricht).

Im Rahmen dieser Einfilhrung werden wir uns fast ausschliefilich eines Inertialsystems
bedienen. In manchen Fillen ist es vorteilhafter, davon abzugehen, z.B. bei der Schwin-
gung von rotierenden Turbinenschaufeln. In diesem Fall sind besondere Krifte — wie
die Zentrifugalkraft oder die Corioliskraft — zu beriicksichtigen, deren Auswirkung ein
Beobachter im nichtgalileischen System deutlich feststellt.

In der Statik bildet sich zwischen duf8eren Kréften R und elastischen Riickstellkriften R,
ein Gleichgewicht aus (Abb. 14.2.2, links). Auch in der Dynamik gibt es zu jedem Zeit-
punkt ¢ einen solchen Gleichgewichtszustand (Prinzip von D’Alembert). Bei der Be-
trachtung dieses Gleichgewichts sind jedoch zusitzliche Krifte zu beriicksichtigen. Dies
sind zumindest die Trigheitskrifte Ry(z); jeder Kraftfahrer weif, da® Beschleunigung
Motorkraft kostet. In aller Regel miissen zusdtzlich noch Reibungskrifte Rp(t) iiber-



6 14 Einfilhrung in die Elastodynamik: einfache Schwinger

//VO = const

(a) ruhendes oder konstant rollendes Fahrzeug

/{"0 t>0
= consr >
’ a )

(b) beschleunigendes Fahrzeug

¥y = const Abb. 14.2.1

Bezugssystem Ladefliche eines
LKW und statisches Verhalten

i a eines Feder-Masse-Modells

(c) Fahrzeug in konstanter Kurvenfahrt

Statik Dynamik

r(t)

’ 1T
1 F
R R(t)
e e
R. R

RUMRURRI) O Rl

—— O ——

R. = elastische Riickstellkraft R (t) = elastische Rickstellkraft
Rp(t) = Reib- oder Dampfkraft
R;(t) = Tragheitskraft

Abb. 14.2.2 Gleichgewicht in Statik und Dynamik
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wunden werden. Bei der beliebig langsamen Bewegung der Statik fehlt die Tragheitskraft,
weil die Beschleunigung Null ist, und die Reibungskraft (zumindest bei fliissiger Reibung),
weil die Geschwindigkeit Null ist. In einem Inertialsystem gilt also fir ein Modell mit
einem Freiheitsgrad stets die Gleichgewichtsbeziehung (Abb. 14.2.2)

R () +Ry(t) +Rp(1) =R(2) (142.1)

die das Fundament der Dynamik in diesem einfihrenden Kapitel ist und deren einzelne
Terme im folgenden niher erldutert werden. Legt man der Betrachtung kein Inertial-
system zugrunde, so sind in die Gleichgewichtsbetrachtung zusitzliche Krifte aufzu-
nehmen (Basistriagheitskrifte, Zentrifugalkrifte, Corioliskrifte).

Wird ein System elastisch deformiert, dann treten auch elastische Krifte auf, die ver-
suchen, die Verformung rickgingig zu machen — ein uns aus der Statik wohlbekanntes
Verhalten. Bei linear-elastischem Material hidngt die elastische Riickstellkraft nur von der
Defcrmation ab, lift sich also auf rein statische Weise bestimmen. Uber dieses Wissen
verfiigen wir bereits: wir beschreiben das linear-elastische Verhalten des Tragwerks mit

R, = kr (1422)

wobei k die Steifigkeit angibt; sie ist zugleich die Kraft, die fiir die Erzeugung von r =1
notwendig ist (Einheitsverschiebungsgesetz!). Alternativ zu (14.2.2) k6nnen wir auch
schreiben

r:fRe (1423)

wobei f die Nachgiebigkeit des Tragwerks darstellt. Dabei ist f zugleich die Verschiebung,
die sich bei R, =1 einstellt (Einheitslastgesetz!).

Wir schliefen aus (14.2.2) und (14.2.3) sofort auf

k=f"

P (142.4)

Wie man k oder f aufstellt, wissen wir mehr als ausreichend aus den vorangehenden
Kapiteln der Binde I und II. Zusitzlich zeigt Abb. 14.2.3 einige Beispiele.

Nach den elastischen Kriften wenden wir uns nun den Trigheitskriften zu. Wird ein
Feder-Masse-System unter dem Einflu} einer dufieren Kraft in Bewegung gesetzt, so
sind dabei nicht nur die langsam mit der Auslenkung zunehmenden elastischen Krifte,
sondern auch Trigheitskrifte zu iiberwinden (Abb. 14.2.4). Selbst wenn gar keine Feder-
steifigkeit vorhanden ist, kostet die Beschleunigung der Masse Kraft. Daraus kann um-
gekehrt geschlossen werden, da in der Anfangsphase der Bewegung die Federkraft
R, < R(t) sein mufB, da ein Teil der duferen Kraft R(¢) fir die Beschleunigung der
Masse aufgewendet wird. Die Trigheitskrifte wirken also zunichst entlastend. In spiteren
Phasen der Bewegung muf} das natiirlich nicht gelten. Trégheitskréifte konnen die Bean-
spruchung gegeniiber der Statik durchaus erhéhen.

Die Trigheitskraft R;(¢) 1Bt sich fir unsere einfachen, geballten Massenmodelle rasch
nach dem Newtonschen Gesetz angeben

R;(t) =mi(t) (142.5)
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Steifigkeit Nachgiebigkeit

ﬁ
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Abb. 14.2.3 Einige einfache Beispiele fiir Steifigkeiten und Nachgiebigkeiten
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rlt) R(t)

Abb.. 14.2.4 Wird durch eine dufiere Kraft R (¢) eine Masse in Bewegung gesetzt,
so sind neben den Federkriften die Trigheitskrifte zu iiberwinden

N

Abb. 1425

Zur Bedeutung der ,,Masse‘ m bei
Drehfreiheitsgraden; Beispiel einer
Scheibe mit Dicke A

Im einfachsten Fall einer Linienverschiebung r stellt m eine Masse der Dimension
[kg = Ns?/m] dar. Ist  dagegen eine Drehung, ist R; das zugehorige Drehtrigheitsmo-
ment und m beinhaltet die Drehtrdgheit. Fiir die beliebige Scheibe der Dicke 4 in
Abb. 14.2.5 hitten wir dementsprechend eine lokale Masse in kg von phd§2, wobei p
die Massendichte und df2 ein infinitesimales Flichenstiick beschreibt. Bei einer Winkel-
beschleunigung 7 (¢) tritt an diesem lokalen Massenpunkt eine Beschleunigung von d7 (¢)
auf, wobei d die Distanz Drehpunkt-Massenpunkt ist. Dies fihrt am Massenpunkt zur
Trigheitskraft phddQ7(t), welche am Hebelarm d wirkt. Die Drehtrégheit ergibt sich
durch Aufsummieren bzw. Integrieren

m= pthZdQ = phl, (142.6)
Q

und hat dann die Dimension [kgm? = Ns’m]. Dabei ist I, das polare Flichentrégheits-
moment. Fir einen vollen Kreisquerschnitt mit Radius a ergibt sich beispielsweise

2w a

= =335 _1 4
L ~er drdy=35ma
00
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und fir ein Vollquadrat der Kantenldnge a
a/2 aj2

L= J J(x2 +y¥)dxdy = I, + I, = 21,

—a/2 ~a/2

- = .4

" 12°
Uber den dritten Typ von Kriften in der Grundgleichung (14.2.1), die Dimpfungskrifte,
wird spiter (Kapitel 20) ausfiihrlicher berichtet. Hier werden die wichtigsten Dampfungs-
modelle nur kurz vorgestellt, in der Formulierung fiir einfache Schwinger. Wir beobachten
in der Natur, dafl jede einmal angeregte freie Schwingung mit der Zeit abklingt. Neben
dem Wechselspiel von elastischen Kriften und Trigheitskriften bzw. Deformations-
energie und kinetischer Energie muf} also ein Mechanismus am Werke sein, der mecha-
nische Energie aufbraucht. Wiirden wir z.B. an einem Feder-Masse-Schwinger die Feder-
temperatur messen, so wire ein Temperaturanstieg zu verzeichnen. Es wird also mecha-
nische Energie in Warme umgewandelt, die dann fiir den Bewegungsvorgang verloren ist.
Diese Dissipation gilt es zu erfassen. Alle bisher iblichen Modelle fir die Dampfung
approximieren die natiirlichen Vorginge nur mehr oder weniger gut. Das liegt u.a. an den
verschiedenartigen Quellen fiir die Dissipation, die bei einem realen Tragwerk simultan
wirken. Gewohnlich teilt man die Dimpfungsvorginge in folgende Gruppen ein:

—  viskose Dampfung
Dieses Modell ist am weitesten verbreitet. Wir beobachten es mit guter Niherung
bei der Reibung eines Schwingers in Ol oder Luft.

—  Strukturdimpfung
Sie resultiert aus der Reibung im Material oder an den Verbindungsstellen der Trag-
werkselemente. Gerade der letzte Fall ist sehr schwierig zu erfassen, da z.B. die
Reibung eines Lagers von Lagerspiel, Schmierung u.a. abhéngt.

—  Trockenreibung oder Coulombddmpfung
Dieses Modell beschreibt die Bewegung eines Korpers auf trockener Oberfliche
einigermafien gut. Eine allgemeine Anwendung erfolgt bis heute nicht.

Beim viskosen Dimpfungsmodell ist die Reibungskraft Rp(f) proportional zur Ge-
schwindigkeit 7(¢), als Proportionalititsfaktor wird ein systembedingter Dimpfungs-
beiwert ¢ eingefithrt. Ein Teil der dufieren Kraft R muf} aufgewendet werden, um Rp(%)
zu iiberwinden. Beim Ein-Freiheitsgrad-Schwinger stellt man sich den Mechanismus als
Diampfertopf (siehe Automobilaufhingung) vor (Abb. 14.2.6)

Rp(t) = ci(t) (142.7)

Dabei ist ¢ nicht einfach auf Grund natiirlicher Eigenschaften berechenbar wie Masse und
Steifigkeit, es muf} im allgemeinen direkt gemessen oder geschitzt werden.

Der Ansatz fiir die Dampfungskraft bei Strukturddmpfung, oft auch hysteretische Damp-
fung genannt, wird spiter diskutiert (siehe Abschnitt 14.4.1), da er in engem Zusammen-
hang mit stationdren erregien Schwingungen steht. Beim Ein-Freiheitsgrad-System kann
die Erfassung formal auf (14.2.7) zuriickgefihrt werden.
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7.
—=— R R, | RN R
— @ —— ———— —
R, }N
il
Ryft)
Ry(t)=cF(t) Ry(t)=puNsign r
(a) viskose Démpfung (b) trockene Reibung

Abb. 14.2.6 Zwei Modelle fiir die Reibung bei bewegten Vorgiangen

Bei trockener Reibung ist die Reibungskraft proportional zur Anprefikraft V. Fiir unser
einfaches Modell in Abb. 14.2.6(b) ist das einfach das Gewicht der Masse. Der Reibungs-
koeffizient ist u:

Rp(t) = uNsignr (14.2.8)

Den Koeffizienten u finden wir fiir viele Materialkombinationen in den iiblichen Hand-
biichern; er ist fiir Gleiten und Haften verschieden. So ist etwa fiir die Kombination Stahl
auf Stahl die Haftreibung u, 0.1 bis 0.15 (gefettet bis trocken) und die Gleitreibung u
0.01 bis 0.15 (gefettet bis trocken).

14.3 Freie Schwingungen

Mit der Grundgleichung fiir das Kriftegleichgewicht (14.2.1) und den Ansidtzen fiir die
Krifte in Abschnitt 14.2 sind wir nun in der Lage, die allgemeine Bewegungsgleichung
z.B. des viskos gedimpften Schwingers anzuschreiben

m¥ + ci + kr=R(t) (14.3.1)

(14.3.1) ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung in der Zeit ¢, deren Losung r()
den zeitlichen Bewegungsablauf bei einwirkender duflerer Last R(¢) wiedergibt. Im
Gegensatz zur Statik, wo bei fehlender duflerer Belastung (R = 0) nur die triviale Lésung
r =0 existiert (keine Verformung), kann die dynamische homogene Differentialgleichung
(R(t) =0) durchaus nichttriviale Losungen haben. Wir sprechen bei R(t) =0 von soge-
nannten freien Schwingungen, und die zugehorige lineare Bewegungsgleichung lautet in
unserem Fall (viskose Dampfung)

mi+cr+ kr=0 (1432)
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Wir dividieren diese Gleichung durch die Masse m und fiihren die Abkiirzungen

ok L

(14.323)

28w = w? (14.3.4)

NEERIED
Fy

bl KoY

ein, deren Bedeutung und Zweckmifigkeit uns in Kiirze klar werden wird. Aus (14.3.2)
geht damit die Beziehung

F2¢wr+ wir=0 (14.3.5)
hervor. Als Losungsansatz verwenden wir wie iiblich

r=eP? (14.3.6)
und iberfiihren damit die Differentialgleichung 2. Grades (14.3.5) in eine algebraische
quadratische Gleichung

p*+2fwp +w*=0 (14.3.7)

mit den beiden Lésungen
p1,2=w(-‘§‘i\/§’2——1) (14.3.8)
wobei w eine positive Zahl sei

w= +\/c7 = Vkjm (14.39)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (14.3.5) hat also die Form
r=A,e"7 + 4,e7 (14.3.10)

wobei die Integrationskonstanten 4; und A, aus den Anfangsbedingungen r(z,) und
F(to) zu bestimmen sind. Im Falle gleicher Wurzeln (p, =p,) lautet die allgemeine
Losung bekanntlich

r=(A, + A1)’ (143.11)

Offensichtlich spielt es fir die Art der Losung eine ganz entscheidende Rolle, welchen
Wert ¢, das wir auch als Diampfungsverhiltnis bezeichnen, hat. Der Wert { =1 bildet
dabei eine kritische Grenze. Wir unterscheiden deshalb:

¢ <1 unterkritische Dimpfung (Metalltragwerke haben in der Regel Werte der
Grofenordnung ¢ =0.02 bis 0.05)

¢ =1 kritische Dimpfung

¢>1 iberkritische Dimpfung
(¢ =1 kommt iiblicherweise nur im Mef3geritebau vor)
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Unterkritische Dampfung
Fiir ¢ < 1 ist es zweckmiRig, durch die komplexe Darstellung
pyp=w(=E V1=
hervorzuheben, daf} die Exponenten der Losung komplex sind:
r=e S04, VIS0 g g emiVI S wny (143.12)

Die Anwendung der Eulerschen Formel

e*'¥ = cosa  isina (14.3.13)

liefert uns

(1) = e ¥ (A, + Ay) cosv/1 - F2wt +i (A4, — Ay)siny/1— Fwr] (14.3.14)

Zu beriicksichtigen ist, daB in der allgemeinen Loésung (14.3.10) die Integrationskon-
stanten A; und 4, im allgemeinen komplex sein konnen. Da r(f) eine reell-wertige
Funktion ist, folgt aus der Darstellung (14.3.14), dafl die Konstanten A4; und 4, kon-
jugiert komplexe GroRen sind. Die Losung hat also auch die allgemeine Form

r(t) = e ¥(acos/1— ot + bsiny/1 - 2 wr) (14.3.15)

mit reellen Konstanten @ und b. Es handelt sich bei dieser allgemeinen Losung um eine
abklingende, schwingende Bewegung. Der Takt der schwingenden Bewegung wird fir
¢ =0, also ohne Dimpfung, durch w, fir § % 0 durch

wp=vV1-§w (14.3.16)

festgelegt. Wir bezeichnen wp als gedimpfte, w als ungedimpfte Kreiseigenfrequenz
des Problems. Fiir schwache Diampfung, also beispielsweise { = 0.05, ist zwischen beiden
GroRen kein grofer Unterschied (wp =0.9987 w). Die Kreiseigenfrequenz w bzw. wp
gibt die Zahl gleichgerichteter Nulldurchginge in 27 Sekunden an. Die technische Eigen-
frequenz v bzw. v, beschreibt die Zahl gleichgerichteter Nulldurchgiinge in 1 sec

w @p

vEST Vo= 5, (143.17)

Der Kehrwert von v bzw. v, gibt die Schwingungsdauer T bzw. T, an
1 27 _1 _2n .
T=5=%7, TD"VD_wD (14.3.18)

Dies ist gerade die Zeitdauer von einem Nulldurchgang bis zum néchsten gleichgerichteten
Nulldurchgang. Mit diesen Definitionen ergeben sich aus (14.3.15) auch die Darstellungen

r(t) = e $9 (acoswpt + bsinwp?)
= e_z"“/T<acos (2wt/Tp) + bsin(2 7Tf/TD)>
=ge 2™ T cos (2t /Ty, — 9) (14.3.19)

Statt einer Kombination aus cos- und sin-Funktionen kann nach dem Additionstheorem
fiir Kreisfunktionen eine verschobene cos- bzw. sin-Funktion eingefithrt werden. An die
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Stelle der Konstanten a und b treten dann alternativa, die Amplitude, und ¢, die Phasen-
verschiebung. Durch Riickwirtsrechnung finden wir die Umrechnung

a=acosy
b =asiny
Q= arctang

a=+/a®+b® (14.3.20)

Die Festlegung der noch offenen Konstanten a, b, bzw. a, ¢ erfolgt, wie bereits erwdhnt,
iiber die sogenannten Anfangsbedingungen. Unsere Losung behauptet ja nicht, da} ein
Schwingungszustand ohne Anregung zustande gekommen ist, sondern lediglich, dafl die
in (14.3.19) angegebene Bewegung existieren kann, wenn keine duferen Krifte R(?)
wirken. Daneben gibt es immer die Triviallosung r(¢) =0 (Ruhezustand). Die Frage
der Anregung einer freien Schwingung wird quasi iiber die Anfangsbedingungen geklart.
Es konnte z.B. r(0) und #(0) gegeben sein. Dann wird

a=r(0)

b= %2) + U(‘;'é'r(O)

7= [r(o)2 + ("(O)L—iwr(o)ﬂl/z

praen (‘*’_QI)Jf ! wi(f()m> (14.321)

Die anschauliche Bedeutung dieser Groflen ist in Abb. 14.3.1 skizziert. Dabei ist links die
Bewegung in einem Zeigerdiagramm dargestellt, wobei die Horizontalprojektion des
Zeigers r(¢) angibt. Wir miissen uns vorstellen, dafl der Zeiger dabei mit der Winkelge-
schwindigkeit wp umlduft. Der Zeiger wird durch die Dimpfung laufend kiirzer und
die Zeigerspitze durchliuft eine Spirale.

r(l)‘
. ~ Ge27gt/T
oIy AN T~
/ N / N T ——
/ \ // r(0)
L W“o'\l / /o
\\ / t
N / /
~N 7/ /"’———'
\-’/ —
-1

//

Abb. 14.3.1 Bewegungsablauf fiir die freie, viskos geddmpfte Schwingung; links Zeiger-, rechts
r-t-Diagramm
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Als letzten Punkt wollen wir noch das Abklingen der freien Bewegung diskutieren. Wir
betrachten dazu zwei Auslenkungen im Abstand mehrerer Perioden nTj,

r(t) = ae 59" cos (wpt — )
r(t + nTp) = ge~ $9 0 TD) o5 (wpt — ¢ + 2n) (14.3.22)

Da die Funktion cos periodisch mit 2 ist, entfillt der cos-Term bei der Division (cos # 0
wird vorausgesetzt):

r(®)
— $wnT,
F + ) e D (14323)
oder auch
r(t) _ 2.—1/2 :
nr(t +nly) ={wnly =n2af(1-§) (14.3.24)

Fiir n=1 stellt (14.3.24) das sogenannte logarithmische Dekrement & dar

r(?)
r(t+1p)

§=In =2me(1-¢3) M2 (14.3225)

Fiir schwache Dampfung gilt
5 ~2mt, da (1-¢)*=~1 (143.26)

Dieses logarithmische Dekrement, und damit der Dimpfungsbeiwert, kann also durch die
Beobachtung des Amplitudenabfalls iiber eine oder mehrere Perioden hinweg gemessen
werden:

! r(1)

=alng L) (14327)

Wird etwa die Amplitude in einer Periode auf die Hilfte reduziert, so liegt ¢~ 0.1 vor,
wihrend beim gleichen Abfall innerhalb von zwei Perioden der Wert ¢ ~ 0.05 betrigt.

Kritische Diampfung
Fiir ¢ =1 hat (14.3.7) die reelle Doppelwurzel
p,=p, =~ §w=-w (143.28)

und dementsprechend lautet die allgemeine Losung (s. auch (14.3.11))
r(t)y=(a+bt)e” ! (14.3.29)

Es handelt sich offensichtlich um keine Schwingung im eigentlichen Sinn des Wortes,
sondern um eine kriechende, abklingende Bewegung (Abb.14.32). Aus gegebenen
Anfangsbedingungen, etwa ro =7(0) und vo = #(0), lassen sich die Integrationskonstan-
ten @ und b bestimmen; man erhilt z.B. dann als Systemantwort

F(0) = (ro + (o + wro)t)e™ " (14.3.30)
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Uberkritische Dampfung
Fiir ¢ > 1 sind die beiden Wurzeln (14.3.8) reell, und da

ViR -1<¢

ist, sind beide negativ:

pra=-wE =V -1)<0
Die Systemantwort lautet

r(t) = aeft’ + peP?’ (14.3.31)
und sie stellt ebenfalls keine eigentliche Schwingung dar, sondern eine abklingende Bewe-

gung, zusammengesetzt aus zwei exponentiellen Funktionen mit negativen Exponenten.

Abb. 14.3.2 gibt einen Uberblick iber den EinfluB der Dimpfung auf den Bewegungs-
verlauf viskos gedimpfter Schwinger, von ungeddmpft bis zu sehr starker iiberkritischer
Dimpfung. Der gleichmifige Ubergang vom unterkritisch gedimpften Bereich zum kriti-
schen Grenzfall bzw. von ,,iberkritisch* zu ,kritisch* ist deutlich zu erkennen, er lift
sich natiirlich auch leicht aus (14.3.19) und (14.3.21) bzw. (14.3.31) analytisch ableiten
(Grenziibergang ¢ — 1). Die schnellste Zuriickfiihrung zur Ruhelage wird mit kritischer
Diampfung erreicht, eine weitere Erhohung des Dampfungsverhiltnisses verzogert das
Abklingen der Auslenkung.

Coulombsche Diampfung oder Trockenreibung

Da hier die Ddmpfungskraft bis auf das Vorzeichen unabhingig von der Geschwindigkeit
ist (s. (14.2.8)), spalten wir die Bewegungsgleichung in zwei Giiltigkeitsbereiche auf
mr+ kr=—umg, falls »>0
. . (14.3.32)
mr+kr=+umg, falls <0

Dabei wird stillschweigend unterstellt, da die Anprefikraft aus dem Gewicht der Masse m
resultiert (Abb. 14.2.6, rechts). Ferner ist anzumerken, daf die Bewegung schlagartig
aufhort, wenn im Totpunkt der Bewegung die statische Reibungskraft u,mg nicht iber-
wunden werden kann (u, = Haftreibung).

Die homogene Losung der beiden Differentialgleichungen in (14.3.32) ist identisch. Aus
F+w?r=0 (14.3.33)
folgt die allgemeine Losung des homogenen Teils
r, =acoswt + bsinwt (14.3.34)
als Sonderfall { =0 aus (14.3.15). Die partikuldren Losungen sind fast trivial. Aus
F+wir=%ug (14.3.35)

folgt sofort

_ g ,
Bp=Fu— (14.3.36)



14.3 Freie Schwingungen
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Abb. 14.3.2 Typische Bewegungsverldufe viskos geddmpfter Systeme
(unterkritisch, kritisch, iberkritisch)
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Um weiterzukommen, miissen wir jetzt Anfangsbedingungen nennen, die die Konstanten
a und b fixieren. Wir stellen uns vor, daf} die Masse m statisch ausgelenkt wird, und lassen
dann los. Die Anfangsbedingungen sind also

r(0) =ry
F(0)=0

Damit die Bewegung itberhaupt beginnen kann, muf die statische Auslenkung ausreichend
groB sein, d.h. die riicklenkende elastische Kraft muf} die statische Reibung iiberwinden

(14.337)

kro > u,mg
bzw.

g
ro > ity (14.3.38)

Dies vorausgesetzt, bewegt sich m dann nach links (7 <0), und es gilt das untere Vor-
zeichen in (14.3.36)

r(t) =acoswt + bsinwt + /.1—g—2 (14.3.39)
w
Mit (14.3.37) erhalten wir die spezielle Losung
r(t) = (r - i>coscot + £ (14.3.40)
0 uwz “OJZ -

die eine cos-Schwingung, versetzt um ug/w?, darstellt (Abb. 14.3.3). Wir berechnen aus
(14.3.40) die Geschwindigkeit

f(t)=—w(ro —uu%)sinwt (14.3.41)

rin d

/I'(O) =0

Abb. 14.3.3 Bewegungsverlauf bei Coulombscher Dimpfung oder Trockenreibung
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und stellen fest, dal der Umkehrpunkt 7(¢;) =0 bei
t,=T/)2 (14.342)
auftritt. Die dort vorhandene Amplitude erfiille noch

g

g
Ir(tl)l=‘-ro+2u——2 — (14.3.43)
w w

> U,

d.h. die statische Reibung im Totpunkt werde iiberwunden. Nun gilt fir die Bewegung
das obere Vorzeichen in (14.3.35), und mit den Anfangsbedingungen bei f; ergibt sich
als spezielle Losung

g 4
r(t)= <ro - 3u—2>coswt —u— (14.344)
w w

Die Amplitude der cos-Schwingung hat also im Vergleich zur Lésung (14.3.40) um
2ug/w? abgenommen. Die Versetzung betrigt diesmal pg/w? nach unten (Abb. 14.3.3).
Der nichste Umkehrpunkt liegt bei

t,=T (14.3.45)

mit der Auslenkung
g :
r(t2)=r0—4#52 (143.46)

Das Verfahren kann nun beliebig fortgesetzt werden, bis der Stillstand erreicht ist. Man
kann sich aber bereits jetzt die Weiterrechnung sparen, denn es ist klar, daft die Losung
immer aus versetzten cos-Schwingungen mit der Frequenz des ungedimpften Systems
besteht. Die Gesamtamplitude nimmt linear ab (viskos: exponentiell). Die Abnahmerate
betrigt dabei 4ug/w? pro Periode T.

14.4 Erzwungene Schwingungen

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die Moglichkeit dynamischer Vorgidnge ohne eine
juBere Kraft R(?) diskutiert haben, lassen wir nun eine solche Kraft zu. Fiir viskose
Dimpfung tritt dann an die Stelle von (14.3.5)
R(:
e 2er 4 et = A (14.4.1)
Wenn wir uns auf unterkritische Dimpfung ({ <1) als den technisch hiufigsten Fall
beschrinken, so liegt uns die homogene Losung des Systems bereits mit (14.3.19) vor

r, = e 9 acoswpt + bsinwpyt) (1442)

Die partikulire Losung des Systems (14.4.1) hingt vom Kraftverlauf R(f) ab. In der
Folge diskutieren wir die wichtigsten Typen.
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14.4.1 Harmonische Erregung

Es sei
R(t) = Rgsinwgt (14.4.3)
wobei wy die Erregungsfrequenz ist (Abb. 14.4.1). Dabei gibt
Ro
ro= & (1444)

offensichtlich die statische Auslenkung an, welche unter der Amplitudenkraft R, auf-
treten wiirde. Bei einem extrem langsamen Bewegungsablauf hitten wir also *r, als
Auslenkungsmaxima. Wir suchen nun eine partikulire Losung fiir

F+2¢wr+ w'r = wiresinwgt (144.5)
und machen dafiir den iiblichen Ansatz
1, = a,sinwgt + b, coswgt (144.6)

Dies wird in (14.4.5) eingesetzt und ein Koeffizientenvergleich ausgefiihrt. Er liefert uns
mit dem Frequenzverhiltnis

w
B= UE (14.4.7)

die Bestimmungsgleichungen fir 4, und b,

S K (1448
268 1-p|b,| |O 48)
R(t)
Ryt — — —
0 t
Abb. 14.4.1
Harmonische Krafterregung
-RF—————— ‘< —
=21
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mit den Losungen

1-p

a,=——————>>h
(4 2 2+ 1_ 242

@8+ (1=6) (14.49)
b —2¢B
P+

und damit die allgemeine Losung
r(t) = r,(t) +ry(1) (14.4.10)
r
= e S9! (gcoswpt + bsinwpt) + S — [(1-B*)sinwg? — 2§Beoswgt]

(258 +(1-6%)°
Die verbleibenden Konstanten @ und b sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.
Die Losung (14.4.10) besteht aus einem Teil, der gedimpft ist und im Takt der ge-
didmpften Eigenfrequenz wy, schwingt; der zweite Anteil ist ungeddmpft und beinhaltet
eine Schwingung im Takt der Erregungsfrequenz . Beide Losungsanteile sind wichtig,
wenn Einschwingvorginge berechnet werden. Ist man jedoch nur an dem stationiren,
eingeschwungenen Zustand interessiert — und das ist oft der Fall —, so ist offensichtlich
nur der zweite Losungsanteil, also die partikuldre Losung, von Bedeutung, denn nach

einiger Zeit wird der erste Anteil weggeddmpft sein. Wir stellen diese Losung kompakter
dar

ry(8) = ro V(B, §)sin(wgt — ) (144.11)
und finden durch Anwendung der Additionstheoreme im Vergleich mit (14 .4.10)
roVcosp= ——(1 —& 7,
0 - 2 2,2"0
2 +(1-
2887+ (1767 (144.12)
. 2¢8
roVsing =

QCB +(1- 2 °

und damit weiter die Vergroferungsfunktion V

= [(2¢8)°+(1 -T2 (14.4.13)
und den Phasenwinkel
@ = arctan 125‘;2 (144.14)

Die stationire Antwort auf eine harmonische sin-Erregung ist also eine sin-Schwingung
im Takt der Erregungsfrequenz wy, die um ¢ phasenverschoben ist. Die Amplitude
dieser Schwingung ist gegeniiber der statischen Amplitude r, um den Faktor V, die
Vergrofierungsfunktion, iiberhoht. Wichtige Grenzfille sind:

(a) B—0, woraus folgt

V-1
=0
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d.h. ist unsere Erregungsfrequenz sehr niedrig, so folgt der Schwinger der Erregung ohne
Phasenverschiebung und ohne Uberhéhung rein statisch. Der Dampfungswert spielt
keine Rolle.

(b) B=1 (Resonanz),

V=09"
T _on°
=3 90

d.h. erfolgt die Erregung im Takte der natiirlichen (ungedimpften) Eigenfrequenz des
Schwingers, so betrigt die Phasenverschiebung 90°, unabhingig vom Dampfungsver-
hiltnis. Die Vergroferungsfunktion V¥ hingt aber sehr stark von der Dimpfung ab. Insbe-
sondere erhalten wir bei schwacher Dimpfung sehr hohe Werte fir V' (§ =0.05 > V' =10,
g' =0->V~-> oo)'

(c) B —ce, dann wird

V-0
¢—m=180° (cosp=—1, sing=0)

d.h. die Erregung erfolgt sehr hochfrequent und unser Schwinger kann ihr praktisch
nicht folgen und verharrt in Ruhe. Die schwache Antwort des Schwingers verlduft gegen-
phasig zur Erregung. Hier spielt die Dampfung wiederum keine Rolle.
Wir haben in Abb. 14.4.2 die Funktionen ¥V und ¢ fiir verschiedene Frequenz- und
Dimpfungsverhiltnisse aufgetragen. Wir beobachten generell, dal das Didmpfungsver-
hiltnis bei der Vergroferungsfunktion V in Resonanznihe =1 eine entscheidende
Rolle spielt. Genaue Informationen iiber die Beanspruchung eines Tragwerks erhalten
wir nur bei genauen Daten iiber die Dimpfung. Ubrigens stellt sich nun auch heraus,
daBl das Maximum der Vergroerungsfunktion links vom Resonanzpunkt, also bei § <1,
liegt, und zwar um so stérker, je grofler ¢ ist. Bei schwacher Dampfung spielt dies jedoch
keine grofle Rolle. Einen sehr markanten Einflufl hat das Dampfungsverhiltnis { auf die
Phasenlage ¢. Auch hier ist der Resonanzbereich ein besonders empfindliches Gebiet.
Da ¢ auerhalb des Resonanzbereichs nur einen beschrinkten Einfluff auf die stationire
Antwort hat, wird fiir Abschitzungen oft ohne Dimpfung gerechnet. In diesem Falle
wird

Yo

rp(t) = l—_—b;sinwEt (bei $=0) (14.4.15)

und man liegt bei der Amplitude auf der sicheren Seite. In Abb. 14.4.3 sind typische
Schwingungsbilder fir unterkritische, kritische und iberkritische Erregung wiederge-
geben. Sie verdeutlichen sowohl im Zeigerdiagramm als auch bei den Auslenkungen die
Bedeutung aller diskutierten Grofien.

Um den Resonanzpunkt $=1 in Schwingungsversuchen zu finden, ist die maximale
Amplitude nur beschrinkt tauglich, da sie — abhingig vom Dimpfungsverhiltnis —
bei <1 liegt.
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Abb. 14.4.2 VergroéBerungsfunktion und Phasenlage bei der stationdren
Antwort auf eine harmonische Erregung
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Abb. 14.4.3 Stationire Antwort auf harmonische Erregungen (unterkritisch, kritisch, iiberkritisch)



14.4 Erzwungene Schwingungen 25

Das einzige markante Maf ist ¢ = 90°. Dazu kann man die Erregung auf die horizontale
Ablenkung (x) eines Oszillographen, die Antwort auf die vertikale Ablenkung () legen

X =R sinwgt
Ry .
y=7Vsm(wEt—ap) (14.4.16)
Auf dem Bildschirm entstehen dann im eingeschwungenen Zustand sogenannte Lissajous-

Figuren (Abb. 14.4.4). Eine vertikal stehende Ellipse zeigt den Resonanzfall an.

y = Antwort

/_7 4 X(—\ — Abb. 14.4.4
g(/ x= E”egUM Lissajous-Figuren zur Bestimmung
des Resonanzpunktes

Zum AbschluB der Diskussionen bei harmonischer Erregung wenden wir uns nochmals
dem Einschwingverhalten zu und beschrinken uns dabei auf den Resonanzfall =1 und
gehen vom Ruhezustand r(0) =0, 7(0) =0 aus. Nach (14.4.10) finden wir dann leicht
fiir die transiente Antwort

To §
= — | o~ Wt i + —

r(t) % [e <ﬂsmet costt> coswt} (144.17)
Bei schwacher Dimpfung trigt der sin-Term nur sehr wenig zur Losung bei, und es ist
wp =~ w. Wir erhalten nidherungsweise

r(t) - 1 _gwt

T = 2§(e 1)coswt (14.4.18)
Wir ersehen aus dieser Losung, daf} der Aufbau der Amplitude um so linger dauert, je
kleiner ¢ ist. Die exakte Losung (14.4.17) und die niherungsweise Losung (14.4.18)
sind in Abb. 14.4.5 dargestellt.

Hysteretische oder Strukturdimpfung

Wir haben bisher einen Didmpfungstyp ausgeklammert, der in engem Zusammenhang
mit der stationiren Antwort bei harmonischer Erregung steht. Nun verfiigen wir iber
den notwendigen Hintergrund fiir die Diskussion und koénnen uns der Strukturdimpfung
zuwenden.

Bei harmonischer Erregung wird dem System stindig mechanische Energie zugefihrt.
Andererseits sorgen Dimpfungseffekte fiir die Umwandlung mechanischer Energie in
Wirme. Hat sich eine stationidre Antwort eingestellt, besteht zwischen Energiezufuhr und
Energiedissipation ein Gleichgewicht. Die durch Dimpfung verlorengegangene Arbeit
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fatil

Abb. 14.4.5 Aufbau der stationiren Amplitude im Resonanzfall und bei schwacher Didmpfung

0]

AA,

A - Abb. 14.4.6

Verlustarbeit durch Dimpfung im
Kraft-Weg-Diagramm

pro Zyklus kann somit leicht aus der Arbeit der Erregungskraft R(f) an dem entspre-
chenden Weg r(¢) berechnet werden. Der infinitesimale Beitrag ergibt sich zu

ddp =R (t)dr=R(t)rdzt (144.19)
und fiir einen Zyklus der Periode T erhalten wir

Tg
Adp =J.R(t)i‘dt (14.4.20)
0

Diese Verlustarbeit wird in einem R-r-Diagramm als Hystereseschleife direkt sichtbar
(Abb. 14.4.6).
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Bei viskoser Dampfung ergibt sich mit

R(t) = Rosinwgt

R
r(t)=7€3Vsin(wEt—¢) (144.21)
aus (14.4.20) sofort
Tg
R; _ Rg
AAp = m Vg fs1n(wEt)cos(wEt —p)dt = = Vmsing (14.422)
0
Wir weisen auf (14.4.12) und (14.4.13) sowie (14.3.4) hin und erhalten weiter
Rg WE
AAdp = * Vm2§ <)V
= cnwEr;ax (14.422a)
mit
Ry
Tmax =HV =7V (14.4.23)

als Amplitude der stationiren Antwort. Demnach mii}te die Verlustarbeit pro Zyklus
von der Frequenz abhingen. Experimente mit einer ganzen Reihe von Materialien zeigen
aber gerade, daf dies nicht der Fall ist, wenn innere Reibung oder Strukturdimpfung fir
die Dissipation mafigebend ist. Man stellt also lediglich einen Zusammenhang

AAD =Cy 2

rmax

(14.4.24)

mit der Konstanten ¢;; auf und bestitigt, dal die Verlustarbeit vom Quadrat der Ampli-
tude abhingt. Aus dem Vergleich von (14.4.22a) und (14.4.24) ergibt sich sogleich, dafy
die Strukturddmpfung in eine dquivalente viskose Dampfung umgesetzt werden kann
il
Coqg = T (14.425)
Voraussetzung dafiir ist jedoch eine harmonische Erregung. Mit (14.4.25) ergibt sich die
Bewegungsgleichung fiir hysteretisch geddmpfte Systeme als

'r'+'y£;-wi+w2r=w2rosinwEt (14.4.26)
wobei
CH
T x (144.27)

der Strukturdimpfungsfaktor ist (Anhaltspunkt: y= 0.05 fiir Metalltragwerke). Die
Beziehung (14.4.26) gibt noch klar den Zustidndigkeitsbereich an: dieser ist beschriankt
auf harmonische Erregung. Durch die in der Dynamik gern verwendete komplexe Dar-
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stellung kann dies leicht vergessen werden, wie im folgenden gezeigt wird. Zum Beispiel
schreibt man fiir eine harmonische Erregung
R(t) = Roe'“E"

= Ro(coswgt +isinwgt) (14.4.28)
Der Realteil der komplexen Erregung erfafit somit die cos-Anregung, der Imaginirteil
die sin-Anregung. Die entsprechende Differentialgleichung lautet bei hysteretischer
Diampfung
int

. w .
r+'ya;wr+w2r=w2r0e (14.429)
und hat die partikuldre (bzw. stationdre) Losung der Form
rp(t) = apeint (14.4.30)
Das Einsetzen in (14.4.29) liefert uns sogleich
To
ay (14.4.31)

1+ iy = (wg /w)?

wobei der Realteil in (14.4.30) die Losung fir die cos-Anregung und der Imaginirteil
die Losung fiir die sin-Anregung darstellt. Aus (14.4.30) folgt weiter

. . fwgt
Fp(t) =iwga,e

=iwgn,(?) (14.4.32)
An Stelle von (14.4.29) kénnte man also auch
By + P (1+im)r, = wiree B (14.433)

schreiben. Hier ist nun auf der linken Seite jeder Hinweis auf die harmonische Erregung
verschwunden. Man beachte also, daf bei Strukturdimpfung im allgemeinen nicht gilt

F+w?(i+iy)r=R(2)

14.4.2 Periodische Erregung

Wir gehen nun einen Schritt in Richtung allgemeiner Lastbilder und behandeln periodische
Krafterregungen. Periodische Kraftverldufe wiederholen sich in einem bestimmten Zeit-
abstand, der Erregungsperiode 7, sind im iibrigen aber im Kraft-Zeit -Verlauf beliebig.
Ein typisches Beispiel zeigt Abb. 14.4.7. Der wichtigste Schritt in der Behandlung solcher
Probleme besteht darin, die gegebene Belastung mit der Periode T =2m/wg in eine
Fourier-Darstellung Rp(f) umzuwandeln. Den formelhaften Zusammenhang fiir diese
Umwandlung finden wir in allen gingigen Handbiichern fiir Ingenieure

Rp(t) = %Ao + " (Ayc0s(nesgt) + B,sin(nwog ) (14.4.34)

n=1
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R(t)

2n

<—]‘;___= —_—

we

Abb. 14.4.7 Beispiel fiir eine periodische Erregung

wobei
Te
— 2 . —
A, = I R(t)cos(nwgt)de ; n=0,1,2,...
E
0
(14.4 35)
Tg
-2 : . -
B = ' R(t)sin(nwgt)dr ; n=1,2,...
E
0

Nun miissen wir uns noch eine wichtige Eigenschaft unserer Differentialgleichung klar-
machen. Es sei r,(¢) eine Losung fir R,(f) und r,(f) eine Losung fiir R,(¢), d.h.es gilt
¥+ 2CwF, + wir, =R (1)
' ! P (14.4.36)
Fa+ 28wy + w'ry = Ry(t)

und ¢,, ¢, seien beliebige Konstanten. Dann ist ¢,r; + c,r, eine Losung fiir die Be-
lastung ¢, R(?) + c; R, (¢), wie sich sehr leicht direkt zeigen lafdt

ciFy e 125w ey Pyt eary) + Wi (eyr tears)
=c (Fy + 28wF + WPiry) + ey (Fy + 28wi, + w?ry)
= ¢,Ry(£) + c2 R (f) (14.4.37)

Unsere Differentialgleichung ist linear, und deshalb ist das Superpositionsprinzip anwend-
bar. Bei der allgemeinen periodischen Erregungsdarstellung (14.4.34) geniigt es also, die
Antwort fur sin- und cos-Einzelerregung zu kennen, d.h. fiir rein harmonische Erregung.
Die sin-férmige Erregung wurde schon behandelt (s. Abschnitt 14.4.1). Fiir die cos-
formige Erregung ist es nicht notwendig, dafl eine neue Berechnung durchgefiihrt wird,
denn hier kann die Zeitachse einfach als (gegeniiber der sin-Erregung) verschoben ange-
sehen werden. Wir notieren also mit Hinblick auf (14.4.11), (14.4.13) und (14.4.14) die
stationdre Losung zur Erregung (14.4.34)

rp(t) =%{%A0 + Z [AnVncos(nwEt —@,) t BV sin(nwgt - cpn)]l (14.4.38)

n=1
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mit
V, = [@ntB)*+ (1-n2p?? /2 (14.4.39)
und
2n{p
0, = arctanl_—nzﬁ2 (14.4.40)

Offensichtlich geht V,~ 0 fir n >0, d.h. in den Vergroferungsfunktionen werden die
hochfrequenten Antwortteile immer schwicher. Auch wenn die Entwicklung fir R(?)
schlecht konvergiert, so kann doch die Antwort sehr gut konvergent sein. Dies ist essentiell
fur die praktische Anwendung, denn dort wird man ja immer mit einer beschrinkten,
moglichst geringen Anzahl von Reihengliedern arbeiten.

Ein einfaches Beispiel moge diesen Sachverhalt etwas erhellen. Die in Abb. 14.4.8, Teil a),
skizzierte periodische Rechteck-Funktion als Erregung hat im Periodenintervall 0 < ¢ < T
die Darstellung

R(t)= R, fir O0<t<T;/2
R(t)=—R, fir T;2<t<1Tg

Da R(t) beziiglich der Mitte des Integrationsbereichs (0, 7;) antisymmetrisch ist, folgt,
daf die Koeffizienten 4, der cos-Terme in der Fourier-Entwicklung verschwinden

A,=0; n=0,1,2,...
Fiir die sin-Glieder erhidlt man aus (14.4.35)

2R,
B = ——(1-cosnm)

n~ nmw
d.h. also
B =0 fir n=2,4,6, ...
_14R0 . _
S0 T fir n=1,3,5, ...

Die Fourier-Entwicklung der Lastfunktion R(#) bis zur Ordnung n,,,, lautet somit

Nmax
0

4
Rp(t)=—— Z %sin(nwEt)
n=1,3,5
eine Funktion mit einer nicht besonders guten Konvergenz, wie der Darstellung Abb.
14.4.8, Teil b), zu entnehmen ist: die Abweichungen von der angestrebten Rechteckform
sind bei der Beriicksichtigung von 10 Termen (npax = 19) ganz erheblich, selbst bei
50 Reihengliedern (ng,x = 99) sind sie noch deutlich zu erkennen. Die Approximationen
der stationiren Antwort sind nach (14.4.38)

o Mmax
n . .
rp(t)= - Z T sin(nwgt —¢,)
n=1,3,5
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Max™ |
R(H\ Re(t) =5
=19
R o =99
o R,
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t
_R‘J«. 'Ro_
=2n
[-<——TE = o ——-J
a) Erregungsfunktion b) Fourier-Darstellungen der Erregungsfunktion
(1)
Npox= |
= 5 .
=19 10
= 100
99 " T
107 g
102
o
t 1072 o
1074 oo
1078 e SN
10-6 MW"SE
0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00
c) Stationdre Antwortfunktionen d) Fourier-Koeffizienten von

Erregung ( A ) und Antwort ( ©)
Abb. 14.4.8 Periodische Rechteck-Emregung und stationire Antwort (8=1, ¢=0.05)

wobei ¥, und ¢, in (14.4.39) und (14.4.40) gegeben sind und abkiirzend die ,,statische*
Auslenkung

Ro
r():_]'c—

eingefiihrt wurde.

Fir den Fall $= wg/w =1 und {=0.05 sind diese Niherungen der gleichen Ordnungen,
wie sie fiir die Erregungsfunktionen verwendet wurden, skizziert, und man erkennt, da}
bereits im ersten Glied der Reihe die Antwort praktisch enthalten ist (Abb. 14.4.8 (c)).
Zur weiteren Verdeutlichung sind in Abb. 14.4.8, Teil d), die Koeffizienten der Fourier-
Entwicklung der Erregung (1/n) und der Antwort (¥,/n) dargestelit.
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14.4.3 Allgemeine Erregung und Fourier-Integral

Wir wissen, dafl der Kraftverlauf innerhalb der Periode Ty einer periodischen Erregung
beliebig sein kann. Nun stellen wir uns einfach vor, da die Zeitdauer 7z immer mehr
ausgedehnt wird. Wir ndhern uns so der allgemeinen Erregung (Abb. 14.4.9). Gleichzeitig
mit der Ausdehnung von T wird wg =27/T; immer kleiner und die diskreten Beitrige
nwy ricken immer ndher zueinander. An die Stelle der Summen in (14.4.34) treten
dann Integrale. Wir haben also

]E, - oo
Wy > dQ (14.4.41)
nwg > £

Bei der Bildung des Grenziibergangs ist zuvor der Faktor 2/Tp = wg/m aus (14.4.35)
in (14.4.34) zu iibernehmen. Es ergibt sich so

oo

J(A(Q)cosﬂt +B(Q)sin Q)42 (14.4.42)
0

RF 1

(=]

A(Q) = %jR(r)cothdI

0
(14.4.43)

oo
B(Q)= HR(r)strdr
0

Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist, da® R(¢) stiickweise stetig ist und

JIR(r)ldt
0

finit bleibt. Die Darstellung der Erregung in (14.4.42) kann wiederum als Summe iiber

R(t)

/\/’\. Abb. 14.4.9
Allgemeine Krafterregung
t
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harmonische Grundkomponenten in £, A(£2)cosQt und B(£2)sin ¢, angesehen werden,
und dementsprechend lautet die Antwort (siehe auch (14.4.38))

ry(t) = HV(Q) [A(Q)cos {Qr = o(Q)} + B(Q)sin {Qf — 9(Q)}]dQ (144 .44)
0
wobei
2 2)2]—1/2

V(Q)=[[2§%} + {1—(%) H (14.4.45)

und
£
()= arctanl ‘S‘.’Z)z (14.4.46)

Die analytische Anwendung der Formeln (14.4.42) bis (14.4.46) ist mithsam und von
der Existenz der Integrale abhingig. Praktischen Nutzen zieht man nur aus einer nume-
rischen Behandlung. Hier sind zwei Verfahren von aktueller Bedeutung zu nennen: die
diskrete Fourier-Transformation (DFT) und speziell die schnelle (,fast) Fourier-
Transformation (FFT). Die weitere Diskussion geht jedoch iiber den Rahmen einer
Einfiihrung hinaus.

14.4.4 Impulsartige Erregung (Dirac-Impuls)

Unter einer impulsartigen Erregung wollen wir eine kurzzeitige Krafteinwirkung auf das
Tragwerk verstehen. In Abb. 14.4.10 ist ein allgemeines Beispiel dargestellt. Die Dauer
der Krafteinwirkung bezeichnen wir als Impulsdauer #,, die Fliche unter der Kraft-Zeit-
Kurve als Impulsstarke 1

Ir
I= [R(r)dr (14.4.47)

0

R

Abb. 14.4.10

Allgemeine impulsartige Erregung,
— Impulsdauer #; und Impulsstirke J

-
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Ausgehend von der allgemeinen Differentialgleichung des krafterregten, viskos geddmpften
Schwingers (14.4.1), erhalten wir fiir die Geschwindigkeit am Ende der Impulswirkung
bei ruhendem Ausgangszustand r(0) =0, #(0) =0

154 t

4 T
%2 JR(r) dr —2¢w Jf(t) dr - wzjr(t)dt
0 0 0

(1)

I I
w3l ; )
2w | Hdr-w fr(t)dt (14.4.48)
0 0

Geht man nun davon aus, dal die Impulsdauer #; nur kurz ist, so kann sich bis zum Ende
des Impulses keine nennenswerte Verschiebung aufgebaut haben, und die Integralterme
in (14.4.48) sind vernachlissigbar. Es gilt dann

r(t)~0

2
Fty) ~ wTI - % (14.4.49)

und dies sind zugleich die Anfangsbedingungen der dann folgenden freien Schwingung.

Was fiir den Impuls endlicher Dauer — unabhingig vom Kraftverlauf — nidherungsweise
zutrifft, gilt fir den Dirac-Impuls exakt. Darunter verstehen wir einen Impuls beliebig
kurzer Dauer, aber endlicher Impulsstirke

t
1=t}iixlo<fR(r)dr> (14.4.50)
0

Die Antwort auf einen Dirac-Impuls bei ¢t =0 ist eine freie geddmpfte Schwingung, die
auch bei t =0 einsetzt und die Anfangsbedingungen (14.4.49) erfiillt. Wir erhalten in
Anlehnung an (14.3.19) sofort

r(z)= miDe"fwfsinth (14.4.51)

Die maximale Auslenkung ist ndherungsweise

I

Fmax ~ fcop (14.4.52)

bei nicht zu grofer Dampfung. Bei Impulsen endlicher Dauer 14t man ersatzweise einen
Dirac-Impuls im Schwerpunkt ¢g des Kraft-Zeit-Verlaufs wirken und erhilt als Niherung
der Antwort

I — —
r(l‘)%m—wDe fot ts)sinwp(t—fs) (14.4.53)
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Die Formeln (14.4.52) und (14.4.53) sollten allerdings nur fir
1
5T < 4

verwendet werden, da bei lingeren Impulslaufzeiten die Form des Kraftverlaufs eine Rolle
spielt. Auerdem braucht dann das Maximum der Auslenkung auch nicht in der Frei-
schwingungsphase zu liegen, sondern kann schon vorher auftreten. Fiir diesen Bereich
liefert unsere Naherung aber keine Informationen.

14.4.5 Allgemeine Erregung und Duhamel-Integral

Wir konnen einen beliebigen Kraftverlauf auch als Folge vieler infinitesimaler Impulse
ansehen (Abb. 14.4.11). Ein solcher Impuls zum Zeitpunkt ¢ = weist die Impulsstirke

dI = R(F)df (14.4.54)

auf und fuhrt zur Antwort fir ¢t > ¢
1 o _3 o
dr(r) = =——R(F)e $«@ =1 t—f)df 14.4.55
r( ) me ( )e sin wD( ) ( )

Wir gehen vom Ruhezustand aus und summieren (integrieren) die Beitrdge aller Impulse
bis zum Zeitpunkt ¢

t
r) = r—r%BJR(f)e"f“’(t_f)sinwD(t—f)df (14.4.56)
0

Damit ist das sogenannte Duhamel-Integral im Prinzip bereits gefunden. Wir wenden
lediglich noch das Additionstheorem fiir Winkelfunktionen an, ehe (14.4.56) integriert
wird, und erhalten so

r(t) = A(t)sinwpt — B(f)coswpt (14.4.57)
R(D
|
RIF) §§_/dz

—- |

Abb. 14.4.11 Allgemeiner Kraftverlauf als Folge infinitesimaler Impulse



36 14 Einfiihrung in die Elastodynamik: einfache Schwinger

t

A(r)=m—cl% R(f)e @~ Neos(wpf)di
° (14.4.58)
t

B(t) = ;,%J; R(H)e 8= Dsin(eop F)dF
0

Diese Integrale lassen sich leicht numerisch auswerten. Wir teilen die Zeitachse f in
gleichmifige Intervalle ein und berechnen uns an den Intervallpunkten nAf (n=0, 1,2, ...)
die Integrandenwerte zu (14.4.58)

a, = R(nAf)e™ @ Mm=MA o5 (0 nAF)
by = R(nAf)e™ $@ M =MALGin () nAF)

wobei t=mAf den Endzeitpunkt der Integration anzeigt (Abb.14.4.12). Nach der
allgemein bekannten Trapezregel erhalten wir dann

(14.4.59)

A~ (@0 +2ay+2a, + ...+ 2ay +ay)

2mw,
b (14.4.60)

B(t)= 57"%)@0+2b1 +2b,+ ... +2b, 1+ by)

Diese Formel ldf8t sich sehr einfach mit wachsendem ¢ verwenden, so daf} der Zeitverlauf
im Raster Af problemlos mit (14.4.57) aufgestellt werden kann.

a(f)

|

a, Abb. 14.4.12
a Zur numerischen Behandlung
° o des Duhamelintegrals
0 Af i AF ;

14.4.6 Fundamenterregte Schwingungen

Eine wichtige Teilklasse von Schwingungsproblemen ist bei Schwingungsmefigerdten und
bewegten Fahrzeugen anzutreffen. Dort ist der Schwinger auf einem Fundament aufge-
baut; die Erregung erfolgt durch die Fundamentbewegung (Abb. 14.4.13). Sowohl die
Fundamenterregung r5(¢) als auch die Bewegung r(t) der Masse m beziehen sich auf
ein Inertialsystem. Somit ergibt sich als elastische Kraft

R,=k(r—rg) (14.4.61)
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é r(t)

m

k lc "Abb. 14.4.13
rB(f)

WAL

Modell des fundamenterregten Schwingers

und fir die viskose Ddmpfungskraft
Ry =c(F—Fg) (14.4.62)

d.h. hier ist die Relativbewegung malgebend fir die Riickstellkrifte. Fiir die Tragheits-
kraft gilt aber wie bisher

R, =mr (14.4.63)
Hieraus ergibt sich beim Fehlen dufierer Krifte R(f) die Bewegungsgleichung

mi+crtkr=krg+crg (14.4.64)
bzw. nach Division mit m

Ft28wr+ wir = wirg + 2§wryg (14.4.65)

Dabei wird rg(f) als bekannt vorausgesetzt, und die weitere Behandlung erfolgt nach
den Regeln fiir Krafterregung. Ein praktisch bedeutsamer Fall ist die harmonische Funda-
menterregung

rg(t) =rysinwgt (14.4.66)

welche zur dquivalenten Kraft

Ry(t) = k(rB + %)5,-3)
=kry(sinwgt + 2§Bcoscwy ) (14.4.67)
filhrt. Nach dem Superpositionsprinzip erhalten wir die stationire Antwort
rp(t) = roV[sin(wEt — )+ 2{Bcos(wgt — ¢)] (14.4.68)
wobei die VergréBerungsfunktion ¥ und die Phasenverschiebung ¢ bereits aus der har-

monischen Krafterregung bekannt sind, siehe (14.4.13) und (14.4.14). Nach dem Addi-
tionstheorem fiir Kreisfunktionen gewinnen wir hieraus leicht

rp(t) =ry Vg sin(wg? — ¢g) (14.4.69)
wobei

V= V[1+ (25612 (14.4.70)
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Abb. 14.4.14 Ubertragungsfunktion und Phasenverlauf bei Fundamenterregung



14.5 Schwinger mit starren Bewegungsmoglichkeiten 39

wiederum als Ubertragungsfunktion bezeichnet wird, und fir den Phasenwinke] erhalten
wir nun

@g = ¢ + arctan(— 2§ 0) (14.4.71)

Die Funktionen ¥; und ¢ sind in Abb.14.4.14 dargestellt. Erwartungsgemify stellt
sich bei Resonanz =1 eine besonders hohe Amplitude ein. Dagegen liegt fiir § > V2
die dynamische Amplitude unter der statischen.

14.5 Schwinger mit starren Bewegungsmaoglichkeiten

Das in Abb. 14.5.1 vorgestellte System hat zwei Massen und damit zwei Bewegungs-
moglichkeiten. Da das Modell jedoch frei rollen kann, muf} die Summe der dufieren Krifte
beim Fehlen einer Erregung Null sein. Dies ist sicher nicht der Fall, wenn die Bewegung
der beiden Massen vollig beliebig ist. Obwohl also zunichst zwei Freiheitsgrade vorliegen,
wird die Bewegung durch einen Zwang eingeschrinkt, und es gibt nur einen unabhingigen
Freiheitsgrad. Wir bewegen uns damit effektiv immer noch im Rahmen der Einfreiheits-
gradsysteme. Die an den Massen angreifenden Krifte sind

R, =mF,
R p=c(f,—1) (145.1)
Ry =k(rp—n)
bzw.
Ry =mh,
R,p=c(r,—1) (1452)

Ry, =k(r,—n)
und jede dieser Kraftgruppen muf im Gleichgewicht sein

m¥ +c(F,—r)tk(r,—r)=0
R b (14.5.3)
mi¥, +c(f,—r) +k(r,—r)=0

Zugleich muf aber die Summe aller dieser Krifte Null sein, wenn keine duflere Kraft
vorhanden ist. Dabei heben sich Dampfungskrifte und elastische Krifte als innere Kraft-
gruppen heraus

m¥, +m¥, = 0 (14.5.4)

Abb. 14.5.1

Modell eines Schwingers mit starrer
Bewegungsmoglichkeit
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Abb. 14.5.2 Einfiihrung elastischer und starrer Bewegungskomponenten
beim Schwinger mit starren Bewegungsmoglichkeiten

Dies ist zugleich die Nebenbedingung, die die Freiheit des Systems auf effektiv einen
unabhingigen Freiheitsgrad einschrinkt. Statt nun das mit (14.5.3) und (14.5.4) be-
schriebene gekoppelte System mithsam zu 16sen, filhren wir eine neue Beschreibung der
Systembewegung ein, die in starre und elastische Bewegungskomponenten gegliedert ist
(Abb. 14.5.2). Wir haben damit eine erste, noch sehr einfache Form generalisierter
Freiheitsgrade. Wir erhalten als Beziehung zwischen den urspriinglichen r, -, 7, -Freiheits-
graden und den neuen 7,- und 7, -Komponenten hier

= rtr

h=—rtr, (145.5)
Setzt man dies in (14.5.3) bzw. (14.5.4) ein, so geht die Nebenbedingung in

=0 (14.5.6)
und die beiden Gleichungen in die identische Aussage

mr,+2cr, +2kr,=0 (14.5.7)
iber. Wir haben also eine Entkoppelung erreicht. Dabei hat (14.5.6) die Losung

To =dg t byt (14.5.8)

Dies bedeutet einfach, daf} der Schwinger eine gleichmifige starre Bewegung ausfithren
kann. Dem iiberlagert ist die Lsung von (14.5.7), welche uns schon hinreichend bekannt
ist (siehe z.B. (14.3.19))

r,(t) = e~ X (g coswpt + b,sinwpt) (14.5.9)
mit
/2%
wp=VI-Q27 |22 (14.5.10)

Es handelt sich um eine gedidmpfte Schwingung. Die vier Konstantena,, b, , a,, b, lassen
sich aus den vier Anfangsbedingungen r,(0), 7,(0), r,(0), 7,(0) eindeutig bestimmen.
Abb. 14.5.3 zeigt eine ungeddmpfte Schwingung, bei der nur der elastische Bewegungs-

anteil angeregt ist. Der Schwerpunkt des Systems bleibt dann stindig in Ruhe.
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14.6 Verallgemeinerung des Freiheitsgradbegriffs und Einfithrung
generalisierter Steifigkeiten, Massen und Diampfungen (Rayleigh-Ritz)

Das Konzentrieren (engl. lumping) von Struktureigenschaften — wie Steifigkeit, Trigheit
und Dissipation — ist die einfachste Mdglichkeit, eine Beschrinkung der mannigfaltigen
natiirlichen Bewegungsmoglichkeiten zu erreichen. Ohne Zweifel spielt dabei die Intuition
des Ingenieurs eine dominante Rolle und dies durchaus mit Erfolg.

Eine alternative und mathematisch klar abgestiitzte Methodik zur Beschrinkung der
Freiheitsgrade wurde von Rayleigh und Ritz entwickelt. Demnach machen wir fiir die
Verschiebungen # an einem beliebigen Punkt des Tragwerks mit Koordinaten X einen
Funktionsansatz. Der Freiheitsgrad r hat hier dann die Bedeutung einer Amplitude

u(x,y,z;t)
ux,t)=| vlx,yz1)|= w(x) r) (14.6.1)
(3X1) w(x, y,z; 1) (3X1)

Dabei hat der Verschiebungsansatz nur die primaren oder essentiellen Randbedingungen
zu erfiillen, nicht aber die sekundiren oder natiirlichen. Darunter verstehen wir in unserem
Falle ganz schlicht, dafl der Verschiebungsansatz nur die kinematischen Randbedingungen
zu erfiillen hat und nicht die statischen. Diese Aussage trifft hier zu, weil wir unser
Problem mit Hilfe der Verschiebungen beschreiben.



42 14 Einfihrung in die Elastodynamik: einfache Schwinger

hy,v
EI = Biegesteifigkeit
N ELAp,l A = Querschnittsflache
] P = Masse pro Linge
N x [ = Lange
N

Abb. 14.6.1 Kontinuierlicher Kragbalken als Schwingungsmodell

Hier ist es an der Zeit, ein kleines Beispiel aufzugreifen (Abb. 14.6.1). Wir wollen nihe-
rungsweise die Eigenschwingung eines Kragbalkens berechnen. Die kinematischen Rand-
bedingungen sind dann

v(0)=0
V'(0) =0 (14.6.2)

wihrend die statischen Randbedingungen besagen, da Moment (~ v"") und Schubkraft
(~ v""") am freien Ende Null sein miissen. Der Ansatz

v(x) =(§‘)2r (14.6.3)

ist also im Sinne des Rayleigh-Ritz-Verfahrens zulissig, obwohl dann das Moment am
freien Ende keineswegs Null ist. Wir gehen nun wieder zu (14.6.1) und bestimmen aus
den Verschiebungen nach den Regeln der Elastizitdtstheorie die Dehnungen, wie in Bd. I
ausfiihrlich beschrieben

v =D'u=D'wr
=er (14.64)
Mit dem Materialgesetz
O=K€=K[Y 1] (14.6.5)
stellen wir dann leicht mit Hilfe des Einheitsverschiebungsgesetzes die Steifigkeit (allge-
mein: die Steifigkeitsmatrix) auf
k=Je:k.e1dV (14.6.6)
14

Als nichstes wenden wir uns den Trégheits- und Ddmpfungskriften zu. An einem
Element dV des kontinuierlichen Tragwerks mit der Masse pdV (p = Massendichte) greifen
nach dem Newtonschen Gesetz die Tragheitskrifte

dR, = pdVii = pw(x)dVF (14.6.7)

an. Geht man ferner davon aus, daf} die Energiedissipation verteilt erfolgt, dann gilt fir
die viskose Dampfung

AR, = udVit = pw(x)dvi (14.6.8)
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wobei u(x) die lokale Dimpfungskonstante ist. Trigheitskrifte und Dampfungskrifte
sind iiber das ganze Tragwerk verteilt. Wir miissen sie in diskrete Krifte umsetzen, also
in unserem Fall in je eine dquivalente Kraft (R; bzw. Rp). Dazu fordern wir, dafd R;
bzw. Ry die gleiche Arbeit an r leistet wie R; bzw. R, am lokalen # im Integral iiber
das Tragwerk (Arbeitsiquivalenz)

rR; =juthI=r pw'wdVi

14 v
R, =Ju‘dRD = rfuw‘wdw‘ (14.69)
14 14
Demnach ergibt sich als Masse (allgemein: Massenmatrix)
m =fpw‘de (14.6.10)
14

und als Dampfungskonstante (allgemein: Dampfungsmatrix)

c =Juw‘de (14.6.11)
|4

Wenn unser kontinuierlicher Schwinger einer kontinuierlich verteilten Anregung unter-
liegt, z.B. den Volumenlasten p; (X, ) oder den Oberflichenlasten pg(x, ¢), so erfolgt
die Umrechnung nach den gleichen Regeln

rR(t) = j u'pydv +Ju‘pst =r ( j w'p, 4V +Jw‘deS> (146.12)
v s 14 S
und wir erhalten so eine arbeitsiquivalente Ersatzkraft
R(1) =fw‘p,,dV . J WpgdS (14.6.13)
v N

Bei konsequenter Einhaltung dieser Arbeitstechnik wird die berechnete Eigenfrequenz
stets iiber der wahren liegen (Schrankenregel). Wir sehen, dafl wir nun in der Lage sind,
auch ohne die elementare Methode des ,lumping* die Technik der vorangegangenen
Kapitel zu nutzen.

Einige Anmerkungen zu dem in Abb. 14.6.1 skizzierten Beispiel sollen die allgemeinen
Ausfilhrungen abrunden. Fiir die ungeddmpfte erste Eigenfrequenz kann den Handbiichern
als analytisches Resultat entnommen werden (ohne Beriicksichtigung von Drehtrigheits-
effekten und Schubdeformationen)

_ 35160 /T
“an = Y pa
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Wir versuchen zunichst den einfachsten Ansatz (14.6.3)

b= (5)2r
!
und berechnen daraus mit der elementaren Biegetheorie die Lingsdehnung
d*v _ 2
T T

Folglich wird die Steifigkeit

() (3 -4 ( )

0 A

exx

EI

=4l3

Fir die Masse ergibt sich
1

m= J( )dV——— x%dx

0
1
= 5pAl

und daraus folgt fiir die Eigenfrequenz

_ 1/’% 4472 ] JET +272%)

Wer iiber dieses Resultat enttduscht ist, sollte nicht vergessen, daf} eben ein Freiheitsgrad
als Reprisentant fiir unendlich viele Bewegungsmoglichkeiten etwas wenig ist.

Wenn wir eine einfache Ballung durchfithren, verteilen wir die Hilfte der Balkenmasse
in den Kragpunkt x =/, die andere Hilfte in das Auflager. Es wird also

1
m—2pAl

und die Steifigkeit fiir eine Einzellast am freien Ende ist

Daraus folgt

o V6 [EL 24495 [ET

Vo1~ "7 Voa (-30.3 %)

Wir sehen, da® dieses Resultat noch schlechter ist. Es verletzt offensichtlich auch die
Schrankenregel, die beim Rayleigh-Ritz-Verfahren eingehalten wird.
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Zum Abschlufd versuchen wir noch den Ansatz

730}
PT\1) T3\
der insofern realistischer ist, als er auch die Bedingung M =0 am freien Ende erfullt.
Wir erhalten dann

202 (x
x|t T

und damit die Steifigkeit

2 2x
e el i

1
2
= | (-7 (oo
0 A
A El
373

Ferner ergibt sich fir die Masse

ol 36T

1
= pal [(@ -1
0

11

= J0s P4/

Die Eigenfrequenz wird also

4105 EI 3. 5675 EI
Vit Vourr = Voa (+1.5%)

Mit diesem Ergebnis kdnnen wir nun wohl zufrieden sein; es hdlt die Schrankenregel
immer noch ein.

Wir haben uns in diesem und den folgenden Kapiteln auf positive {-Werte (die eine
Dimpfung des dynamischen Vorgangs implizieren) beschrinkt. Nun kann es aber vor-
kommen, daf ein schwingendes System einem umgebenden Medium (wie Luft) Energie
entziehen kann, die nicht nur die innere und duflere Démpfung iiberwindet, sondern
auch die Schwingung kritisch oder sogar iberkritisch anfacht. Dies kann wiederum
durch ein negatives Dampfungsverhiltnis ¢ ausgedriickt werden. Ein derartiges Verhalten
ist charakteristisch fiir den Luftfahrtbereich bei aeroelastischen Schwingungen eines
Fliigels. Der Leser wird einen ersten Einblick in diese Phinomene in den Kapiteln 24
bis 26 gewinnen kénnen.
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Literatur zu Kapitel 14

Die Literatur zu diesem elementaren Themenkreis ist sehr umfangreich, Darstellungen des 1-Massen-
Schwingers sind — mehr oder weniger ausfiihrlich — in allen Lehrbiichern der Technischen Mechanik
und der Physik zu finden. Eine bescheidene Auswahl einiger leicht zugénglicher Monographien soll den
Leser zu erginzenden Studien anregen.

[14.1] K. Magnus; Schwingungen (Teubner, Stuttgart, 3. Aufl. 1976).

[14.2] K. Klotter; Technische Schwingungslehre, Band 1 (Springer, Berlin, 1980).

[14.3] P. C. Miller, W. O. Schiehlen; Lineare Schwingungen (Akademische Verlagsgesellschaft,
Wiesbaden, 1976).

[14.4) S. Timoshenko,; Vibration problems in engineering (van Nostrand, Princeton, 1955).

[14.5] J. P. den Hartog; Mechanical vibrations (McGraw-Hill, New York, 1956).

[14.6] R. W. Clough, J. Penzien; Dynamics of structures (McGraw-Hill, New York, 1975).

[14.7] W. C. Hurty, M. F. Rubinstein; Dynamics of structures (Prentice-Hall, Englewood Cliffs.,
1964).
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15 Grundgleichungen und Arbeitsprinzipien in der
Dynamik

Das Ziel dieses Kapitels ist die Aufstellung der allgemeinen Bewegungsgleichungen in
einem beliebig bewegten Bezugssystem. Dazu wird, vom Newtonschen Bewegungsgesetz
ausgehend, das Prinzip der virtuellen Verschiebungen auf die Dynamik erweitert und
daraus durch Halbdiskretisierung im Raum fiir kontinuierliche Tragwerke ein System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen gewonnen, das die allgemeine Bewegung der Struktur
in Zeit und Raum beschreibt. Konservative Lasten und Approximationen der allgemeinen
Dimpfung fihren auf verschiedene Vereinfachungen, die unter gewissen Voraussetzungen
die Losung der Bewegungsgleichungen erleichtern.

15.1 Eine kurze Erinnerung an die Dynamik des Massenpunktes

Schon in der Statik haben wir Punkte eines Tragwerks betrachtet und beispielsweise mit
dem Ortsvektor x (2.2.1) die Lage und mit dem Verschiebungsvektor z(x) (2.2.2) die
Auslenkung eines Tragwerkspunktes P beschrieben. Die Auslenkung erfolgt aber in der
Statik beliebig langsam. Wie bereits das einfihrende Kapitel 14 demonstriert, geht die
Dynamik von einer endlichen Auslenkungsgeschwindigkeit aus, und die Auslenkungen
u(x,t) sind nicht nur eine Funktion des Ortes x, sondern auch der Zeit ¢. Die Erfas-
sung dieser neuen Dimension kann in bequemster Weise mit den Mitteln der Punkt-
dynamik begonnen werden, da wir uns im Grenzfall das Kontinuum als eine Anhidufung
infinitesimaler Massenpunkte vorstellen konnen.

Wir gehen bei unserer Betrachtung davon aus, daf ein Basiskoordinatensystem existiert,
in dem die Bewegung gemessen werden kann. Unabhingig davon soll auch ein Ereignis
vorhanden sein, ab dem die Zeit gemessen wird. Die Newtonschen Ideen der Unabhidngig-
keit von Zeit und Raum und der Existenz einer absoluten Zeit und eines absoluten
euklidischen Raumes sind eine durch viele Beobachtungen im technisch-praktischen
Bereich begriindete Annahme, die allerdings bereits zu Beginn dieses Jahrhunderts korri-
giert werden mufte, um beispielsweise einige Phinomene der elektromagnetischen Theorie
zu erkliren. Fir die Zwecke der Tragwerksdynamik wird sie aber in aller Regel aus-
reichen. Wir folgen den Newtonschen Ideen weiter und greifen mit seinem ersten Bewe-
gungsgesetz die Frage nach der natiirlichen Bewegung eines Massenpunktes auf. Unter
allen moglichen Bezugssystemen gibt es demnach solche, in denen ein gleichférmig be-
wegter Massenpunkt ohne den Einfluy duBerer Krifte seine Bewegung unverindert bei-
behilt. Ein solches ausgezeichnetes Bezugssystem wird Inertialsystem genannt, und es
geht auf Galilei zuriick. Auch hier mufy gesagt werden, daf} es prinzipiell unméglich ist,
ein derartiges System aufzufinden, das die geschilderte Eigenschaft streng erfullt. Fir
viele Probleme gibt es aber ein solches System wiederum mit sehr guter Niherung.
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Nicht immer wird es zweckmifig sein, in einem Inertialsystem zu arbeiten. Falls uns die
Schwingung einer Turbinenschaufel, eines Hubschrauberblattes oder einer Windturbine
interessiert, wird man ein mitrotierendes Bezugssystem vorziehen. Das gleiche trifft fiir
bewegte Vorginge in Flug- oder Raumfahrzeugen zu, bei denen ein mitgehendes Koordi-
natensystem sehr praktisch sein wird.

Wir unterscheiden deshalb in einer allgemeineren Betrachtungsweise das fiir die praktische
Darstellung dynamischer Vorginge verwendete Koordinatensystem O(x, y, z), das mit-
gehend sein kann, von dem Absolut- oder Inertialsystem O, (x,, ¥4, z4). Arbeiten wir
a priori im Inertialsystem, dann fallen O und O; zusammen. Ein beliebiger Vektor kann
nun einmal mit seinen Komponenten in Richtung x, y, z beschrieben werden, zum ande-
ren auch mit Komponenten in Richtung x,, y,, z, . Um deutlich zu unterscheiden, was
gemeint ist, schreiben wir im ersten Falle beispielsweise a (Bezug O, keine besondere
Kennzeichnung), im zweiten Fall ,a (Bezug 4, Kennzeichnung linker unterer Index A).

Ausgehend vom Inertialsystem Oy, sei die Lage des Ursprungs O des mitgehenden Sy-
stems zur Zeit £ =0 mit X, , zur Zeit ¢ mit (X + u(?)), festgelegt (Abb.25.1.1). Die
momentane Lage der Achsen des mitgehenden Systems O mit Bezug auf 0; wird durch
das Tripel der Einheitsvektoren ,[e, e, e,] beschrieben. Mit Hilfe dieser drei Ein-
heitsvektoren kann ein beliebiger Vektor a (Bezug O) in ,a (Bezug 4A) umgewandelt
werden, und umgekehrt. Es sei

T= e e, €] (15.1.1)

P
und damit gilt
4a=Ta (15.1.2)

N

’ X

Abb. 15.1.1 Lage des mitgehenden Systems O (x, y, z) im Inertialsystem 04(x4,74,24)
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oder auch

a=T'(,a) (15.1.3)
da selbstverstiandlich

T'T=1 (15.1.4)

durch die Orthogonalitit der Einheitsvektoren gewihrleistet ist. Das mitgehende System
soll sich ferner um eine momentane Achse ,e, mit der Winkelgeschwindigkeit
drehen

AW = wplye,) (15.1.5)

wobei ,e_, ein Einheitsvektor in Richtung der Drehachse ist (Rechtsschraube positiv).
Ein Punkt P im mitgehenden System (Bezug O!) hat die Position

x+u={(x+u) (+v) E+w)} (15.1.6)
und ein Beobachter in O registriert die Relativgeschwindigkeit
%_1;”3:{” 5 W) (15.1.7)

sowie die Relativbeschleunigung

2
%;lzi=ij={ij 5o (15.1.8)
fiir diesen Punkt P.

Ein Beobachter im Absolut- oder Inertialsystem ordnet zum gleichen Zeitpunkt dem
Punkt P die Koordinaten
Alxtulp = [x+tulyt [xtu]l=  [x+uly+ T[x+u] (15.19)

zu (Abb. 15.1.2). Die zeitliche Anderung dieser Lage ergibt sich wieder durch Differen-
zieren nach der Zeit t. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dafl auch die Einheitsvektoren ey,
e, und €, in T von der Zeit abhingen

Alp = qlptue + &Aey +twae +(xtuye +(y+ u)Aéy+ (z+w),e, (15.1.10)

Die zeitliche Anderung der Einheitsvektoren ,e; (i=x,y, z) lat sich einfach ermitteln
(Abb. 15.1.3). Wir sehen, daR & einerseits senkrecht auf der durch 4wy, und e; auf-
gespannten Ebene stehen muf}, d.h. ,e; muf} also in Richtung des Vektorproduktes
AWp X 4€; zeigen.
Andererseits ergibt sich der Betrag von 4€; sofort aus dem pro dt anfallenden Zuwachs
auf der Kreisbahn

|4€;1= wor; (15.1.11)
wobei das Maf} 7; sich als

r; = |e;fsina; = sing, (15.1.12)
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P
S ru) bzw. (2 + )

/]

X4

Abb. 15.1.2 Lage eines Punktes P, vom Absolutsystem O, aus betrachtet

Abb.15.1.3

Zur zeitlichen Anderung des Einheitsvektors 4€; bei
einem rotierenden System O

schreiben lifit und o; der Winkel zwischen 4€; und W), ist. Daraus folgt mit der be-
kannten Definition des Vektorproduktes

A8 = 4W0 X 4€; 5 I=Xx,,2 (15.1.13)

Fiir die zeitliche Ableitung der in (15.1.1) definierten Matrix T kann damit formal

T=,w,xT (15.1.13a)
geschrieben werden, wenn unter dem Kreuzprodukt (Vektor)x(Matrix) die Produkte
(Vektor)x (Spaltenvektoren der Matrix) verstanden werden, wiederum zusammengefafdt
in einer Matrix.
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Somit 1aBt sich an Stelle von (15.1.10) auch
Alp = Uyt Tu + T(x + u]
= i+ Ti + g x [Tl + ]|
= Mptyle. € elut,wyx [A[ex e, e]lx+ u]] (15.1.14)
angeben.

Stellt man den Bezug auf das mitgehende System O um, d.h. beschreibt man die Vek-
toren mit Komponenten in Richtung x, y, z, dann erhalten wir noch einfacher

Up=u+ Uy+ Wp X [X + U] (15.1.15)

wobei sowohl ,#, als auch ,u), nach (15.1.3) in Komponenten von O umgerechnet
wurden.
In (15.1.15) ist @ die bereits in (15.1.7) eingefithrte Relativgeschwindigkeit, und

Uy + W, x[x+uj
wird als Fiihrungsgeschwindigkeit bezeichnet. Absolutgeschwindigkeit ist also Relativ-
geschwindigkeit plus Fithrungsgeschwindigkeit.

Zur Berechnung der Absolutbeschleunigung differenzieren wir (15.1.14) nochmals nach
der Zeit

ip = i+ Tt + Tii + G, x (Tx + 1)) + oo x (T(x + u]) + 403, x (Tth)
oder, unter Verwendung von (15.1.13a),

iip= T + g + 6o x (T[X + U]) + 4w, X (Awo % (T[x + u])) + 2,0, x(Tt) (15.1.16)

Wieder liefert uns die Umstellung des Bezugs auf das mitgehende System, die durch eine
einfache Vormultiplikation mit T'* zu erreichen ist, das optisch viel einfachere Resultat

ihp =1 + il t Wy X [X + U]+ Wy x [wy x [X+u]]+ 2w,y x 1 (15.1.17)
Hierin ist #% die schon bekannte Relativbeschleunigung, und

fiyy + Gp X [x + u] + Wy x[wy x [x + u]]
wird als Fithrungsbeschleunigung bezeichnet; schliellich ist

2wy xu
die sogenannte Coriolis-Beschleunigung. Die Absolutbeschleunigung ist also gleich der

Summe aus Relativbeschleunigung, Fiihrungsbeschleunigung und Coriolisbeschleunigung.

Wir gehen damit von der Kinematik der Bewegung zur Dynamik im engeren Sinne iiber,
bei der auch die Krifte in Betracht gezogen werden. Wir hatten bereits das 1. Newtonsche
Bewegungsgesetz erwihnt, demzufolge ein gleichformig bewegter Massenpunkt im Inertial-
system ohne den EinfluB auferer Krifte seine Bewegung unverindert beibehilt. Wir
wenden uns nun dem 2. Newtonschen Bewegungsgesetz zu, das eine Aussage dariiber
liefert, welche Verinderung bei der Einwirkung von Kriften eintritt. Die bekannte Kurz-
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Abb. 15.1.4

Trigheitskrifte an einem Punkt P
des Tragwerks

% zZ.

formel lautet: ,Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung®. Am Punkt P eines Tragwerks
sei die infinitesimale Masse

dm = pdV’ (15.1.18)

vorhanden (Abb. 15.1.4), wobei p die Massendichte und dV das zugeordnete infinitesi-
male Volumen darstellt. Die Kraft, die an diesem Volumen angreift, ist eine Volumen-
kraft, verkniipft mit Trigheitseffekten. Wir bezeichnen sie deshalb als py,;dV (I = inertia).
Sie weist die Komponenten py;,., Py, Pyy, in den Achsenrichtungen auf

Py ={p. P, P}y (15.1.19)
Wir arbeiten zunichst in einem Inertialsystem. Nach Newtons 2. Gesetz gilt dann

Py AV = pdVii
bzw.

Py =pt (15.1.20)

In einem mitgehenden System haben wir lediglich an Stelle von # die Absolutbeschleuni-
gung zu verwenden

Dy = piip (15.1.20a)

wobei Zip in (15.1.17) angegeben wurde.
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15.2 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (P.V.V.) in der Dynamik

Wir kniipfen bei unseren Betrachtungen an das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
(P.V.V.) in der Statik an (3.1.1)

Jz‘adV =Jy‘pvdV +Jz_4‘deS
o Vl SUJ ' (152.1)

u=o0 auf S,

Dieses Prinzip betrachtet einen Gleichgewichtszustand zwischen den dufieren Lasten py,
(Volumenkrifte) und pg (Oberflichenkrifte auf der Teiloberfliche S;) und den inneren
Spannungen 0. Dieser Gleichgewichtszustand wird verkniipft mit einem beliebigen,
virtuellen Verschiebungszustand #, der kinematisch vertrédglich ist. Die Dehnungen 7y
werden also nach den bekannten Regeln der inneren kinematischen Vertréaglichkeit be-
stimmt

’1=Dty (1522)

wobei der Matrixoperator D z.B. in (2.2.23) angegeben ist. Ferner weisen die Verschie-
bungen u# weder Risse noch Uberlappungen auf und sind im Bereich vorgeschriebener
Verschiebungen (Teiloberfliche S,,, Gesamtoberfliche S =S, +S;) gleich Null

u=o, auf S, (15223)

Wir haben in Kapitel 3 auch darauf hingewiesen, daB das P.V.V. in der Form (15.2.1)
leicht mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes auf die Form

Jy‘[Da +pyldv - J u'[Dyo — pgldS =0 (152.4)
v So

gebracht werden kann. Ist (15.2.4) fiir beliebige, virtuelle Verschiebungen % erfiillt, dann
mufl auch

Do+p,=0 (152.5)
Dgo —pg=o0, auf S, (15.2.6)

gelten. Dies sind aber die bekannten Differentialgleichungen des inneren (2.3.9) und des
dufleren Gleichgewichts (2.3.16). Somit ist das P.V.V. lediglich eine integrale Formulierung
der Gleichgewichtsbedingungen in der Elastizititstheorie, und zwar eine vollig exakte
Alternative und keine Néherung.

In der Literatur werden bei der Formulierung der Bewegungsgleichungen in der Dynamik
drei Methoden eingesetzt, von denen jede bei einer bestimmten Klasse von Problemen
ihre Vorteile haben mag. Dies sind

—  die direkte Formulierung des Gleichgewichts,
— der Einsatz des P.V.V,,
—  die Verwendung des Hamiltonschen Prinzips.
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Grundsitzlich kann jedes dynamische Problem mit jeder der drei Varianten erfafit werden,
und es ist letztendlich der Geschmack und das Training, die fir die Auswahl mafigebend
sind. Im Hinblick auf die spitere niherungsweise Berechnung komplexer Tragwerke sind
jedoch skalare Formulierungen, wie das P.V.V. und das Hamiltonsche Prinzip, von Vorteil.
Dabei macht das P.V.V. direkten Gebrauch von den in dem System wirkenden Kréften
und das Hamiltonsche Prinzip nicht. Der Effekt dieser Krifte ist in der kinematischen
und potentiellen Energie des Systems versteckt. Beide Methoden sind vollstindig dqui-
valent und liefern identische Bewegungsgleichungen. Somit besteht auch kein Grund,
unsere Priferenz linger zu verschweigen: wie schon in der einleitenden Diskussion ausge-
driickt, bevorzugen wir das P.V.V. als die uns fiir den Problemkreis dieses Buches am ein-
fachsten erscheinende Methodologie. Die Argumentation ist analog zur Statik: warum
soll z.B. erst eine Funktion der potentiellen Energie aufgestellt werden, deren Differentia-
tion nach Verschiebungen dann Krifte liefert (¥*2.2.9), wenn die gleichen Krifte auch
direkt berechnet werden kénnen? Wir wollen diesen Umweg vermeiden und die einfache
Denkart weiterpflegen.

Nach diesem Exkurs wollen wir den Ubergang von der Statik zur Dynamik vollziehen.
Auch in der Dynamik muf§ das Tragwerk zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ im Gleich-
gewicht sein. Es miissen allerdings alle in der Dynamik vorkommenden Krifte beriick-
sichtigt werden. Diese Erkenntnis verdanken wir D’Alembert. Welche Krifte sind nun in
der Dynamik zu beriicksichtigen? Neben den gegebenen Volumenlasten p;,(¢) sind dies
die in (15.1.19) bzw. (15.1.20) bereits eingefihrten Trdgheitskrifte py;. Ein Teil der
dufleren Lasten mufl diese Trigheitskrifte iiberwinden, wird also zur Beschleunigung
verwendet. Wir wollen dariiber hinaus davon ausgehen, daR im Innern des Tragwerks
auch Reibungsvorginge ablaufen, und deshalb explizit Reibungsvolumenlasten py;
(D = Diampfung) beriicksichtigen. Ein weiterer Teil der dufleren Last muf} also dazu ver-
wendet werden, die Reibung zu iiberwinden. Zusammenfassend gilt so fir die Volumen-
lasten

Py = Py(t) =Py (D) — Pyp(2) (152.7)

Neben Volumenkriften haben wir auch Oberflichenkrifte. Wir gehen davon aus, daf}
in der Dynamik neben gegebenen Oberflichenkriften pg(z) auch noch Reibungskrifte
an der Oberfliche pg,(¢) auftreten

Ps > Ps(t) — Psp(t) (15.2.8)

Das innere Gleichgewicht ist fir den ebenen Fall in Abb. 15.2.1 dargestellt. Unter Beriick-
sichtigung von (15.1.20) erhalten wir mit (15.2.7) und (15.2.8) das dynamische P.V.V.

Jpz_t‘iz;1 ) av +Jy‘pm(t) dav +Jl_ltpSD(t) ds +f1to(t) av
14 |4 S |4

=Jy‘pv(t) ar +Jl_4tps(f) as (152.9)
14 S

Dieses Prinzip gilt in beliebig bewegten Bezugssystemen, da wir mit der Absolutbeschleu-
nigung #,(t) arbeiten. Die virtuelle Verschiebung # (Dehnung 7) ist nicht von der Zeit
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y
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Abb. 15.2.1 Gleichgewicht in der Dynamik (fiir den ebenen Sonderfall)

abhingig. Wir prigen ja diesen Verschiebungszustand einem sozusagen ,eingefrorenen®
Gleichgewichtszustand zur Zeit ¢ auf, was die gleiche Arbeitsweise wie in der Statik ist.
Die Beziehung (15.2.9) ist die Grundlage fiir die Bewegungsgleichung in der Dynamik.
Sie stellt keine Ndherung dar, sondern ist im analytischen Sinne exakt.

15.3 Die Diskretisierung kontinuierlicher Tragwerke

Wie der Leser bereits feststellen konnte, ist es relativ leicht, das P.V.V. in die Dynamik
zu iibertragen. Dem entspricht auch, daf es relativ einfach ist, Differentialgleichungen
aufzustellen, die die Bewegung beschreiben. Es ist aber keineswegs problemlos, bei allge-
meinen Tragwerken das P.V.V. fir beliebige virtuelle Verschiebungen # zu erfillen,
respektive die sich ergebenden Differentialgleichungen zu 18sen. Nur in wenigen Fillen
erreichen wir geschlossene Losungen, und diese zeichnen sich fast ausschlieBlich durch
einfache Geometrie, Steifigkeits- und Massenverteilung aus. So wiinschenswert geschlos-
sene Losungen auch sind, da sie wertvolle Einblicke in das dynamische Verhalten liefern,
so wenig aussichtsreich ist es, sich eine solche Losung fiir ein Flugzeug oder Automobil
zu erhoffen.

Die Schwierigkeiten bei der Erarbeitung geschlossener Losungen sind allgemein durch
die Problematik bedingt, partielle Differentialgleichungen zu 16sen und Randbedingungen,
insbesondere im zwei- oder dreidimensionalen Raum, zu befriedigen. Dieser Sachverhalt
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trifft auch in der Statik zu und ist hier durch die zusitzliche Variable Zeit verscharft.
Der Zauberschliissel der Statik lag in der Diskretisierung des Raumes. Eine einfache
Moglichkeit dazu besteht in der Konzentration von Systemeigenschaften. Die andere
allgemeinere und konsequentere Vorgehensweise, die wir extensiv genutzt haben, besteht
in der Darstellung der Losung mit Hilfe einer begrenzten Anzahl von Ansatzfunktionen.
Diese Diskretisierung iiberfihrt den Satz partieller Differentialgleichungen der Statik in
einen Satz von algebraischen Gleichungen, der mit Hilfe moderner Computer miihelos
zu meistern ist.

Genau die gleiche Arbeitsweise wenden wir in der Dynamik an. Da hier die Dimension
Zeit t zum Raum X hinzukommt, konnte man #(x, ¢) einfach durch Ansatzfunktionen
in Zeit und Raum approximieren [15.1], [15.2]. Nun ist uns der gewaltige Mehraufwand
beim Ubergang von einer zu zwei oder gar drei Dimensionen bekannt. Zudem setzt diese
Technik voraus, dal die Zeitdimension finit ist. Man wird also nach Méglichkeiten suchen,
die einfacher zum Ziel fithren. Hier ist es weit verbreitet, zeitabhingige Probleme mit
einer Halbdiskretisierung im Raum zu beschreiben, die Losung also als Produkt zweier
Funktionen, ndmlich des Ortes allein (w;(x)) und der Zeit allein (r;(¢)), anzusetzen

n
u(x, 1) =) W)@ = wx)r@) (15.3.1)
fyuy (3Xn)(nX 1)

Dieser Losungsansatz geht auf Kantorovich [15.3] zuriick und bildet die Basis der meisten
FEM-Losungen fiir zeitabhingige Probleme. Er hat fiir uns den enormen Vorteil, da} die
gesamte in der Statik geleistete Arbeit praktisch unverindert in die Dynamik iibernommen
werden kann. Wir werden uns deshalb ausschlieBlich mit Problemen beschiftigen, bei
denen der Ansatz (15.3.1) zulissig ist. Die Halbdiskretisierung im Raum iiberfithrt unsere
partiellen Differentialgleichungen in Raum und Zeit in gewohnliche Differentialgleichun-
gen der Zeit allein. Besonders einfache Verhiltnisse treten dann auf, wenn der Bereich V'
des Tragwerks nicht von der Zeit abhingt. In diesem Falle hiangen auch die Koeffizienten
der gewohnlichen Differentialgleichungen nicht von der Zeit ab. Sind dann auch noch
elastisches Verhalten und Dampfung linear und die Masse konstant, so kommen wir auf
einen Satz von gewohnlichen linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten, der mit analytischen Standardmethoden wirtschaftlich behandelt werden kann.
Ist dies nicht der Fall, so sind die gewohnlichen Differentialgleichungen mit Zeitschritt-
verfahren zu 16sen.
Die teilweise Diskretisierung eines Problems ist iibrigens kein Neuland fur uns. Sie wurde
bereits in der Statik bei rotationssymmetrischen Tragwerken unter periodischen oder
allgemeinen Lasten erfolgreich angewendet, wobei in der 7,z-Ebene diskretisiert und iiber
den Umfang analytisch mit Fourierreihen gearbeitet wird.

Fiir den Ansatz (15.3.1) erfiillen wir die Rand- und Anfangsbedingungen des Problems
nicht a priori, sondern erst nach der Formulierung des Problems. Wir gehen aber davon
aus, daf} der Ansatz die kinematischen Randbedingungen

u(x,t) = WX)r@) =u,(x,1), auf S, (1532)
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durch Wahl einiger Funktionen r;(¢) erfillen kann und daf er auch in der Lage ist, die
Anfangsbedingungen, wie z.B.

u(x,0) = w(x)r(0) = u,(x) (1533)
t(x,0) = w(x)r0) = 1, (x) (1534)

zu befriedigen.

Mit dieser Arbeitstechnik klammern wir analog zur Statik das nicht gerade einfache
Problem aus, kinematisch zuléssige Ansatzfunktionen zu finden. Mit dem Ansatz (15.3.2)
kann das P.V.V. in der Dynamik (15.2.9) im allgemeinen nicht exakt erfiillt sein. Dies
wire ja nur fir die wahre Losung der Fall. ,,Exakt erfullt” heifit aber, daf® (15.2.9) fir
beliebige virtuelle Verschiebungen # stets befriedigt wird. Dies bedeutet also nicht, daf}
man mit dem Ansatz (15.3.1) das P.V.V. nicht doch fir einige virtuelle Ansatzfunk-
tionen erfiillen konnte. Es bietet sich an, dafir die bereits aufgestellten w;(x) zu ver-
wenden. Dann haben wir namlich fir die n unbekannten Zeitfunktionen des Ansatzes
(15.3.1) auch n Bedingungen zu ihrer Festlegung. Zugleich muff man sich im klaren
dariiber sein, daR wir die Gleichgewichtsbedingungen exakt, d.h. punktweise, nicht
befriedigen, da ja das P.V.V. nur fiir n spezifische virtuelle Verschiebungen erfiillt ist
und andererseits eine Niherung das Gleichgewicht exakt gar nicht erfiillen kann. Wir
haben aber wenigstens das Gleichgewicht im integralen Mittel erfillt. Steigert man die
Zahl der Ansatzglieder n, so steigert man zugleich auch die Zahl der virtuellen Ansitze
und die Anpassungsfihigkeit und erfillt somit im Limit das Gleichgewicht exakt. Wir
notieren nun die n-malige Anwendung des P.V.V. (15.2.9) simultan fiir alle n virtuellen
Verschiebungssitze w;(x) und erhalten so

Jpwtil;,(t)dV " j Wipyp (H)dV + J W'pgy(1)dS + J ato(r)dy
Vv S

14 14

=JwtpV(t)dV +jwtps(t) ds (15.3.5)
14 S

wobei (siehe auch (5.1.18), Band I)
a=D'w (153.6)

als Dehnungsansatz bereits in der Statik eingefiihrt wurde. Das System (15.3.5) ist noch
eine sehr allgemeine Aussage iiber das diskrete Kriftegleichgewicht in der Dynamik, das
auch Nichtlinearititen einschliefit, ja selbst eine zeitabhingige Berandung (dann ist V'
der zur Zeit ¢ gerade aktuelle Bereich). Es sind

R,(2) =Jpwti{4(r)dV (15.3.7)
|4

die Trigheitskrifte in einem beliebigen System,

R, (1) = f wtpVD(t)dV+jwtpSD(z‘)dS (15.3.8)
|4 S
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die Dimpfungskrifte, wobei wir noch nichts iiber den Ddmpfungstyp ausgesagt haben,

R,(1)=|ato(r)dV (15.39)
v
sind die clastischen Krifte, die bereits aus der Statik wohlbekannt sind, und

Ri) = f Wip, (1)dV + j Wipg(t)ds (153.10)
|14 S

sind die duBeren Krifte, die wir ebenfalls aus der Statik kennen. Das diskrete Krifte-
gleichgewicht 14t sich also fiir die Dynamik ganz allgemein und zugleich einfach mit

R(1) +Ry() + R (1) =R(t) (15.3.11)

angeben und entspricht damit der elementaren Kraftbeziehung am Ein-Freiheitsgrad-
System. Ferner zeigt (15.3.11) in Verbindung mit (15.3.9) die Formulierung des Einheits-
verschiebungsgesetzes in der Dynamik. Es gilt — wie in der Statik — auch fiir nichtlineares
Verhalten und bildet die Grundlage der Bewegungsgleichungen.

Wir wollen nun der Reihe nach die einzelnen Kraftgruppen weiter untersuchen. Befinden
wir uns in einem Inertialsystem, dann ist

tip = ii = WF (153.12)
und wir erhalten sofort aus (15.3.7)
R(t)= <jpwtde)i‘ = M¥ (15.3.13)
(nXn)(nX1)
v

Darin ist M die symmetrische Massenmatrix des Tragwerks, die wir spiter noch ausfiihr-
lich diskutieren. Nun gehen wir auf ein allgemein bewegtes Bezugssystem iiber und
schreiben zunichst (15.1.17) mit dem Losungsansatz (15.3.1) erneut an

iip =l + Wo XX + Wy X (W, X X) + [(doox w)+ “’ox(“’oxw)]”
+ 2w, x W]F + WF (15.3.14)

Man verwechsle hier nicht @), als momentanen Winkelgeschwindigkeitsvektor des
Bezugssystems O mit der Ansatzfunktion w(x) im Tragwerk. Wir stellen fest, daB} die
Absolutbeschleunigung Ableitungen des Amplitudenvektors nach der Zeit bis zur zweiten
Ordnung enthilt. Dementsprechend ergeben sich die Trigheitskrifte aus (15.3.7) hier zu

R,(?) =fpw‘[ﬁ0 + Wp XX + Wy X (W xX)]|dV
14
+fpwt[do X W + Wy x (W, x W)]dvr +J2pwt(w0 X W)dVF +Jpwtdei"
14 14 14

=Ry o(t) + [H+ Z]r + GF + M¥ (15.3.15)
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Hierin ist Ry (?) ein Kraftvektor, der aus einer Bewegung des Systems O resultiert

Ry (1) =jpwt[ii0 +(Q x%) + Wy x (@ xX)]dV (15.3.16)
|4

Auch ohne eine direkte Kraftanregung R(¢) im System O ist mit (15.3.16) eine Anre-
gung aus der Bewegung des Systems allein vorhanden.

Die Matrix [H+Z] ist — da zur Auslenkung r proportional — eine Pseudosteifigkeit,
die mit der Drehung des Systems verkniipft ist. Ihr erster Teilbeitrag ist

H=jpw'[d20><w]dV (15.3.17)
|4

Wir berechnen einen beliebigen Koeffizienten h;; dieser Matrix

hig = | pwi[ G x w,-]dV=f— pwi[ Gy x w,]dV (153.18)
14 14

dabei wird mit w; (bzw. w;) die i-te (bzw. j-te) Spalte der Ansatzfunktionsmatrix w be-
zeichnet.

Eine Vertauschung der Indices i und j fihrt somit zu einem Wechsel des Vorzeichens,
sonst aber zum gleichen Resultat. Somit ist die Matrix H schiefsymmetrisch. Sie existiert
bei beschleunigt drehenden Systemen.

Die zweite Teilkomponente Z der Pseudosteifigkeit

Z=jpwt[w0x(wox w)|d¥ (153.19)
Vv

existiert auch dann, wenn keine Drehbeschleunigung, sondern nur eine gleichférmige
Drehung des Systems vorhanden ist. Wir berechnen wieder einen Koeffizienten z;; dieser
Matrix

z;; =fpw:[wo X (Wp x wy)|dV
v

- J p[(wh w)wiwp ~ (wpwp) wiw,]dV (15.3.20)
|4

Eine Vertauschung der Indices i und j dndert das Resultat nicht. Folglich ist die Matrix Z
symmetrisch.

Wir wenden uns damit der Matrix G zu

G =J2pw‘(woxw)dV (15321)
124

Die Matrix G ist offensichtlich allein mit den Corioliskréften verkniipft und entspricht —
da geschwindigkeitsproportional — einer pseudoviskosen Dimpfung. Sie kann jedoch
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keinen Energieverzehr beinhalten, da ein entsprechender physikalischer Mechanismus
fehlt. Dies kommt auch in ihrer Struktur zum Ausdruck

g =j2pw§(w0 X w;)dV
v

=J— 2pw; (W x wy)dV (153.22)
|4

Eine Vertauschung der Indices fiihrt zu einem Wechsel des Vorzeichens. Die Matrix G
ist also schiefsymmetrisch.

Die Massenmatrix M ist schlieRlich ein alter Bekannter, der bereits in (15.3.13) behandelt
wurde.

Damit ist die umfangreiche Liste der Trigheitskrifte im bewegten System abgehandelt,
und wir wenden uns den Dimpfungskriften (15.3.8) zu. Hier ist es unvermeidlich, etwas
iiber die Natur der Dampfungskrifte p,, und pgp zu sagen, um eine explizite Formu-
lierung zu erhalten. Gerade das aber bereitet enorme Schwierigkeiten und ist immer
noch Gegenstand intensiver Forschung. Dimpfung entsteht sowohl durch Reibung im
Innern des Tragwerks, also im Material und an Verbindungsstellen, aber auch an der
Oberfliche. Einige Dimpfungsmodelle haben wir bereits beim Ein-Freiheitsgrad-Schwinger
kennengelernt. Die Dampfungskrifte eines dynamisch bewegten Systems miissen aber
keineswegs, wie dort postuliert, Funktionen der Geschwindigkeit oder der Auslenkung
des bewegten Korpers sein. Fiir die meisten realen physikalischen Systeme ist es sehr
schwierig, die entsprechenden Beziehungen zu konzipieren. Ihre Komplexitit erschwert
dann auch noch die Losung der Bewegungsgleichungen. Vom Standpunkt der einfachen
Losbarkeit ist ein viskoses Dimpfungsmodell zu bevorzugen. Es ist deshalb iiblich und
vom praktischen Standpunkt aus gerechtfertigt, die realen Dampfungskrifte durch
viskose zu approximieren und sich somit auf das einfach zu handhabende viskose Damp-
fungsmodell zu stiitzen. So soll es auch an dieser Stelle durchgefiihrt werden, auch wenn
wir spiter noch einige alternative Moglichkeiten diskutieren werden.

Wir gehen davon aus, dafd ein Volumen dV im Innern des Tragwerks, das die Geschwindig-
keit # hat, durch Reibungseffekte abgebremst wird. Die einfachste Annahme der Dimp-
fungskraft ist die der isotropen Reibungswirkung

Pyp =t (15.3.23)

Hier ist also der Dampfungskraftvektor — unabhingig von der Richtung der Geschwindig-
keit — stets gegen die Geschwindigkeit selbst gerichtet. Eine dhnlich einfache Annahme
kann man auch fiir ein Stiick der Oberfliche dS mit der Geschwindigkeit # treffen

Psp = st (153.24)

Auch gerichtete Dampfungswirkungen zwischen zwei Punkten der Oberfliche oder der
Oberfliche und einem Fixpunkt lassen sich in dieses Schema einbeziehen.

Aus (15.3.8),(15.3.23) und (15.3.24) ergibt sich sogleich mit dem Ansatz (15.3.1)

R, = <juw‘de+JuSw‘wdS>r' = C ¥ (15.3.25)
(nXn)
Vv S
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Offensichtlich ist die Dimpfungsmatrix C symmetrisch. Vom praktischen Standpunkt
aus mufs hinzugefligt werden, da} die Dimpfungsmatrix selten so aufgestellt wird, wie
dies hier demonstriert worden ist. Meist werden pauschale Dimpfungseigenschaften direkt
in die Berechnung eingebracht und, falls notwendig, aus ihnen die Matrix C riickerrechnet.
Wir werden spiter im Rahmen des modalen Dimpfungsmodells hierauf zuriickkommen.
Dies dndert allerdings nichts an der Formel (15.3.25) und der Symmetrie von C.

Damit wollen wir den unsicheren Boden der Dimpfungsmodelle verlassen und uns der
schon aus der Statik bekannten elastischen Kraft R, (f) zuwenden. Um die Spannungen
aus (15.39) zu eliminieren, bendtigen wir ein Materialgesetz. Das einfachste ist das
lineare, und die darin vorkommenden Anfangsdehnungen diirften bei zeitabhingigen
linearen Problemen nur selten eine Rolle spielen, so dafs wir sie ignorieren konnen

o(t)=Ke(t) (15.3.26)
n@)=o (15327)
Die elastischen Dehnungen €(¢) folgen aber aus dem Ansatz (15.3.1), siehe auch (15.3.6),
€(t) = D'u(x, t) = [D'w(x)]r(t)
= a(x)r(t) (15.3.28)

Insgesamt erhalten wir also

R (1)= Ua‘xadV]r(r)
|4

- Kr(¢) (15.3.29)

wie in der Statik auch. Natiirlich ist die elastische Steifigkeitsmatrix K symmetrisch.

Wir kommen damit zur letzten Kraftgruppe, den in (15.3.10) dargestellten, zu verteilten
Lasten py(f) und pg(f) kinematisch dquivalenten Kriften R(z). Im einfachsten Falle
sind diese Krifte von konservativer Natur. Kriifte, die in Betrag und Richtung unabhingig
von den Verschiebungen und deren zeitlichen Ableitungen sind, haben diesen Charakter.
Wir konnen uns aber auch andere Krafttypen als Belastung vorstellen. Zum Beispiel
wirkt ein zeitlich variabler Druck p(¢) stets normal zur Oberfliche des Tragwerks. Die
sich aus ihm ergebende Last pg(f) hingt also von der Lage der Oberfliche S und damit
von den Verschiebungen # ab. Bei einem horizontal angestromten Tragfliigel bewirkt
eine Abwirtsbewegung der Fliche eine effektive Aufwirtskomponente der Stromung
bzw. eine VergroBerung des Anstellwinkels. Hier werden also die Krifte von der Ge-
schwindigkeit des Tragwerks abhingen. In beiden genannten Fillen ergeben sich aus
(15.3.10) Kraftkorrekturmatrizen: im ersten Falle eine Quasisteifigkeit, im zweiten eine
Quasidimpfung. Diese Kraftkorrekturmatrizen miissen leider nicht unbedingt symme-
trisch sein. Der Leser sei auf Kapitel 24 und 26, in denen eine gewisse Einsicht in diese
interessante Problematik er6ffnet wird, verwiesen. Wir wollen jedoch die Verhiltnisse hier
nicht noch weiter komplizieren und beschrinken uns im folgenden auf konservative
Lasten. In diesem Falle ist (15.3.10) einfach ein bekannter zeitabhingiger Vektor.
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Bewegtes Bezugssystem
Linearer Schwinger
Viskose Dampfung
Konservative Anregung

Ansatz  ar(»«,t)= wa(na) 1 (t)

€ (x,t)= ca( ) r(t)

System M+ [C+G]r‘-+[K+Z+H]r =R(1-Ry,

M = j;yw'udv
= Massenmatrix (symmetrisch)
C = Lyu‘mdv +fsusw‘ud5
= Ddmpfungsmatrix (symmetrisch)
G = j;Zyw‘(moXm)dV
= Coriolismatrix (antisymmetrisch)
entfallt bei nichtdrehenden Systemen
K = _/;u‘nudv
= Steifigkeitsmatrix (symmetrisch)
z = j; gt (L X (s X ws)]dv
= Zentrifugalsteifigkeit (symmetrisch)
entfallt bei nichtdrehenden Systemen
H = Drehbeschleunigungssteifigkeit (antisymmetrisch)
entfallt bei gleichférmig drehenden Systemen
R(t)= jvw‘py(f)dV +j;w‘p5(!)d5
= Direkte Krafterregung ( Vektor)
Ry (t)= _/;9u‘[iio+(l.ilo><x)+wox(ua><x)]dv
= Indirekte Kraftanregung ( Vektor )

entfdllt bei nichtdrehenden und nichtbeschleunigten Systemen

Abb. 15.3.1 Allgemeine Bewegungsgleichung des linearen, viskos gedimpften Schwingers unter
konservativer Anregung
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Wir sind nun in der Lage, die allgemeine Bewegungsgleichung in einem beliebig bewegten
Bezugssystem anzuschreiben

Mi +[C+Gli+[K+H+Zr=R(t) - Ryp (1) (15.3.30)

Wir finden diese Beziehung in Abb. 15.3.1 nochmals erldutert. Da die zu 7 bzw. zu ¥ ge-
hérigen Koeffizientenfelder unsymmetrische Matrizen darstellen, ist die Losung dieses
Systems mit grofiem Aufwand verbunden.

Eine erste Vereinfachung ergibt sich bei konstant drehenden Systemen. Hier entfillt
die Matrix H, und wir erhalten die Bewegungsgleichung eines sogenannten gediampften
gyroskopischen Systems

MF# +[C+GlF+[K+Zr=R(t) - R,p(1) (15.3.31)

Hier ist die Quasisteifigkeit [K + Z] nun symmetrisch, die Quasidimpfung [C+ G] aber
noch nicht.

Eine weitere Vereinfachungsstufe ergibt sich entweder durch den Verzicht auf die Damp-
fung C oder auf die Drehung des Systems. Im ersten Fall haben wir ein ungedampftes
gyroskopisches System

Mi+ GF+[K+Zlr=R(@) - R, (1) (15.3.31a)

Alle drei Koeffizientenmatrizen haben nun spezielle Eigenschaften (M, [K + Z] symme-
trisch, G schiefsymmetrisch). Bei einem nichtrotierenden System ergibt sich als Be-
wegungsgleichung

Mi + G+ Kr=R(t) - Ryp (1) (15.3.32)

Auch hier haben die Matrizen M, C und K eine spezielle Eigenschaft, die die Losung
erleichtert: sie sind symmetrisch.

Als Grenzfall des dynamischen Verhaltens untersucht man gern — weil dies besonders
einfach ist — den ungedimpften Fall. Verzichtet man auch auf die Beschleunigung des
Systems, so ergibt sich die einfachste Bewegungsgleichung, mit der gerade noch Dynamik
untersucht werden kann

Mi + Kr = R(t) (15.3.33)

In der Hauptsache werden wir uns in diesem Band mit Systemen des Typs (15.3.32)
und (15.3.33) beschiftigen.
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16 Die Natur der Triigheitskriifte und die Massenmatrix

In der Analyse dynamischer Vorginge mit Hilfe der Finiten Element Methode wurde in
den Griinderjahren die Trégheit einer Struktur mit Massen beschrieben, die an den Knoten-
punkten konzentriert angenommen werden (engl. lumping). Diese ,,Ballung* der Struktur-
masse fiihrt zu Punktmassen bzw. diagonalen Element- und Strukturmassenmatrizen. Es
liegt auf der Hand, dal Matrizenoperationen mit ihnen besonders kostengiinstig ausge-
fihrt werden koénnen. Leider gehen durch diese pauschale Erfassung der Strukturmasse
gewisse Schrankeneigenschaften der Losung verloren. Dies ist dann nicht der Fall, wenn
die Trigheit der Struktur mit Hilfe von konsistenten Massenmatrizen erfafit wird, die
unter Verwendung der kinematischen Verschiebungsansitze der finiten Elemente aufge-
stellt werden und so voll in das Konzept der virtuellen Verschiebungen passen.

Im vorliegenden Kapitel leiten wir diese kinematisch dquivalente Massenmatrix allgemein
ab und wenden sie speziell auf einige Elemente der Simplexfamilie an. Auf dieser Grund-
lage konnen dann unter Heranziehung des Subelementkonzepts die 4quivalenten Massen-
matrizen fir gekrimmte Membranvierecke und Hexaeder leicht numerisch bestimmt
werden. Auch das einfache Konzept der Punktmassenmatrix wird vorgestellt und fiir ein
Element prazisiert.

16.1 Allgemeine Uberlegungen

Wir betrachten eine beliebige Struktur, die bereits diskretisiert sein soll (Abb. 16.1.1), und
schneiden einen infinitesimalen Wirfel der Grofe dxdydz heraus, welcher die Massen-
dichte p aufweise. Beschleunigt man diesen Wiirfel in die Richtungen x, y, z mit den
Beschleunigungen i, U, w, dann sind hierfiir Tragheitskréifte in den Koordinatenrichtungen
aufzuwenden, die sich aus dem Newtonschen Gesetz ergeben.

\

N
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A

Abb. 16.1.1 Infinitesimales Element einer (diskretisierten) dynamisch bewegten Struktur
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Diese Trigheitskrifte werden von der das infinitesimale Element umgebenden Struktur
aufgebracht. Die Struktur selbst erfihrt also Krifte im Sinne einer verteilten Belastung,
die entgegengesetzt zur Beschleunigung des Wiirfels wirken. Die Kraft pro Volumen ist
dabei
i
Pyr=—p(xy,2)|0|=—pi (16.1.1)
w

Diese verteilte Belastung wird nun, wie in der Statik iiblich (siehe (5.1.87) in Band I),
in kinematisch dquivalente Knotenlasten umgerechnet

m
R,:Za;Jw‘pV,dV (16.1.2)
g=1 v

Man summiert also iiber die Beitrige aller Elemente g=1, m und gewinnt den Beitrag
eines Elements g durch Integration iiber das Elementvolumen V;. Die Matrix w ent-
spricht dabei der kartesischen Ansatzfunktion des Elements

U= wp,=wa,r (16.1.3)

wobei # die Verschiebungen an einem beliebigen Punkt des Elements darstellt und p die
Knotenverschiebungen sind. Differenziert man (16.1.3) zweimal nach der Zeit, so erhalt
man — eine zeitunabhingige Interpolation vorausgesetzt — sogleich

i=wp, (16.1.4)
und damit aus (16.1.2)

m
R =-a, [Jpwtde}ﬁg (16.1.5)
g=1 Ve

Fithrt man nun noch die schon in (16.1.3) beniitzte Beziehung zwischen den Element-
verschiebungen p und den Strukturverschiebungen # ein, also in differenzierter Form

B, =a,r (16.1.6)
dann ergibt sich fur die Tragheitskrifte schliefflich

m
Z a; {JpwtdeJag
g=1

i€

R =- ¥ (16.1.7)

Wir bezeichnen dabei als kinematisch dquivalente Elementmassenmatrix des Elementes g

m, =jpwtde (16.1.8)

Ve
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und als Strukturmassenmatrix

m
M=Zatgmgag (16.19)

g=1
Die Strukturmassenmatrix wird also in der gleichen Weise aufgebaut wie die Struktur-
steifigkeitsmatrix. Auch ist fiir die Elementmassenmatrix kaum zusitzliche Arbeit zu
leisten, da die Ansatzfunktionen  ja ohnehin schon fiir die Steifigkeitsmatrix bendtigt
wurden. Mit den hier abgeleiteten Formeln wiren wir nun in der Lage, ein dynamisch
bewegtes System zu beschreiben, das nur vernachlissigbare Dampfungskrifte aufweist.

Diese Annahme ist allerdings in der Umgebung von Resonanzstellen nicht mehr zuldssig.
Wir erhalten aus (15.3.11)

MF + Kr=R(?) (16.1.10)

16.2 Massenmatrix eines Stabelementes (FLA2)

Wir betrachten einen Stab mit zwei Knoten, der nur Zug/Druck tragen kann (Abb. 16.2.1).
Der Verschiebungsansatz ist linear und wird im Globalsystem durch

w =3[1-0L Q+HI] (16.2.1)

(3X6)

wiedergegeben (s. etwa (5.3.11), Band I) und ist dem Verschiebungsvektor
p={ur vi wy u; v, wy} (16.2.2)

zugeordnet. Bei konstanter Massendichte p und konstanter Querschnittsfliche A wird
die Massenmatrix des Elementes

+1 ) B
1"””( (1- 921, 1=+ 0L

m ==
(6x6) ° 1-01+ O, 1+
-1
2L L
14 s 1623
6P [13 213} (16:23)

/\ )
l /
p= 2%
l Abb. 16.2.1
\( Stabelement FLA2 mit linearer Verschiebungsverteilung
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16.3 Massenmatrix eines Membranelementes (TRIM3) und eines
Volumenelementes (TET4)

Das in der Folge besprochene Element TRIM3 gehort zur gleichen Familie (Simplex-
familie) wie FLA2. Es ist ein Membranelement mit linearer Verschiebungsverteilung.
Zur Beschreibung der Verschiebungsverteilung bedienen wir uns am bequemsten der
homogenen Dreieckskoordinaten §;, die schon ofter beniitzt wurden (Abb.16.3.1).
Der Verschiebungsansatz lautet dann im Globalsystem (s. etwa (5.3.60), Band I)

8 k0, &I ¢1] (16.3.1)

und gehort zu dem Verschiebungsvektor
p= {ul Vy Wp U Uy Wy Uz Uz W3} (1632)

Die allgemeine Integrationsformel fiir homogene Dreieckskoordinaten lautet (s. etwa
(5.3.62), Band I)

1 (opraprqo 2tplq!r! v
Qﬁl § §3d8= (Qtptqtn! (16.3.3)
wobei §2 die Dreiecksfliche ist.
Abb. 16.3.1
Membranelement TRIM3

mit linearer Verschiebungs-
verteilung und homogenen
Dreieckskoordinaten

Wir erhalten dann fiir die Massenmatrix bei konstanter Elementdicke ¢ und konstanter
Massendichte p sehr einfach

|Gl sk Gk
m = thﬁj o, 660 1de
(9X9) >
Q| sym. $31
2u, I, I,
1
= 5 pSu 2, I (163.4)

sym. 2I
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Auch ohne Kenntnis der Integrationsformel (16.3.3) hitte man dieses Resultat ohne
weiteres erhalten, allerdings weniger elegant. Es ist lediglich zu beachten, dafl zwischen
den Dreieckskoordinaten die schon besprochene lineare Abhingigkeit (s. (5.4.51), Band I)

§it8+83=1 (16.3.5)

besteht. Damit ist es moglich, eine der drei Koordinaten zu eliminieren und dann die
Integration in den zwei verbleibenden (schiefwinkligen) Koordinaten auszufihren.

Eine entsprechende Rechnung im dreidimensionalen Bereich fithrt auf folgenden Aus-
druck fiir die kinematisch dquivalente Massenmatrix eines TET4 Elementes

2, I, I, I
Vi I, 2I I I
m =% s 54 (16.3.6)
(12X12) 20 13 13
L 1, I, 2
Mit diesem analytischen Hintergrund und mit Hilfe des Subelementprinzips (siehe Band I)
wird nun der Leser ohne Schwierigkeiten die dquivalente Massenmatrix fiir jedes zwei-
und drei-dimensionale Element, z.B. Membranviereck oder Hexaeder, ableiten konnen.

16.4 Massenmatrix eines ebenen Balkenelementes

Zur Vereinfachung der Verhiltnisse entwickeln wir die Massenmatrix in einem Lokal-
system, das sich an der Lingsachse des Balkens orientiert (Abb. 16.4.1). Sie kann, wie die
Steifigkeitsmatrix, ohne Schwierigkeiten in eine allgemeine Lage transformiert werden.
Ferner gehen wir davon aus, dafl der Kinematik des Balkens die elementare Biegetheorie
ohne Beriicksichtigung von Schubdeformationen zugrunde liegt. Die Beriicksichtigung
der Schubverformung ist zwar moglich, aber in einer Einfiihrung nicht am Platze.

t: 1 yl V f V2
¥ x,u V2 Abb. 16.4.1

0 ] > I | —

h_/ = 2x uz Der ebene Balken im Lokalsystem
{

@

Beim Verschiebungsansatz ist zu beachten, daf sich die Lingsverschiebung additiv aus
der Verschiebung der Balkenmittelachse und der Querschnittsneigung durch Biegung
zusammensetzt. Wir erhalten also mit den Annahmen der elementaren Biegetheorie

sy

23
=um(§)*7y ’;g) (16.4.1)
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Damit wird der Verschiebungsansatz fiir u, v
_ 1[4(1—0 RI1-) DA+A-30) 41+ 1271+ 2y(1—2§~3§2)]
0 22-35+8) 0=+ 0 2Q+43-8) I-1-8+ D)
(16.4.2)
Zum bequemen Integrieren spalten wir diesen Ansatz in einen Grundteil und in einen

Zusatzanteil auf, der linear in y ist und die Beriicksichtigung der Drehtrigheit des Balken-
querschnittes enthilt,

wel 4(1-9) 0 0 4(1+%) 0 0 N
81 0 2(2-38+8) I(1-§-8+¢ 0 224358 I(-1-5+HEY)

w =
(2Xe6) 3

+Q[0 L= (-3 0 4(-1+8Y) (1—25—3{2)}
8 |0 0 0 0 0 0

= é‘[wt(s“) + 2w, (0)] (16.4.3)

Nun wird die Massenmatrix fiir konstante Massendichte
+1

pl
"8 [w;w’A”(“’;w’“";“’r) ydd+4ww, ysz]df (164.4)

-1
mit 4 als Querschnittsfliche. Wir vereinbaren, daf} die Koordinate y vom Flachenschwer-
punkt aus gemessen wird. Dann ist

JydA =0 = Schweremoment
A
Jy2dA =] = Flichentrigheitsmoment (164.5)
A
Damit ergibt sich
+1
_ pl ¢ tw)d
m= l—zgj(Awtmﬁuw,w,) ¢ (16.4.6)

-1

Die verbleibende Integration ist mithsam, aber trivial und kann leicht durch Stichproben
kontrolliert werden. Fiir konstante Querschnittswerte 4 und [ ergibt sich

140 0 0 70 0 0 00 0 0 0 O

156 220 0 54 —13I 36 31 0-36 3!

e PA 4 0 131 =31° +p_Aj<_1> 41* 0 31 -1I°
420 140 0 O 30 \ 472 0 0 o0
wn 156 —221 om 36 —31

Y- ar? ym- 42

(164.7)
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Wir fithren den Trigheitsradius des Balkenquerschnitts ein
it== (16.4.8)

und stellen fest, daf z.B. ein I-Profil 160.60.5 DIN 9712 (Hohe 60 mm, Breite 60 mm,
Wandstirke 5mm) einen Trigheitsradius von 0,0245m hat. Fiir schlanke Biegetriger
wird also der zweite Anteil, der den Faktor (i//)* trigt, mit guter Niherung weggelassen
werden konnen. Fiir kurze gedrungene Biegetriger liefert dagegen der zweite Anteil einen
wesentlichen Beitrag. Wir diirfen jedoch daran erinnern, daf in diesem Fall die einfache
Biegetheorie ohne Schubdeformation nicht mehr anwendbar ist. Sowohl in diesem Fall
als auch bei der prizisen Analyse von Effekten héherer Ordnung in der Dynamik wird
man also den Schub mit beriicksichtigen missen, da sein Einflul von gleicher Grofien-
ordnung ist wie der der Rotationstrigheit in der Massenmatrix.

Da wir in Kapitel 4 den ebenen Balken mit Schubdeformation behandelt haben, wollen
wir nun erginzend den Weg fiir die Massenmatrix aufzeigen. Die einfachste Beriicksichti-
gung der Schubdeformationen ergab sich in der Kraftmethode, und zwar in natiirlicher
Betrachtungsweise. Wir erinnern daran, daf} eine Schubkraft nur bei einer antisymmetri-
schen Momentenverteilung auftritt. Demgemifl ist diese Modalform die einzige, die
zusitzliche Schubverformungen aufweist. Zur Aufstellung der Massenmatrix miissen wir
jedoch mit Verschiebungsmodalformen arbelten Wir filhren deshalb zusdtzlich zur bis-
herlgen antisymmetrischen Biegemodalform pN3 eine antisymmetrische Schubmodal-
form pN3 ein (Abb. 16.4.2). Als Freiheitsgrad fiihren wir jedoch nur die Summe

Pns =Pyt pN3 (16.49)

mit. Der Biegeanteil pﬁa ergibt sich aus der klassischen ETB zu

B I
Oy3 = EPN3 (16.4.10)

i3
B (C é

on, § : |2z,
r K
1/2
12 \
8 S
FI)V3 pN}

Abb. 16.4.2 Einfiihrung einer Schubmodalform bei antisymmetrischer Last
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wihrend der Schubanteil aus

s _ 1 2Py;
PN3=2Gas 1

(16.4.11)

folgt. Wenn wir (16.4.10) und (16.4.11) in (16.4.9) einsetzen, erhalten wir das schon
aus (4.2.31) bekannte Resultat

!
pN3 = .3_E‘—1(1 + O‘S)PN3 (16412)
wobei
12E1 EA i>2
- =10 L4 (L 164.13
T Gaglt oAy (1 (16:4.13)

Die Flexibilitit wird also beziiglich der antisymmetrischen Belastung des Balkens ver-
grofert, und zwar in einer Groflenordnung, welche den gleichen Rang von Schubdeforma-
tionen und Rotationstrigheiten unterstreicht. Aus (16.4.12), (16.4.10) und (16.4.11)
folgt nun die Beteiligung der Biegung und des Schubs.im Rahmen von gy

B _ 1
Py3 = -————1+as PN3 (164.14)
und
a
S _ S
Pyn3 = ————1+as PN (16.4.15)

Die zu den generalisierten Verschiebungen p'={p, py} gehorigen Modalformen w
werden einfach

wW=[w, wyl

g ||“N3 ,
= w, Wy, Wy Wyt ~ Wy (16.4.16)
(2X3)  (@Xx1) @X1)  @X1) S 0

wobei nur die Funktion
Wyy=- 1y (16.4.17)

neu hinzugekommen ist. Alle anderen Interpolationen stammen vom Balken ohne Schub-
deformation (also insbesondere wy;). Nach (5.2.13) in Band I kann w in w umgerech-
net werden

w = wa,

=lw, wyl{a, ay} (16.4.18)
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Da sich effektiv nur Wy, verdndert hat, finden wir mit der Zeile 3 der Matrix ay,,
also ay5,

ag |3y
Werps = WetB T 1T an vag |l o + Wy |3 (16.4.19)
woraus man nun leicht die Zusatzterme in der Massenmatrix bei Beriicksichtigung des
Schubs berechnen kann.

16.5 Die Punktmassenmatrix als vereinfachtes Modell zur Beriicksichtigung
der Trigheitskrifte

Die bisher aufgestellten Massenmatrizen bezeichnen wir als kinematisch konsistent. Sie
stehen im Einklang mit den Verschiebungsansitzen, die auch fiir die Aufstellung der
Steifigkeitsmatrix beniitzt wurden, und fiigen sich liickenlos in das Energiekonzept ein.
Ferner entsprechen sie im Prinzip dem Rayleigh-Ritzschen Verfahren, nur dafl eben die
Approximation der zeitabhingigen Bewegung stiick- oder elementweise erfolgt. Da im
Konzept der Finiten Elemente die Rand- und Vertriglichkeitsbedingungen gewahrt sind,
gilt auch die Schrankenregel, derzufolge die Eigenfrequenz einer Struktur zu hoch be-
rechnet wird, denn durch die Verschiebungsansitze sind ja die Bewegungsmoglichkeiten
der wahren Struktur eingeschrinkt worden.

Die historische Entwicklung der linearen Dynamik ging jedoch keineswegs von vom-
herein diesen konsequenten Weg und hatte dennoch sichtbare Erfolge.

Theoretisch gesehen gibt es in der Natur keine Einzelkrifte, sondern nur verteilte Lasten.
Dennoch rechnet der Ingenieur recht erfolgreich mit diesen Lastresultierenden und miiht
sich meist nicht mit den Lastverteilungen ab. Dementsprechend wurde in der Finite-
Elemente-Statik zunichst nur mit Einzellasten gerechnet, die in den Knoten der Struktur
wirken, und auch echte Flichenlasten wurden eben durch einen entsprechenden Satz
solcher Einzelkrifte simuliert. Erst spiter setzte die Entwicklung kinematisch dquivalenter
Knotenlasten ein, die heute in jedem modernen FEM-Programm verfiigbar sind.

Der Verwendung von Einzellasten in der Statik entspricht, dafl man auch die Tragheits-
krifte konzentriert in den Knoten wirken ld3t. Die Trigheit der Struktur wird also durch
konzentrierte Massen in den Strukturknoten ersetzt. Dabei ist wenigstens die Gesamt-
masse des Elements zu wahren. Die Elementmassenmatrix wird bei dieser Prozedur
diagonal. Wir erhalten fiir das Element FLA2

pAl .
m, = 716 (16.5.1)
und fiir das Element TRIM3
pSAt
m; = ——3"'19 (16.5.2)
Eine primitive Massenmatrix fiir den Balken wire, ohne Rotationstriagheit,
pAl
m=—I1 1 0 1 1 0] (16.5.3)

2
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Es ist inzwischen theoretisch erwiesen, dafl bei einer gegebenen Anzahl von Freiheits-
graden die Ergebnisse mit diesen Massenmatrizen im allgemeinen weniger genau sind.
Die Konzentrierung der trigen Masse fiihrt zum Absinken der errechneten Eigenfrequenz.
Die Schrankeneigenschaft der Lésung geht verloren. Die Spekulation, dafs dieser Massen-
effekt kontridr zur versteifenden Wirkung der Diskretisierung steht und somit zu kleineren
Fehlern fiihrt, ist miiflig, solange man nichts iiber die Grofle der Fehler weifs.

Trotz dieser Bedenken gibt es auch heute noch sinnvolle Anwendungsgebiete fir diese
einfachen Massenmodelle. In vielen nichtlinearen Algorithmen ist es insbesondere eine
wirtschaftliche Notwendigkeit, mit diagonalen Massenmatrizen zu arbeiten.
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17  Eigenschwingungen ungedimpfter Systeme

Auf den ersten Blick mag es nicht ganz verstidndlich sein, weshalb den Eigenschwingungen
ungedimpfter Systeme (deutlicher miiite man sagen: ... linearer Systeme) ein so breiter
Raum gewihrt wird. In der Praxis wird sich dem Ingenieur in der Regel die Aufgabe
stellen, die Systemantwort (Verschiebungen, Beanspruchungen etc.) auf vorgegebene,
konkrete Belastungen (diese mogen deterministischer oder stochastischer Natur sein) zu
bestimmen, wihrend Eigenschwingungen gerade durch das Fehlen duflerer Belastungen
charakterisiert sind.

Die Bedeutung der Eigenschwingungen ist zum einen darin zu sehen, dafl der erfahrene
Ingenieur durchaus in der Lage ist, aus genauen Analysen des natiirlichen Schwingungs-
verhaltens (Eigenfrequenzen, Eigenformen) Vorhersagen iiber das zu erwartende Schwin-
gungsverhalten bei Fremdanregung zu treffen oder vorliegende Systemantworten (z.B.
aus Experimenten) besser zu verstehen, d.h. physikalisch zu interpretieren. Zum anderen
sind die Eigenformen als die natiirlichen generalisierten Koordinaten zur Beschreibung
dynamischer Systembewegungen in sehr vielen Fillen besser geeignet als die urspriing-
lichen Systemfreiheitsgrade (,,Knotenpunktsverschiebungen®), gerade auch bei Fremd-
anregungen. lhre Kenntnis ist Voraussetzung fir die Anwendung sog. ,,modaler* Ver-
fahren zur Antwort-Bestimmung, wie sie auch in spdteren Kapiteln beschrieben werden.

17.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Nach der Diskussion der Tragheitskrifte sind wir in der Lage, die Bewegungsgleichung
der ungeddmpften Systeme anzugeben. Wir erhalten aus (16.1.10) beim Fehlen einer
dufleren Erregung

MP+Kr=o0 (17.1.1)
Wir machen den iiblichen Ansatz fiir homogene gekoppelte lineare Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten und schreiben

r=xef! (17.1.2)
Damit wird das Problem (17.1.1) in ein homogenes algebraisches System iiberfiihrt, das

[pP’M+K]x=0 (17.1.3)

lautet. Die triviale Losung x=0 (also der ruhende Zustand) ist uninteressant. Nicht-
triviale Losungen gibt es aber nur, wenn die Spalten (und damit auch die Reihen) der
symmetrischen Koeffizientenmatrix [p*M + K] lineare Abhingigkeiten aufweisen. Wenn
aber [p*M+ K] linear abhingige Spalten (Reihen) enthilt, dann ist die Determinante
dieses Systems Null

det[p’M+K]=0 (17.1.4a)
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oder ausfiihrlicher

2 2 2
p'mytky pmaptks, pmztks ...

2m +k 2m +k
DMy + Ko p2 23 T K23 =0 (17.1.4b)
p m33 + k33 e

sym.

Die Entwicklung dieser Determinante fithrt auf ein Polynom n-ten Grades in p*, das als
charakteristische Gleichung bezeichnet wird

ba(PH) + by 1 (PH" 1+ .. +by=0 (17.1.4c¢)

Wer in der Entwicklung der Determinanten einige Ubung hat, sieht sofort, dafl sich die
hochste Potenz aus den Gliedern pzmij ergibt. Dementsprechend ist

b, = det[M] (17.1.5)

Ferner ist das Absolutglied in der charakteristischen Gleichung durch k;; festgelegt,
und es gilt

by = det[K] (17.1.6)

Damit ist sofort klar, da} bei singulirer Massenmatrix und/oder singulirer Steifigkeits-
matrix besondere Verhiltnisse vorliegen. Diese Sonderfille wollen wir spiter besprechen.
Wir gehen vorliufig davon aus, dal die Massenmatrix positiv definit ist, und damit det[M]
positiv. Wie wir noch sehen werden, ist dies bei Verwendung konsistenter Massenmatrizen
gegeben. Auch von der Steifigkeitsmatrix nehmen wir positive Definitheit an, d.h. unser
Tragwerk ist mindestens statisch bestimmt gelagert und weist auch sonst keine Mechanis-
men auf. Dann ist det[K] ebenfalls positiv. In diesem Fall hat die charakteristische Glei-
chung n von Null verschiedene Losungen in p? (Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms). Aus jeder Losung p® konnen wir die Wurzel ++/p? nehmen; wir erhalten somit
2n Losungen in p.

Es erscheint zunidchst schwierig, etwas iiber den Charakter der Losung pi2 (und damit
auch X;) auszusagen, da das charakteristische Polynom (17.1.4c) fiir groe n eine aufier-
ordentlich komplizierte Gleichung darstellt. Einen Hinweis auf typische Eigenschaften
der Losung liefert das kleine Experiment in Abb. 17.1.1. Sowohl beim einfachen Ein-
massenschwinger als auch bei zwei Freiheitsgraden ergeben sich negativ reelle Losungen
fiir piz, und damit rein imagindre Losungspaare fir p;. Die zugehorigen Losungsvek-
toren X; sind, bis auf einen beliebigen Faktor c;, rein reell darstellbar. Dies ist kein Zu-
fall, sondern trifft fir beliebig viele Freiheitsgrade zu. Um dies allgemein nachzuweisen,
gehen wir mit dem komplexen Ansatz

xi:ai+ibi (1717)

in (17.1.3) ein und multiplizieren die Gleichung noch mit der konjugiert transponierten
Losung vor

x'=a/-ib; (17.1.8)
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3

(b)

Schwinger mit zwei Freiheitsgra

M = m K = k
Bewegungsgleichung:
k [p’M+K]x = o
2
p’m -
m 1_ (—k + 1)x, =0
2,
P = = -i1/k
n (Z2) 0 n- R
r=xeP! = +/1/ k
15X pl!+ = ”]/E
X =¢ = beliebige Konstante
(a) Schwinger mit einem Freiheitsgrad
2 2 -
M = m[t 1] K =
P NI
m

Bewegungsgleichung:

A p2m+2 -1 X 0
2 =
r=[5 g l=sxe? -1 'kaM 2 0
(Z2)+ a(52)+1 =0
2 2
(%) = -5(-13) (57), = -5(3+¥8)
= - 038 = - 262
p. = -082i /K’ = -1eifE
p, = + 082 /& P = + 1821/ K
1|1+v5 -2 x| |0 1 1-y% -2 X) 0
21 -1+y5 %] Lo 2l .2 a3 %, o
"I=C1[1 %‘(“’V?)} el C1{‘ %_("ﬁ)}

[pZM+K]n -0

den

Abb. 17.1.1 Federmassenschwinger: Die Losungen piz der charakteristischen Gleichungen sind

negativ reell, die Losungen p; paarweise rein
bis auf eine beliebige (komplexe oder reelle)

imaginir. Die zugehdrigen Losungsvektoren x; sind
Konstante c; reell
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Es ergibt sich

pixMx; + x'Kx; =0 (17.19)
und etwas ausfiihrlicher fir den K-Term

x;Kx; = a/Ka,+ b;Kb, + i (bKa, - a; Kb,) (17.1.10)

Da nun K(M) symmetrisch ist, verschwindet der Imaginarteil,und X;Kx; (xMx,) sind
auch bei komplexem X; reelle Zahlen. Wenn wir im Moment davon ausgehen, daf} sowohl
K als auch M dariiber hinaus positiv definit sind, wird a; Ka, (a;Ma,) und b;Kb, (b;Mb,)
— und damit auch x;'Kx; (xMx,) — auf jeden Fall eine positive reelle Zahl sein. Dann
folgt aber aus (17.1.9)

x'Kx.
p.2=_ 1 1
1 *
x; Mx; (17.1.11)
= w?
= negativ reell
bzw.
Pi- = 1w
Pi+ =tiw;
mit
xKx,
w; =+ === >0 (17.1.12)
x; Mx,

Nachdem wir den Charakter der Losung p} kennen, stellt (17.1.3) bzw.
[pIM+K]x, =0 (17.1.13)

ein Gleichungssystem mit reeller symmetrischer Koeffizientenmatrix dar. Da pi2 aller-
dings die Forderung (17.1.4a) erfiillt, ist die Koeffizientenmatrix [p}M + K] singuldr.
Um die Diskussion im Moment nicht zu sehr zu komplizieren, wollen wir davon aus-
gehen, daB p? eine einfache Losung des charakteristischen Polynoms (17.1.4c) sei. Mit
den Losungen (Nullstellen) pf, pz, ...,p% finden wir fiir (17.1.4c) auch die alternative

Darstellung
(p* ~2)(p* ~Pa-s)--- (¢ —P3)(P* —P}) =0 (17.1.14)

und unsere Beschrinkung auf eine einfache Losung p; lduft also darauf hinaus, daf der
Ausdruck (p* —p}) nur einmal vorkommt. In diesem Fall ist eine Gleichung in (17.1.13)
linear abhiingig, und damit iiberflissig. Wir sehen dies auch bei den Beispielen in Abb.
17.1.1. Eine eindeutige Losung fiir X; folgt somit aus (17.1.13) nicht. Wenn nimlich x;
die Gleichung (17.1.13) erfiillt, dann ist offenbar auch ¢;X; eine zulissige Losung, wo-
bei c; reell oder komplex sein darf. Eine eindeutige Losung fiir X; 1aft sich nur durch
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eine Nebenbedingung gewinnen. Eine einfache Nebenbedingung, die fir die Diskussion
allerdings ausreicht, besteht darin, ein geeignetes Element x;; = 1 zu setzen. Wir streichen
dann die Reihe j des Systems (17.1.13) als iiberfliissig weg und bringen die Spalte j auf
die rechte Seite. Das so entstandene inhomogene reelle System der Grofle n —1 ist 1osbar,
da die verbleibenden n— 1 Gleichungen linear unabhingig sind, wenn p? eine einfache
Losung darstellt. Die Losungen dieses Systems sind natiirlich reell.

Wir haben nun n Losungen pf bzw. wiz und n zugehdrige Losungsvektoren X;. Zu den
Losungspaaren p;_ = —iw und p;, = +iw gehort also — bis auf beliebige Konstanten ¢;_
und c¢;;+ — der gleiche Losungsvektor oder Eigenvektor. Sind alle Losungen coiz einfach,
dann sind die mit dem Ansatz (17.1.2) gewonnenen 2n Losungen zu iiberlagern. Wir
erhalten somit

n
r=in(ci+ei°"it+ci_e_i“’it) (17.1.15)
i=1
Die Losung ist freilich noch komplex, und damit wenig praxisfreundlich. Schliefflich muf§
der Vektor der Auslenkungen ja reelle Informationen enthalten. Die Umwandlung in eine
reelle Darstellung gelingt leicht mit Hilfe der bekannten Formeln

eV +e” Y =2cosy
—i(eV — e V) =2siny (17.1.16)
Wir erhalten

i+~ ci_(eiwit_ e—i“’it)]

n
Civ ¥Ci 0 — i
r=in[ (elwlt+e zwlt)+ 3

2

i=1

n
=in (a;sin w;t + b; cos w;t)

i=1

n
=incisin(wit+%) (17.1.17)

i=1

Die allgemeine Losung r enthilt noch 2n unbekannte Konstanten c; und ¢; (bzw. a;
und b;), i=1,2, ... n. Diese Werte ergeben sich aus den Anfangsbedingungen der freien
Bewegung.

Mit der Darstellung der Lésung in (17.1.17) verstehen wir nun auch die physikalische
Bedeutung der Losungen w; und Xj. Die allgemeine Bewegung eines freien Systems
setzt sich aus Schwingungen mit den Kreisfrequenzen w; zusammen. Wir bezeichnen
diese Schwingungen als Eigenschwingungen, die zugehorige Kreisfrequenz w; als Kreis-
eigenfrequenz und den Amplitudenvektor X; als Eigenvektor. Schwingt ein freier unge-
ddmpfter Korper in einer bestimmten Eigenschwingung, dann schwingen alle Punkte in
Phase. Das Schwingungsbild ist durch X;, den Eigenvektor, relativ festgelegt. Die Funk-
tion ¢; sin(w; ¢ + ¢;) wirkt lediglich wie ein AbbildungsmaBstab. Schwingungsbduche und
-knoten stehen. Man spricht deshalb von einem stationdren Schwingungszustand. Das
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Bild eines solchen Eigenschwingungszustandes wiederholt sich nach Ablauf der Schwin-
gungsdauer

T,= 28 (17.1.18)

wWj

Der Kehrwert dieser Zahl — die technische Frequenz — gibt an, wieviel Schwingungen
ein Korper pro Sekunde ausfiihrt

V= = (17.1.19)

Neben der Bewegung (17.1.17) interessieren oft auch Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung
n
F= inciwi cos(wjt +9;)
i=1

n
=inciwi sin(wit+tpi—90°) (17120)
i=1
n

¥ = Z ‘-xiCiCt)iz Siﬂ(&)i[’ + Sol)

i=1

n
= > Xici] sin(w;t +9;— 180°) (17.121)
i=1

Geschwindigkeiten und Beschleunigungen einer Eigenschwingung haben also, bis auf den
Faktor w; bzw. w?, die gleichen Amplitudenvektoren. Ihre Phase ist jedoch um 90°
bzw. 180° gegeniiber dem Weg versetzt. Diesen Sachverhalt kann man anschaulich in
einem Zeigerdiagramm darstellen (Abb. 17.1.2).

= sin(w; t+ w) (Weg]

Pz Sin(wi(ﬂpi-go") [Geschw.]

vz sin(wifupi-'IBO“) [Beschl.]

Abb. 17.1.2 Zeitabhingige Bildfaktoren fiir Weg, Geschwindigkeit und
Beschleunigung einer ungedimpften Eigenschwingung
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Ob eine Eigenschwingung i fiir sich allein existiert (stationdre Schwingung) oder ob ein
allgemeiner Bewegungsablauf, also eine Uberlagerung von Eigenschwingungen, vorliegt,
hingt allein von den Anfangsbedingungen ab. Dies sind Informationen iiber die Aus-
lenkungen 7 und die Geschwindigkeiten 7 zu einem bestimmten Zeitpunkt #o. Diesen
Sachverhalt werden wir ausfiihrlicher in Kapitel 18 besprechen. Wir wollen an dieser
Stelle wieder zur Bestimmung der Ldsungen wiz und X; zurickkehren und dazu noch
einige wichtige Eigenschaften und Darstellungen diskutieren, die fir die Formulierung
des Problems von Bedeutung sind.

Es seien Xx; und X; zwei Eigenvektoren, und dementsprechend gilt nach (17.1.13)
wiMx; = Kx,
wj?ij = Kxj (17.1.22)

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit xjt und die zweite mit xit und erhalten wegen
der Symmetrie der Matrizen M und K mit

— _ ot _wt
m;; —xiij =x;Mx,

k; =xithj = xjthi (17.1.23)
sogleich die Aussage

ij ij

=k = Wi (17.1.24)

3|
I
=1

w

2
i
2
J

3|
"
=

w
Wenn wiz #+ o)jz vorausgesetzt wird, dann ist (17.1.24), zweite Zeile, nur zu erfiillen, falls

m; =0 (17.1.25)
ist. Aus der ersten oder zweiten Zeile folgt dann ebenfalls

kij=0 (17.1.26)

Wir fassen nun alle moglichen Losungen vom Typ (17.1.22) in einer Matrizengleichung
zusammen

1 1 1
Mx;, x, ... x,]=K[x; x, ... x,,]{——2 = =3 (17.1.27)
w; W Wy
und fithren die Abkiirzungen
X =[x x ... x] (17.1.28)

(nXn)
fur die Gesamtheit der Eigenvektoren und die Diagonalmatrix

A=\ N oo A

(L L LJ (17.1.29)

w) wh
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fir die Gesamtheit der Eigenwerte (= inverse Kreisfrequenzquadrate) ein. An Stelle von
(17.1.27) kann dann die kompaktere Gleichung

MX=KXA (17.1.30)

gesetzt werden. Wird diese Gleichung mit X' vormultipliziert, dann ist wegen (17.1.25)
die Matrix X*MX diagonal und wegen (17.1.26) X'KX auch. Wenn also alle Eigenwerte
verschieden sind, dann diagonalisieren die Eigenvektoren zugleich die Massenmatrix und
die Steifigkeitsmatrix.

Wir wissen, da} die Eigenvektoren nur bis auf einen Faktor, der beliebig gewdhlt werden
kann, festgelegt sind. Die bisher in der Diskussion verwendete Moglichkeit, dal ndmlich
ein geeignetes Element x;; = 1 gesetzt wird, ist nur eine Variante. Viel brauchbarer ist es,
die Eigenvektoren X; so zu normieren, dafl

e t _ . Ca—-

k;=xKx,=1; i=1,2,...n (17.1.31a)
bzw.

X'KX=1 (17.1.31b)
wird. Wir sprechen dann von ,steifigkeitsorthonormalen* Eigenvektoren. Alternativ

konnte man auch massenorthonormale Eigenvektoren einfiihren. Wir bleiben bei (17.1.31b)
und erhalten als Belohnung die Aussage

XtMX=A (17132)

aus (17.1.30). Steifigkeitsorthonormale Eigenvektoren diagonalisieren also die Massen-
matrix zur Diagonalmatrix der Eigenwerte A. Dies gilt natiirlich auch im Falle gleicher
Eigenwerte, falls sich (17.1.31b) iiberhaupt erfiillen 1afit. Wir werden dies im Rahmen
der Sonderfille in Abschnitt 17.2 noch ausfiihrlicher besprechen.

Als kleine Erholungspause greifen wir auf das Beispiel Abb. 17.1.1 (b) zuriick. Der Satz
der Eigenvektoren, die zunichst nicht K-orthonormal sind, wire hier

1 1
laeve ta-v)

Die Massenmatrix M ist bereits diagonal und bleibt es auch bei einer Kongruenztrans-
formation mit X

XMX = %[(5 +V5)  (5-9)]
Die Steifigkeitsmatrix ist voll besetzt und wird durch X diagonalisiert

XKX=5[s-v5) (5+v5)
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Da X nicht K-orthonormal ist, folgen die Kreisfrequenzquadrate aus (17.1.11). Diesen
Ausdruck bezeichnen wir tibrigens als Rayleigh-Quotienten

A =[w] W)
= [X'KX][X'MX]™
_!E[S—\/g 5+\/§J
M543 5-4/3

k
=5 1G-V5 3+V5)

Wir konnen jedoch auch leicht die Eigenvektoren K-orthonormal machen, indem wir
den Vektor X; mit (x/Kx,)!/? dividieren. Das Ergebnis dieser Prozedur ist

P B S 25 +VETH
Ko (1+V3)(-V5) 2 (1-5)(5+/5)/?

Die soeben gefundene Erkenntnis, daB die Eigenvektoren X die Massenmatrix und die
Steifigkeitsmatrix simultan diagonalisieren, ist fir die Losung des Eigenwertproblems
(darunter verstehen wir die Bestimmung von X und A in (17.1.30)) sehr wesentlich.
Es wire kein sinnvoller Einsatz des Computers, wollte man die Nullstellen der Deter-
minante von [M— K] (2 [p*M + K] = [w*M— K]) aufsuchen, indem man etwa \ variiert
und die Funktion det[M— AK] untersucht. Dies wire viel zu aufwendig.

Neben den wichtigen Orthogonalititseigenschaften (17.1.31b) bzw. (17.1.32) gibt es
noch allgemeinere Formen. Wir setzen wieder voraus, dafl X K-orthonormal ist, also
(17.1.31b) erfiillt. Sodann multiplizieren wir (17.1.30) mit X'MK™ vor, wobei K
selbstverstiandlich positiv definit sein soll. Es ergibt sich sofort mit (17.1.32)

XMK'MX = X'MK'KXA = X'MXA
= A’ (17.1.33)

Noch allgemeinere Orthogonalititsbeziehungen erhilt man mit mehrfachen Produkten
aus Steifigkeit und Masse. Die in (17.1.31) und (17.1.32) eingefiihrte Normierung der
Eigenvektoren X fiihrt z.B. direkt zu (die Existenz der entsprechenden Inversen voraus-
gesetzt) ’

[K'MPX = XA° oderauch [M'K]°X=XA"P (17.1.34)
woraus weitere Orthogonalititsbeziehungen folgen, z.B.

X'K[K'MPX = AP

XMIKMPX = AP (17.1.35)

X KM 'KPPX = AP, u.a.m.

Wichtige Sonderfille ergeben sich fir p=0 und p = 1.
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Die Formulierung (17.1.30) wird als aligemeines Eigenwertproblem bezeichnet, weil
hier die Aufgabe gestellt wird, Vektoren X zu finden, die zwei Matrizen K und M zu-
gleich diagonalisieren. Dagegen spricht man von einem speziellen Eigenwertproblem,
wenn nur eine Matrix zu diagonalisieren ist. Die Uberfihrung von (17.1.30) in ein spe-
zielles Eigenwertproblem wire leicht durch Vormultiplikation mit M™" (M positiv definit)
oder K™! (K positiv definit) moglich. Die damit generierte ,,dynamische Matrix M™'K
bzw. K™'M ist jedoch leider nicht mehr symmetrisch. Das spezielle Eigenwertproblem
ist jedoch wesentlich einfacher zu handhaben, falls die zu diagonalisierende Matrix
symmetrisch ist. Dies erreichen wir durch eine kleine Umformung.

Wir nehmen an, dafl K positiv definit ist, und unterwerfen es, wie bei der statischen
Losung, einer Dreieckszerlegung nach Cholesky

K- UU (17.1.36)
Wir definieren nun als transformierten Eigenvektor

X=UX (17.1.37)
und multiplizieren die Gleichung (17.1.30) mit [U']™* = U™" vor. Es ergibt sich

AX = XA (17.1.38)
wobei

A=[U MU (17.1.39)

ist. Jetzt verbleibt als Aufgabe nur das Problem, die Eigenvektoren X zu finden, die
eine symmetrische Matrix A diagonalisieren. Wihlt man die Normierung von X so, daf3

X'X=1 (17.1.40)
dann liefert
XAX=A (17.1.41)

gerade wieder die inversen Kreisfrequenzquadrate. Ist die Losung zu (17.1.38) gefunden,
muf der Eigenvektorsatz X noch riicktransformiert werden

X=U'%X (17.1.42)

Eine andere Moglichkeit zur Generierung eines speziellen Eigenwertproblems ist durch die
Dreieckszerlegung der Massenmatrix moglich (falls diese positiv definit ist). Dieser Weg
wire auch bei Strukturen gangbar, die Festkorperbewegungen ausfihren konnen. Bei
konsistenter Massenmatrix ist diese Methodik jedoch numerisch empfindlicher ([17.1],
Seite 34).
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17.2 Sonderfille in der Eigenwertanalyse: Singulidre Massen- und
Steifigkeitsmatrix sowie gleiche Eigenwerte

Wir beginnen unsere Diskussion mit einer singuldren Steifigkeitsmatrix K. Ein solches
Problem kann in der Praxis leicht vorkommen, denn schlielich interessiert auch das
dynamische Verhalten freier oder halbfreier Tragwerke (Flugzeuge, Raketen, Satelliten,
Hubschrauberblitter mit Gelenk). Diese Strukturen konnen starre Bewegungen aus-
fihren (Abb. 17.2.1). Eine derartige starre Bewegung sei X,. Natiirlich treten dabei
keine elastischen Krifte auf, d.h. es gilt

Kx,=o0 (xo #0) (17.2.1)
Ausgehend von der Eigenwertaufgabe

Kx; =Mx,\! (17.2.2)
sehen wit jedoch sofort, dafl X, eine nichttriviale Losung des Systems darstellt, die zu

A =wli=0 (17.2.3)

gehort. Vorausgesetzt wird dabei, da Mx, selbst nicht ein Nullvektor ist. Der Fall
Mx, = 0 wiirde bedeuten, daf X, nicht nur eine starre, sondern dariiber hinaus eine
trigheitslose Bewegung darstellt. Er wird am Ende dieses Kapitels noch kurz diskutiert
werden.

_*_ Abb. 17.2.1

1 Starre Bewegungsmaoglichkeiten x¢ im Rahmen
—_— e — T der Freiheitsgrade r
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Das Resultat (17.2.3) ergibt sich auch aus (17.1.11), dem Rayleigh-Quotienten, oder
direkt aus der charakteristischen Gleichung (17.1.4¢) in der Form

1\n 1 n—1
bn(>—\> +b"'1<i> +...+by=0 (17.2.4)
Da K singulir ist, ist detK Null und damit gemi (17.1.6) auch mindestens by. Somit
existiert wenigstens eine Losung (17.2.3). Wenn wir die Form (17.1.30) bzw. (17.1.38)
als Arbeitsgrundlage des Eigenwertproblems ansehen, dann hat eine singuldre Steifigkeits-
matrix die unerfreuliche Konsequenz, dafl einige A; unendlich gro werden. Ferner ist
die Dreieckszerlegung (17.1.36) nicht ausfihrbar. Es gilt also, die starren Bewegungs-
formen aus der eigentlichen Eigenwertberechnung zu extrahieren.

Dazu spalten wir die Verschiebungen, wie in der natiirlichen Methode, in elastische und
starre Anteile auf. Die anschaulichste Methode besteht darin, die starren Bewegungs-
moglichkeiten durch die Einfihrung statisch bestimmter Lager zu unterdriicken und
diesen Fehler durch die Addition starrer Bewegungsanteile wiedergutzumachen ([17.2],
[17.3], Abb. 17.2.2). Wir erhalten dann die Darstellung

r=[T, Tlro r} (172.5)

Erfolgt diese Aufspaltung, wie in Abb. 17.2.2 vorgefiihrt, durch Unterdriickung von
Einzelfreiheitsgraden, dann ist 7, eine triviale Boolesche Matrix. Jede Spalte der
Matrix T, enthilt ein Element 1 (die Koordinate ij zeigt an, daf r,; einen Beitrag zu 7;
liefert). Jede Reihe der Matrix 7, enthilt entweder nur Nullen (r; unterdrickt durch
eingefiihrte Lager) oder eine 1 (r; existiert auch nach Auflagerung weiter). Wir werden
noch darauf zurickkommen, dafl es auch mehr mathematisch orientierte Aufstellungs-
moglichkeiten fiir Ty und T, gibt. In diesem Fall geht die einfache Struktur in der Regel
verloren. Die Matrix 7; ist im allgemeinen voll besetzt. Sie kann jedoch leicht auto-
matisch generiert werden, da die Knotenkoordinaten ohnehin im Computer abgespeichert
sind. So wiire die erste Spalte der Matrix 7 durch die Information ,,Translation vertikal®,
die zweite Spalte durch die Information ,,Drehung um Punkt 3 im Uhrzeigersinn“ einfach
automatisch aufzustellen. In aller Regel umfaBt T, nur wenige Spalten, und deshalb
gibt es auch keine Speicherplatzprobleme. Natiirlich sollen die Spalten von Ty und T,
linear unabhingig sein, was aber problemlos zu erreichen ist.

Wir stellen nun das Schwingungsproblem (17.1.1) auf die neuen Freiheitsgrade 7y undz,
um, indem wir (17.2.5) einfiihren und zugleich mit {TOt T3 vormultiplizieren. Da
die Spalten von Tj starre Bewegungen darstellen, gilt dabei

KT,=0 (17.2.6)

Dies vorausgeschickt, erhalten wir das transformierte System

My, My, | 7o O O|r) |o
o wfrl fo ofr ¢
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_ gt
Kee = TeKT;3 (17.2.8)

Bei der Generierung der Matrix T, durch simple Auflager entspricht M,, der Massen-
matrix im gelagerten System, und entsprechendes gilt fir K,, auch. Beide sind diinn
besiedelt. Die Matrix My, ist in aller Regel voll besetzt, aber klein. Stellen die starren
Bewegungen jedoch Translationen in bzw. Rotationen um Haupttrigheitsachsen des
Tragwerks dar, dann ist My, diagonal. Die Koppelmatrix My, ist im Rahmen der bis-
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herigen Diskussion ebenfalls als voll besetzt anzusehen. Da es sich hier jedoch um eine
schmale flache Rechteckmatrix handelt, stellt dies kein Problem dar. Man kann durch
eine andere Wahl von T, erreichen, daf My, zu Null wird, und hat dann in (17.2.7) ein
voll entkoppeltes Problem, allerdings auf Kosten der diinnen Besiedlung von M,, und K.

Die erste Hypergleichung in (17.2.7) kann nun dazu beniitzt werden, die starren Bewe-
gungsanteile zu eliminieren. Dabei ist My invertierbar (was sich auch aus der moglichen
Diagonalgestalt von My ergibt)

Fo = =Moo Mo, 7. (17.2.9)

Wir kénnen (17.2.9) bzw. (17.2.7), erste Zeile, auch dahingehend interpretieren, daf} die
Summe aller Trigheitskrifte in ,,Richtung® der starren Bewegung Null sein muff. Wir
setzen nun (17.2.9) in (17.2.7), zweite Zeile, ein und erhalten ein System in elastischen
Freiheitsgraden

[Mee—MeOM(;éMOe].r-e"'Keere:0 (17.2.10)

Dieses Problem unterscheidet sich von der Schwingungsaufgabe fiir das aufgelagerte Trag-
werk lediglich durch eine modifizierte Massenmatrix. Da K, nunmehr positiv definit
ist, kann es nun ohne Schwierigkeiten, wie in Abschnitt 17.1 angegeben, behandelt
werden. Die zugehérigen Eigenwerte sind alle endlich, da die Nulleigenfrequenzen elimi-
niert wurden. Natiirlich liefert (17.2.10) als Eigenvektoren nur die elastischen Bewegungs-
anteile X, des Systems, die allerdings fir die Beanspruchung des Tragwerks entscheidend
sind. Aus der Superposition der nichtdegenerierten Lsungen erhalten wir sofort (siehe
(17.1.17)

ne
re= )" ciXyisin (wif +;) (17.2.11)
i=1
fiir den elastischen Bewegungsanteil, wobei ne die Anzahl der elastischen Freiheitsgrade
ist.
Aus (17.2.9) folgt dann durch zweimaliges Integrieren iiber die Zeit

o =—Myo Mo, 1. +ag+ byt (17.2.12)

Der Inhalt der Vektoren 4@y und b, ist natiirlich unbekannt. Die gesamte Antwort des
Systems in den urspriinglichen Freiheitsgraden r ist dann mit (17.2.5) einfach

r= [7; - II)M(;(;MOe]re + 7:)[‘10 + bOt]

ne
= [T~ ToMog Moc] D cixeisin (wit +7) + Tolao + bot] (17.2.13)
i=1
Der erste Anteil reprisentiert die schwingende Bewegung, wobei die Eigenvektoren im
System r offenbar durch
X =[T,-TyMypMy.]X, (17.2.14)

(nX ne)
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gegeben sind. Der Satz X gehort dabei nur zu den nichtdegenerierten Losungen A; X ist
also eine hohe Rechteckmatrix. Der volle Rang wird durch das Hinzufiigen der no starren
Formen erreicht. Der zweite Anteil resultiert aus der besonderen Natur des nicht oder
unvollstindig gelagerten Tragwerks. Wenn sich ein solches Gebilde zum Beginn der
Betrachtung bereits mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, dann wird es natiirlich
diesen Bewegungszustand beibehalten, denn es wirken ja voraussetzungsgemifl keine
duferen Krifte auf die Struktur. Die Auslenkungen nehmen also mit der Zeit linear zu.
Fir die spezielle Anfangsbedingung

rpy(t=0)=o

Fo(t=0)=0 (17.2.15)
gilt

ay=by=0 (17.2.16)

d.h. das Linearglied in der Zeit entfillt.

Zur Illustration des Sachverhalts sind in Abb. 17.2.3 zwei Beispiele durchgerechnet. Der
linke Feder-Massen-Schwinger weist eine, das rechte Balkenmodell zwei starre Bewegungs-
moglichkeiten auf. Entsprechend ist die Zahl der Nulleigenfrequenzen, die abgespalten
werden. Die starren Formen des Balkenmodells beziehen sich auf Haupttragheitsachsen,
dementsprechend ist My, diagonal. Es liegt jedoch keine Entkoppelung zwischen starren
und elastischen Bewegungsanteilen vor, da in beiden Fillen M,y keine Nullmatrix ist.
Also wird bei der Berechnung der Gesamtbewegung auch der starre Bewegungsanteil ins
Spiel kommen. Die gezeichneten Eigenschwingungsformen in 7 zeigen sehr schon, wie
der natiirliche Krifteausgleich im Rahmen der Bewegung erfolgt. Um eine volle Ent-
koppelung der Probleme zu erreichen, miifite 7; nicht iiber eine anschauliche Lagerung,
sondern iiber die Forderung

M,y =TMT,=0 (17.2.17)
aufgestellt werden. Dies bedeutet fiir das Feder-Massen-Modell, dal wir zum Vektor
MTy=m{l 2 1}

zwei linear unabhingige Vektoren suchen, die senkrecht auf MT; stehen. Diese miissen
also die Bedingung

l)1+2vz+U3=O

erfillen. Offensichtlich ist eine Losung dieser Forderung

1 1
T.= 0 -1
-1 1

Der Leser behandele nun das Eigenwertproblem erneut und versuche auch das Balken-
problem in gleicher Weise zu 16sen.
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Abb. 17.2.3 Zwei einfache Beispiele zur Behandlung von Schwingern mit singuldrer

Steifigkeit, Teil 1
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11 1
-1 1 -1 1
T, MM, B MM, - |
11 1
x, = {1 4 1} w, = {1 1 -1}

.‘
I

\

N
jo O
a.->

Abb. 17.2.3 Zwei einfache Beispiele zur Behandlung von Schwingern mit singuldrer
Steifigkeit, Teil 2

Wir wenden uns damit dem zweiten Problemfall zu, ndmlich dem einer singuliren Massen-
matrix. In diesem Fall gibt es trigheitsfreie Bewegungen X_ , welche der Forderung

Mx_=o0 (x_+#0) (17.2.18a)
geniigen oder auch

xtMx_=0 (17.2.18b)
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Wenn wir uns konsequent an das konsistente Massenmodell halten, dann ergibt sich aus
(17.2.18b) auch

m
x!Mx_ =x! afg[jp wtde}agxw

qu;ude (17.2.19)
J
g

wobei #_ die zu x_ gehorige lokale Verschiebung darstellt. Damit das Resultat (17.2.18b)
erhalten werden kann, muf} also entweder p =0 oder #_ =0 fir jeden Punkt gelten.
Eine tragheitsfreie Bewegung X_ ist nur denkbar, wenn gewisse Tragwerksbereiche masse-
frei sind, eine der Natur folgende Idealisierung wird also diese Eigenschaft nicht haben.
Etwas anders sieht es mit den einfachen Punktmassen-Matrizen aus. Wie in Abb. 17.2.4
dargestellt wird, sind bei solchen Punktmassen-Modellen durchaus trigheitsfreie Bewegun-
gen moglich. Ausgehend von der Eigenwertaufgabe

Mxi =Kxi )\i (17220)
sehen wir dann sofort, dal X eine nichttriviale Losung des Systems darstellt, die zu
A= —=0 (17.2.21)
w

oo

gehort. Vorausgesetzt wird dabei, daB Kx_ nicht selbst ein Nullvektor ist, also x_ nicht
auch zugleich eine starre Bewegung des Systems darstellt. Das Resultat (17.2.21) ergibt
sich natiirlich auch aus dem Rayleigh-Quotienten (17.1.11) oder aus der charakteris-
tischen Gleichung (17.1.4c) in der Form

b+ by A +by_ N2+ ..+ AT =0 (17.2.22)
fﬁ ?’z f’s tﬁ
Y \
; [ ) [0 N ] :]% & )
— , /
keine Masse keine Drehtragheit
A 2 1
», = {0 1 0]} >, = [0 1}

Abb. 17.2.4 Trigheitsfreie Bewegungen bei Punktmassenmodellen
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Aus (17.1.5) folgt mindestens b, =0 bei singulirer Massenmatrix, und damit existiert
mindestens eine einfache Losung A =0. Fiir die von uns gewidhlte Eigenwertanalyse ist
A =0 tolerierbar. Es ist jedoch jederzeit moglich, diese degenerierten Losungen analog
zu den Starrkodrperformen zu eliminieren. Wir spalten dazu die Bewegungsmoglichkeiten
in tragheitsfreie T und tragheitsbehaftete T, auf

r=[T, T,r,6 r,} (17.2.23)

m

Wenn es sich um einfache masselose Freiheitsgrade handelt, wie bei den Beispielen in
Abb. 17.24, sind T_ und T, nur Boolesche Matrizen, und #_ wiren die masselosen
und 7, die massebehafteten Freiheitsgrade. Da nun

MT =0 (17.2.24)

sein soll, lautet das auf {r_ 7.} transformierte System
0O O |F, K_ K_|r. o
E vl Ay
mm || 'm Mmoo mm || 'm

Mit Hilfe der ersten Teilgleichung lassen sich die trigheitsfreien Bewegungen eliminieren

r.=—K_'K_,r, (17.2.26)
und es verbleibt ein System in trigheitsbehafteten Freiheitsgraden

M, ¥ +[K, -K K'.K_ I, =0 (17.2.27)

Dabei ist die Massenmatrix M,,,, nun positiv definit. Der Eliminationsproze8 ist mit
der statischen Kondensation identisch (s. etwa (3.2.33), Band I).
Das System liefert nun nm=n-n_ nichtdegenerierte Losungen A; = l/wi2 und X, ;,
die wieder zur gesamten Losung 7,, superponiert werden kénnen

nm

r, = Z Ci X, Sin (w;t + ;) (17.2.28)

i=1
Die Antwort in den urspriinglichen Freiheitsgraden ist dann

r=(T,-TK__K_1> cx

i"mi

sin (w;t +¢;) (17.2.29)
i=1
und die riicktransformierten Eigenvektoren werden

X =[T,-TK'K_,] X, (17.2.30)

(nX nm) (nm X nm)

wobei X eine hohe Rechteckmatrix ist, die die nm Eigenvektoren reprisentiert, welche
zu nichtdegenerierten Losungen A;# 0 gehoren. Mit ihnen finden wir auch an Stelle
von (17.2.29)

nm
r= ) cxsin(wit +9) (17.2.31)

i=1
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Wenn wir also bei singuldrer Massenmatrix auf die Reduktion des Systems verzichten,
was bei der im vorigen Abschnitt vorgeschlagenen Arbeitsweise moglich ist, dann erhalten
wir bei der Losung der Eigenwertaufgabe

MX=KXA (17.2.32)

zwar n_ Nulleigenwerte A; und zugehorige Vektoren, aber diese werden fir die Dar-
stellung einer freien Bewegung nach (17.2.31) einfach als uninteressant weggelassen.
Falls aber duflere Krifte vorhanden sind, werden auch diese Losungen von Interesse sein;
hierauf kommen wir spiter noch zuriick.

Wir haben bisher den Fall der singuldren Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix getrennt
behandelt. Nun ist in der Praxis durchaus der Fall denkbar, da} beide Matrizen singulr
sind (freies Punktmassenmodell; Abb. 17.2.5). Auch dies ist kein Problem, da die bisher
besprochenen Techniken aneinandergekoppelt werden kdnnen. Wir teilen die gesamten
Bewegungsmoglichkeiten dann in starre (7)), tragheitsfreie (7)) und unabhingige (T})
ein und setzen dementsprechend

r=(T, T, T}r, r. r} (17.2.33)

an. Die transformierten Bewegungsgleichungen lauten

My, O My|[# O 0 O r] [o
0 0 O |F|+|0" K K_,|r|=|o (17.2.34)
M, O M,|F o' K. K, | o

Vorausgesetzt, dal die starren Bewegungen trigheitsbehaftet sind (M7, # O, My,
positiv definit) und die trigheitsfreien Bewegungen nicht starr (KT # O, K__ positiv
definit), lassen sich r, und 7 eliminieren, und wir erhalten ein Restsystem mit positiv
definiten Matrizen und unabhingigen Freiheitsgraden

(M, — My Moo M, 17, + (K, - K. K K_;Ir; =0 (17.2.35)

So kénnte man bei dem Beispiel Abb. 17.2.5 den Freiheitsgrad r, unterdriicken, um
die starre Bewegung zu entfernen, und 7, , um die trigheitsfreie Bewegung zu beseitigen.
Es zeigt also als einziger unabhéngiger Freiheitsgrad r,; in Richtung r,. Die Transfor-
mationsmatrizen sind

T,={1 1 1}
T.={0 1 0
T, ={0 0 1

keine Masse

Abb. 17.2.5

Tragwerk mit singuldrer Massen- und
Steifigkeitsmatrix bei sinnvoller
dynamischer Problemstellung
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Die Massenmatrix des Ausgangssystems ist
M=m[1 0 1]
und die Steifigkeitsmatrix

1 -1 0

2 0 1
T'MT=m 0
| sym. 1
und
[0 0o O]
T'KT=k 2 -1
| Sym. 1

und das reduzierte Schwingungsproblem
m¥,; +kr; =0

mit der nichtdegenerierten Losung

=m
)\l—k
x,; = {1}

X ={-1 0 1}

Bei diesem Problem ist zu beachten, dafl es eine starre und eine davon unabhingige
trigheitsfreie Bewegung gibt. Die Zahl der unabhingigen Freiheitsgrade kann also nur
1 sein. Als Denksportaufgabe mochten wir unsere Leser den Freiheitsgrad r, unter-
driicken lassen. Scheinbar bleibt ein normales System mit zwei Freiheitsgraden iibrig.
Doch nun hat man zwei Méglichkeiten der Reduzierung: entweder man arbeitet mit T
(das Lager wurde wegen der starren Bewegungsmoglichkeit eingefihrt) oder mit T
(das Lager wurde wegen der trigheitsfreien Bewegungsmoglichkeit eingefiihrt). Der Leser
zeige, daf in beiden Fillen eine der reduzierten Matrizen singulér ist und deshalb eine
weitere Reduktionsmoglichkeit besteht.

Abschliefend wollen wir uns nun die Frage stellen, was es bedeutet, wenn ein System
zugleich eine starre und trigheitsfreie Bewegung ausfithren kann (X, ). Dann wire

(17.2.36)

und natiirlich ist die Eigenwertaufgabe

Mx = Kx\
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dann fiir jeden beliebigen reellen oder komplexen A\-Wert gelést. In Abb. 17.2.6 haben
wir ein Tragwerksbeispiel skizziert. Der massefreie Tragwerksteil kann eine starre Rota-
tion ausfiihren. Da er weder elastische noch Trigheitskrifte auf das Resttragwerk aus-
iiben kann, kénnte er auch entfernt werden. Derartige Fille wollen wir deshalb unter das
Register ,,fehlerhafte Problemformulierung* einreihen und nicht weiter diskutieren.

Abb. 17.2.6
* frZ £ n Tragwerk mit singuldrer Massen- und Steifigkeits-
, m m matrix bei ungeeigneter dynamischer Problem-
X 1 I R 0 D stellung: das gelenkig angeschlossene Stiick ist zu
~ ! . / entfernen, da es bedeutungslos ist
Gelenk keine Masse

Eine zusammenfassende Darstellung der degenerierten Losungen finden wir in Abb. 17.2.7.
Wir wenden uns nun dem letzten Sonderfall zu, nimlich dem gleicher (nichtdegenerierter)
Eigenwerte. Mehrfache Eigenwerte vom degenerierten Typ haben wir bereits besprochen.
Wenn also das charakteristische Polynom eine mehrfache Losung aufweist, dann wird in
der Regel nicht nur eine, sondern es werden mehrere Gleichungen des Systems

[M-\K]x =0 (17.2.37)

linear abhingig sein. Ist der Eigenwert A; von der Vielfachheit p;, dann gibt es hier
auch p; iberfliissige linear abhingige Gleichungen, oder wir sagen auch, die System-
matrix [M —)\iK] hat den Rangabfall p;. Diese Eigenschaft ist iibrigens flir beliebige
Matrizen nicht gegeben, wohl aber fiir die symmetrischen Matrizen M und K, von denen
mindestens noch eine positiv definit ist und die andere wenigstens positiv semi-definit.
Stellen wir uns nun vor, daf wir aus (17.2.37) alle iiberfliissigen Gleichungen streichen
und nur einen Satz von (n—p;) linear unabhingigen Beziehungen iibrig behalten. Wir
erhalten dann ein flaches Rechtecksystem der Gestalt

A x= o (17.2.38)
(n—p;n)(n, 1) (n—p;,1)

Bei einem einfachen Eigenwert konnten wir einen Wert in X; frei wéhlen. Hier sind
nun p; Werte frei wahlbar, und die verbleibenden (n-p;) unbekannten Werte in X,
folgen dann definitiv aus dem System (17.2.38). Statt nun X; mit p, frei gewihlten
Werten hinzuschreiben, kénnen wir auch p; linear unabhingige Vektoren angeben, bei
denen z.B. jeweils ein Wert x;; frei gewihlt wird, die anderen frei wihlbaren Werte zu
Null gesetzt sind und die (n — p;) restlichen aus (17.2.38) bestimmt werden. Die Gesamt-
16sung ist eine beliebige Kombination dieser Vektoren

x=ep x4 oy x4 e, xPP (17.2.39)

Wir konnen also sagen, daB der p;-fache Eigenwert A; auch p; linear unabhiingige Eigen-
vektoren x( hat. Nun hatten die zu einfachen Elgenwerten gehorenden Eigenvektoren
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Singuldre Steifigkeitsmatrix

Singuldre Massenmatrix

Das Tragwerk hat N, linear
unabhingige starre Bewegungs-

moglichkeiten

Das Tragwerk hat neo linear

unabhingige tragheitslose Bewegungs-

moglichkeiten

Es gibt eine ng -fache

degenerierte Lésung

X o= wl=0

Es gibt eine ng, - fache

degenerierte Losung

1
,\i :-uTi-z—-=0

Explizite Darstellung
der starren Formen
I, wo KT, - O
(nxng)  ME, + O

Explizite Darstellung

der tragheitsfreien Formen
T,‘, wo M'oo =0
(nxng) KT, O

Zahl der unabhingigen Freiheitsgrade

N o= N = N, - Ny

= Zahl der nichtdegenerierten Losungen

Transformation

r =
(nxl)

['0 L/ '; ]{ n ™) r; ]
(Nxng ) (Nxng) (nxm) (ngx1) (neex1) [ x1)

Reduziertes System

[Mii — MM Moi] 7 + [Kii —

KiooKo_olooKooz] ri=20

Rucktransformation

-1
- M, M, o, + b,t
-1
'O 'OO ’l‘] - "oooo "oﬂl .’l + o
x o

Abb. 17.2.7 Degenerierte Losungen bei Eigenschwingungsproblemen
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die niitzliche Eigenschaft, daB sie M und K zugleich diagonalisieren konnten. Trifft
dies nun auch fiir mehrfache Eigenwerte zu? Wir betrachten dazu das spezielle Eigenwert-
problem

U MU 'X = XA (17.2.40)
mit
X=UX (17.2.41)

Das Resultat der Eigenwertanalyse von (17.2.40) wire ein voller (n x n)-Satz von Eigen-
vektoren X und n Eigenwerten A, von denen einige gleich (mehrfach) sind. Die zu ver-
schiedenen Eigenwerten \; und A; gehdrenden Eigenvektoren X; und )_cj sind orthogonal,
da

Ste _ t _ ot

x;x,=x;UUx; = x;Kx;

t
i
0 (17.2.42)

gilt, was wir schon in (17.1.26) bewiesen haben. Bei einem mehrfachen Eigenwert )\
steht es uns vollig frei, die linear unabhingigen Vektoren xi(k) so zu rekombinieren,
daf sie auch orthogonal sind (z.B. Schmidtsches Verfahren). Somit ist es immer moglich,
die Forderung

X'X=I=X'KX (17.2.43)
zu erfillen, woraus dann
XU ™™MU'X=A=XMX (17.2.44)

folgt. Die zu gleichen Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren lassen sich also beziiglich K
orthonormieren und haben dann die gleichen Eigenschaften wie die Eigenvektoren, die zu
einfachen Eigenwerten gehoren. Wie steht es aber mit der Losung der Differentialglei-
chungen in 7? Nun, auch hier gibt es gegeniiber einfachen Eigenwerten keine Besonder-
heit. Wir zeigen dies durch die Einfiihrung neuer Variablen

r= X n() (17.2.45)
(nX1) (nXn)(nX1)

An die Stelle des Systems

MPi+Kr=o0 (17.2.463)
tritt nach Vormultiplikation mit X ' das alternative System

An+n=o (17.2.46b)

falls X beziiglich K orthonormal ist. Die Gleichung (17.2.46b) stellt ein entkoppeltes
System von n Differentialgleichungen des Typs

N+ =0, i=1,n (17.2.46¢)
dar. Jede Gleichung hat die Losung
n; = ¢;sin(w;t + ;) (17.2.47)
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m
A —
1
El,
frk k= 3EI
H_ e {
m &« 1 |/ - »m
E1,! 1 EI,
7 Abb. 17.2.8
) Schwinger mit mehrfachen Eigenfrequenzen
EIL 1 (Eigenwerten)
——
ry m

und es spielt gar keine Rolle, ob A; = w;*> nun mehrfach ist oder nicht. Die Gesamt-
16sung in r lautet dann

n
r=>"cx;sin(wit + ) (17.2.48)
i=1
Wir brauchen also in keiner Hinsicht zwischen einfachen und mehrfachen Eigenwerten
zu unterscheiden.

Zur Abrundung und Entspannung demonstrieren wir das Gesagte an einem einfachen
Beispiel (Abb. 17.2.8). Die Massenmatrix ist diagonal

M=ml,
und die Steifigkeitsmatrix ist voll besetzt
4 -1 -1 -1
L
-1 -1 -1 4
Wir definieren als Abkiirzung

<k _ i
5mi’w?  Smi?

und erhalten dann zur Bestimmung der Eigenwerte Xi und der Eigenvektoren X; das
homogene System



17.2 Sonderfille in der Eigenwertanalyse: Singulire Massen- und Steifigkeitsmatrix 99

Setzt man die Determinante des Systems zu Null, dann ergeben sich die Losungen

— /2

>\1,12’3= S oder A ,3= ﬁ = mT_ (dreifach)
_ 2

X' o=l N, = ;‘—2 = 5']’:’ (einfach)

Die Richtigkeit dieser Losungen wird durch das Einsetzen in das homogene System leicht
bestitigt: es entstehen in der Tat linear abhingige Gleichungen. So erhalten wir fir A, , 5

1 1 1 1 X

1 1 1 1ix, -0
1 1 1 1jx;
111 1fxe ;s

Wir sehen, daf entsprechend der Vielfachheit 3 des Eigenwertes drei Gleichungen tber-
flissig sind. Die Systemmatrix hat den Rangabfall 3. Jeder Vektor

Xi,3={c1 ¢ ¢c3 —(citeates)}

mit beliebigen Konstanten ¢;, ¢;, c3 wire eine Losung des Systems, bzw. die drei linear
unabhingigen Vektoren

x,={1 0 0 —1}
X%={0 1 0 -1}
x={0 0 1 -1}

in beliebiger Linearkombination sind es auch. Dagegen liefert der einfache Eigenwert
>\;1 =1 das System

-3 1 17x,
1 - 1 X2 _
1 -3 1xs| °
1 1 =3,

und hier ist nur eine Gleichung iberfliissig (es ist z.B. die 1. Gleichung die negative
Summe der letzten drei). Dementsprechend ist etwa nur x, frei wihlbar, und wir erhalten

x={1 1 1 1

also eine punktsymmetrische Schwingungsform. Da A#A,,; ist, werden auf jeden Fall
die Elemente — siehe auch (17.1.23) -

Mig = Thyj =0

kis= k=0 ij#4
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Die iibrigen Elemente der Massenmatrix und der Steifigkeitsmatrix werden nur diagonali-
siert, falls die X;, 3 K-orthogonal sind. Dies ist hier nicht der Fall. Dementsprechend
erhalten wir

2110
v |1 2 10
XMX=mi | | 5 9

0 0 0 4
und
10 5 5 0
wv. k|5 10 5 0
XKX‘51255100
0 0 0 4

Dagegen wiire der alternative Vektorsatz
V6 -vV2 -1
X - /2 0 2v2 -1
Ko™ V12k| ¢ 0 3
-Vv6 -Vv2 -1
beziiglich K orthonormal
X'KX=1I,

9853

und wir erhalten mit
2
XMX = 1’5—[1 11 5/=A=8Q7"

die Diagonalmatrix der Eigenwerte bzw. die Kehrwerte der Kreiseigenfrequenzen. Fir
dieses kleine Beispiel wire es iibrigens viel einfacher gewesen, mit M-orthonormalen
Eigenvektoren zu arbeiten. Der Leser maoge iiberlegen, warum dies so ist, und dann die
entsprechende Berechnung ausfiihren.

Erginzung zu 17.2

#17.2 Berechnung des orthogonalen Komplements 7, aus M7, mit der Methode
von Householder

Wir hatten festgestellt, dafl das System (17.2.7) vollstindig entkoppelt werden kann,
falls man spezielle elastische Freiheitsgrade einfiihrt. Der Preis dafir ist die volle Be-
setzung der Massenmatrix M,, und der Steifigkeitsmatrix K., welche bei einer ein-
fachen Auflagerung diinn besiedelt sind. Die Entkoppelung lduft auf die Forderung

M, =T/,MTy= T;Y =0 (*17.2.1)

(neXn)(nXno0)
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hinaus, wobei

Y =M T, (*172.2)

(nXn0) (nXn)(nXnoO)

ist. Wir wollen im folgenden das Problem l6sen, wie aus einem bekannten Y das Feld T,
schematisch berechnet werden kann, und zwar so, daf (*17.2.1) erfiillt wird. Hierzu
setzen wir zunichst voraus, dal es moglich ist, den Vektorsatz Y so vorzumultiplizieren,
daf}

U
QY =|(noXn0) (¥172.3)
(nXn)(nXno) 10

wird, wobei U eine obere Dreiecksmatrix ist. Sollte dies mdglich sein und hat Q linear
unabhingige Zeilen, dann sind die unteren ne = n — n0 Reihen von Q offensichtlich mit
der gesuchten Matrix T identisch.

Wir versuchen nun, dem Verfahren von Householder folgend, die gewiinschte Form
schrittweise herzustellen. Nach (k — 1) Schritten seien bereits (k — 1) Spalten fertig be-
arbeitet, und die Spalte k soll im k-ten Schritt gerade auf die gesuchte Form gebracht
werden

Kk Kk
(x x x x X x] x x X x x x|
0 x X X X X 0 x x X X X
0 0 x x Xx X 0 0 x x x X
(k—1) — 0 0 O X X X — (& - 0 0 O X X X — Oy k-1)
Y 0 0 0 x x X Y 0O 0 0 {0 x x QY
0 0 0 x x X 0 0 O (0] x x
0 0 0 x x X 0 0 0 |0l x x
(10 0 0 x x x| |10 0 0 [0] x x|
(*17.2.4)
Falls dies moglich ist, haben wir unser Ziel in n Schritten erreicht, und es gilt
0= Q(nO)Q(nO - Q(2)Q(1) = e (*17.2.5)
Tvet
Um die Operation (*17.2.4) auszufiihren, bedienen wir uns der Matrix
oW=r-2w w (*¥17.2.6)
(nXn) (nX1)(1Xn)
wobei

wiw =1 (*172.7)



102 17 Eigenschwingungen ungedimpfter Systeme

sein soll. Offensichtlich handelt es sich bei Q® um eine symmetrische Orthogonal-
matrix

[Q®1'=Q® (¥172.8)
[Q(k)]tQ(k) = Q(k)Q(k) - Q(k)[Q(k)]t =1, (*1729)
Wenn wir mit (*17.2.6) die Operation (*17.2.4) ausfithren, ergibt sich
Y® = yk—1) _ gty k=1

- YD g yppt (*17.2.10)
wobei
p =[Y®lw (*172.11)
(n0X1)  (n0Xn)(nX1)
ist. Demnach gilt fir den Spaltenvektor j des Feldes y®
yP=ykD-2pw; j=1,n0 (*¥17.2.12)
und
= rw (*17.2.13)

Es wird also bei dieser Operation einfach ein bestimmtes Vielfaches des Vektors w je-
weils subtrahiert. Nun wollen wir allerdings die bereits fertiggestellten (k — 1) Spalten
unbehelligt lassen. Das lat sich offensichtlich erreichen, falls p; (j=1,k—1) Null wird.
Die Vektoren y(k D (j=1,k-1) sind hochstens bis zum Ghed k — 1 mit Nichtnullen
besetzt. Wir miissen also in Anbetracht von (*17.2.13) die ersten (k —1) Glieder in w
zu Null machen, um eine mogliche Koppelung auszuschlieen, und haben unser Ziel
erreicht

w;i=0; i=1,k-1
und damit
w={0 0 ... 0 w, w,; ... w} (*17.2.14)

Die Spalte k ist unsere Arbeitsspalte. Fiir sie gilt natiirlich (*17.2.12) auch. Hier wollen
wir aber erreichen, dafl alle yi(ll(‘) fir i=k+ 1, n geloscht werden. Aus dieser Bedingung
folgt sofort

(k—1)
yxk

, = . 1= + £
w; 2Pk ; i=k+1,n (*17.2.15)
Wir wissen also, da — bis auf wy, — alle Nichtnullelemente des Vektors w proportional
zur Spalte yék D sind. Noch sind P und w, unbekannt. Aber wir haben auch zwei
zusitzliche Bedingungen. Aus (¥17.2.7) folgt mit (*17.2.15) sofort

2 1\ <
1=wk+(2—p;> > (yfl‘; 1>> (*¥17.2.16)
i

=k+1
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und aus (*¥17.2.13) ergibt sich mit (*17.2.15) sogleich
Dy = [yl((k—l)]tw

n

Z Lk 1 —n\?

—yl(ck l)wk+5}-7— E <yl(|l: l)> (*17.2.17)
ki=k+1

Um Schreibarbeit zu sparen, fihren wir nun die Abkiirzung

52 =i (yig':—l))z (¥17.2.18)
i=k

ein und erhalten damit die beiden Gleichungen

49t = Qoo ~ (PEV) 4 s (17219

4p} = 247 (2pewn) — 2 (ygﬁ-l))rz +25° (*17.2.20)
Aus ihnen folgt durch Subtrahieren der Ausdruck

<2pkwk—ylg((_l)>2= 52 (¥17221)
oder

2pw, = yED £ (¥17222)

Wir setzen dies in (*17.2.20) ein und sind am Ziel

| =1
kk
n=s)/3 (1 + ~S——) (*17.2.23)

Das Vorzeichen wird dabei so gewihlt, daB keine Stellenausloschung auftritt. Da der
Proportionalititsfaktor 2p, offensichtlich bei jedem w; Element vorkommt, kann er
auch herausgezogen werden

(2pk)‘1u

@p)™{0 0 ... 0 y&TPxs yEID L y&by (*¥17.2.24)

w

]

Mit # lautet dann die Modifikationsformel (*17.2.10) alternativ

Yo = y&=1 _ _l_zuutyom) (*17.2.25)
2p,
Man vermeidet mit dieser Darstellung also das Ziehen der Wurzel in (*¥17.2.23).

Zum Schlu erproben wir das Verfahren an einem kleinen Beispiel, das wir bereits in
diesem Zusammenhang aufgegriffen hatten (Abb. 17.2.3, linke Seite). Es wird, wie bereits
ausgerechnet,

YO=MT=m{1 2 1}
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wobei der Faktor m als belanglos weggelassen werden kann. Offensichtlich ist
=6

und damit
20} =6 +/6

und
u={(1++6) 2 1

Die gesuchte Matrix Q ist einfach

Q=0W=1- ﬁ;uu‘

—(1+v6) -2(1+v6) —(1++6)
—2(1+\/(;) 2++6 -2
-(1++6) -2 5+/6

Demnach ergibt sich die Transformationsmatrix 7, zu

-2(1++v6) —-(1++6)
2++6 -2
-2 5+v6
Diese Matrix ist in der Tat orthogonal zu Y, was der Leser leicht selbst priiffen kann.

Das soeben geschilderte Verfahren 1t sich auf Hypermatrizen iibertragen; wir verweisen
dazu auf [17.4].

_ 1
—6+\/€

1
T =
¢ 6+6

17.3 Verfahren zur Lésung des Eigenwertproblems
17.3.1 Bestimmung des grofiten Eigenwertes (der kleinsten Eigenfrequenz) und des
zugehorigen Eigenvektors: Vektoriteration

Haufig ist es fur die technische Beurteilung eines Tragwerks notwendig, die Grundfrequenz
(1. Eigenschwingung) zu kennen. Dafiir gibt es ein sehr einfaches Iterationsverfahren, die
Vektoriteration. Wir gehen dabei vom speziellen Eigenwertproblem aus

AX = XA (17.3.1a)
A%, = X\, (17.3.1b)
wobei X orthonormal sein soll (also X K-orthonormal)

X'X=1 (17.3.2)
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woraus sich mit (17.3.1a) die folgende Darstellung fir die symmetrische dynamische
Matrix A ergibt

A=XAX' (17.3.3)

Zum Verstindnis des Verfahrens braucht nun nur noch die Tatsache erwihnt zu werden,
daB die n Eigenvektoren X, linear unabhingig sind, was ja auch (17.3.2) aussagt. Jeder
beliebige (nx 1)-Vektor X"fk) kann also als Linearkombination dieser Eigenvektoren dar-
gestellt werden

n
x®) =" % = Xc (17.3.4)

mit dem Spaltenvektor
c={c ¢, ... cu} (17.3.5)

Wie grofl die Faktoren c; sind, wissen wir natiirlich nicht, denn X ist ja unbekannt. Wir
multiplizieren nun den Vektor x(k) mit der bekannten dynamischen Matrix A vor und
verwenden dazu auch die Darstellung (17.3.3) sowie die Beziehung (17.3.2)

&0 =A%® = XA X Xe = XAc
n
=Zci>\i—i (17.3.6)

Der resultierende Vektor fl(k”) hat als Anteile der Eigenvektoren X; die Beteiligungs-
faktoren (c;};), die gegeniiber X k) um A; verstirkt sind. Damit ist klar, da® der Eigen-
vektor, der zum grofiten Elgenwert (z.B. \;) gehort, nun viel stirker an x(k”) beteiligt
ist als an x( ). Durch erneute Multiplikation mit 4 kann man nun diesen Antell laufend
verstarken und erhilt letzten Endes den reinen Eigenvektor X, . Zugleich erkennen wir,
wann dieses Verfahren nicht funktionieren kann: wenn der grofite Eigenwert eine Viel-
fachheit p besitzt, werden natiirlich p Vektoren gleichermaflen verstirkt. Es ergibt sich

P n
gl(kﬂ) =Agl(k) = )\12 ;% + Z A%, (17.3.7)

i=1 i=p+1

Der iterierte Vektor fl(kﬂ) enthilt also in verstirktem Mafle eine zu A; gehorende
Kombination von p Eigenvektoren mit den gleichen Beteiligungsfaktoren, wie sie auch
schon in X_l(k) enthalten waren. Wir erhalten zwar durch die Iteration einen der p linear
unabhingigen Vektoren, aber eben nur einen. Um alle zu A, gehdrenden Eigenvektoren
zu finden, miiiten wir den Iterationsprozef wiederholen und dabei den iterierten Vektor
jeweils orthogonal zu den bereits berechneten Eigenvektoren machen.

Wihrend wir bei exakt gleichen maximalen Eigenwerten immerhin einen sinnvollen Eigen-
vektor erhalten konnen, ist das Problem bei fast gleichen Eigenwerten im Maximumgebiet
ungleich kritischer. Die Vektoriteration wird die zugehorigen Eigenvektoren nur sehr
langsam trennen konnen, da sie quasi gleichermafen verstirkt werden. In diesem Fall
ist die Erweiterung der einfachen Vektoriteration zur simultanen Vektoriteration ein
Mufl: wir verweisen hierzu auf Abschnitt 17.3.2.
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Die groBe Bedeutung der Vektoriteration (und auch der im folgenden geschilderten
simultanen Vektoriteration) liegt darin, da wir die dynamische Matrix A nicht explizit
bilden miissen. Wir erhalten andernfalls eine vollbesetzte Matrix und kdnnen grofie
Probleme nur mit erheblichem Aufwand behandeln (n = 10000 erfordert selbst bei Aus-
niitzung der Symmetrie rund 50 Millionen Worte Speicherplatz). Wir erinnern deshalb
an die Produktdarstellung (17.1.39) und teilen die Iteration in folgende Schritte auf:

1. Normierung des Startvektors fl(k), d.h. [fl(k)] tfl(k) =1

2. Losung des Dreieckssystems Us = fl(k)

3. Multiplikation #=Ms (17.3.8)
4. Losung des Dreieckssystems U t.fl(k“) =t
2
. . . = te 1
5. Bestimmung des Rayleigh-Quotienten )\(lk) = [xl(k”)] xl(k) = (JE))
1

Die Dreieckszerlegte U der Steifigkeitsmatrix K ist bereits vom statischen Lésungsprozef
her bekannt. Sie ist — wie K selbst — diinn besiedelt. Damit ist klar, dal der Iterations-
prozel durchweg mit diinn besiedelten Matrizen ablduft. Es konnen ohne weiteres Pro-
bleme in der Grofienordnung von statischen Berechnungen behandelt werden.

Wie wir von (17.2.10) bzw. (17.2.35) wissen, a8t sich auch fiir freie Tragwerke ein
System mit positiv definiter Steifigkeitsmatrix herstellen. Der Iterationsprozefy kann
also ohne Schwierigkeiten auch hier angewendet werden.

Ein letztes Problem fiir die Anwendung der einfachen Vektoriteration bildet die Wahl
eines geeigneten Startvektors. Rein theoretisch wiirde niamlich das Verfahren nicht den
richtigen Eigenvektor liefern, wenn X, tiberhaupt nicht in fl(k) enthalten ist, also ¢; =0
wird. In Wirklichkeit sorgen Rundungsfehler im Computer dafiir, dal immer X, -Anteile
hinzukommen, die dominant werden. Immerhin ist ein kleiner c;-Wert fir die Wirt-
schaftlichkeit des Verfahrens nicht gut. Meist wird der Ingenieur, seinem Vorstellungs-
vermogen entsprechend, ungefihr sagen konnen, wie die 1. Eigenschwingungsform aus-
sieht. Zumindest wird er einen Freiheitsgrad 7; nennen konnen, der an dieser Schwin-
gungsform dominant beteiligt ist. Wir bilden dann die zur Last R; =1 gehorenden Ver-
schiebungen und nehmen diese auf statischem Wege gewonnene Form als Startvektor
fiir die Iteration. Es wird dann

U'ux®=(0 0 ... 0 Rj=1 0 ... 0} (17.3.92)
oder, da wir ja einen transformierten Startvektor benétigen,
Ux®=(0 0 ... 0 Ri=1 0 ... 0} (17.3.9b)

Der notwendige Startvektor ergibt sich also durch das billige Vorwirtseinsetzen. Alle
fihrenden Elemente )—cﬁ.’) sind fir j <i selbstverstdndlich Null.

Nach Abschluff der Iteration ist natiirlich eine Riicktransformation des Eigenvektors
notwendig. Wir erhalten (mit normiertem X;) nach (17.1.42) sofort einen K-orthonor-
malen Eigenvektor X;. Dieser Schritt entspricht iibrigens der Berechnung von § in
(17.3.8), 2. Schritt.
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Als Demonstrationsbeispiel verwenden wir zundchst den Zweimassenschwinger aus
Abb. 17.1.1. In Abb. 17.3.1 ist die Vektoriteration ausgefiihrt. Bedingt durch die hervor-
ragende Separierung der Eigenwerte haben wir bereits nach drei Schleifen das exakte
Resultat im Rahmen von zwei Dezimalen. Es fillt iibrigens auf, dafl die Konvergenz des
Eigenwertes rascher eintritt als die des Eigenvektors; dies ist kein Zufall.

In Abb. 17.2.3, links, haben wir ein Tragwerk mit singuldrer Steifigkeitsmatrix, das wir
nun in Abb. 17.3.2 erneut aufgreifen. Da wir in rein elastischen Freiheitsgraden arbeiten,
erhalten wir selbstverstidndlich ohne Schwierigkeiten den maximalen nichtdegenerierten
Eigenwert. Insofern ist das Beispiel iiberfliissig. Die Eigenwerte sind allerdings hier wesent-
lich schlechter (A;/A, = 2) separiert als in Abb. 17.3.1 (A\;/X, = 7). Entsprechend lang-
samer ist die Konvergenz.

In Abb. 17.3.3 stellen wir schlieflich einen Schwinger vor, der so ausgelegt wurde, daf$ er
zwei gleiche maximale Eigenwerte aufweist. Wir behandeln ihn in Abb. 17.3.4 mit der
einfachen Vektoriteration und erhalten durch die gute Separierung 7\1,2/7\3= 76 eine
hervorragende Konvergenz fir den Eigenwert. Der iterierte Eigenvektor kann allerdings
nicht mehr als eine Linearkombination der zwei unabhingigen Eigenvektoren sein. Als
solcher stellt er durchaus eine legitime Losung dar. In unserem Fall ist

[ 4.5593 B 1. 1.
@ = =
x{ SaEl _1.7781 SaET (1.8532 0.9595 | +2.7061| O. )

0.8529 1. - 1.

=X teyx,
Als kleine Ubung zeige der Leser, daf die Gleichung
Mx, =\ KX,

hier durch )\(12) und xfz) befriedigt wird. Er filhre auch die Iteration erneut aus und
beniitze dazu einen Startvektor, der orthogonal zu xl(z) bzw. )?1(2) ist. Es empfiehlt sich
dabei, nach jeder Schleife auch zu orthogonalisieren. Als letzten Punkt iiberlege man,
wie durch eine Wiederholung der Prozedur auch der 3. Eigenwert und -vektor gefunden
werden kann.

Zum Schluf} dieses Abschnitts wollen wir fiir die spitere Arbeit noch ein Resiimee geben:

Die Vorteile der einfachen Vektoriteration sind offenbar

1. M und U sind nur diinn besiedelte Matrizen; es lassen sich also sehr grofe Probleme
bearbeiten.

2. Der Arbeitsaufwand zur Losung der Dreieckssysteme (Rickwirts- und Vorwirtsein-
setzen) ist relativ gering.

3. Die Dreieckszerlegung der Steifigkeitsmatrix wire bei einer eventuellen statischen
Berechnung schon ausgefiihrt worden.

Als Nachteile sind zu nennen:

1. Bei mehrfachem maximalen Eigenwert A, liefert das Verfahren nur einen Eigen-
vektor.

2. Bei schlecht separiertem Eigenwert A; ist die Konvergenz sehr langsam, da sie vom
Verhiltnis \;/A, abhingt.
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/ M = m12
k
2 - 2 -
m MK = k 1 i =0J = —E- ]
k _}_’1 - 0
m . .
T;_Z r2 dominant in x1
k 0 1 2 exakt
52t 0 0.20 0.23
normiert 1 0.98 0.97
s = U 5% /7| 0.5 5 [0.59] | /5[0.60 5(0.60
= 2K “ 10 [V |o.9s k 1097 V0.9
t=Ms ms — —
eot) gt aml0.25] | 2 ml0.30]| 5 ,0.30
Ut 1Ty K Tk
1.25 1.28 1.27
(k) ket —(K) m m m
Ay = 2.50 =~ 2.63 - 2.60 <~
_ 2m 2m 2m
|se*+ | .63 | ST | 1305
(k2 1 K k k k
(i) W 0.40-4 | o038-A | 0.38-% 0.38 4
1

Abb. 17.3.1 Die einfache Vektoriteration am Beispiel Abb. 17.1.1
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m 2m m
4 ml 3 -
k k M, - M, M, M, = " a3 - M
fe1 * ‘,’ez K, =kI, = U:kI
l—> ee 2 = 2
e dominant in 24,
2 v 4
0 1 2 3 4 5 exakt
set) 1.0 095 | 086 | 079 | 075 | 0.73
e
normiert 0 -032 | -052 | -0.62 | -0.66 | -0.68
cula' 0.7
==U0eT s - -— |
:xé;‘) k¢ -0.71
3 3.17 3.10 2.99 2.91 2.87
t:-Ms m m m m m m
ie| -1 | |a¥ie| 1,91 ||aVhc|-2.02||Vk|-2.65 | Vi |-2.73 |4V |-2.77
—k+1)_ g a-t _1‘1
», =UC V' —— —— —~—— —— ———
t
K [ ean]te
A <[l ”]x,f,“’ 0752 | 0912 | 0.982- | 100G | 100 | 0995 | G-
il 3167 | 3.707F | 3.93 7 | 4007 | 3.9975 | 3997
(N2, 1 K K K K s s K
(w,l )= F’ 133457 [ 1107 | 1.027557 | 1.0075 | 1.007 1014 m
1

Bild 17.3.2 Die einfache Vektoriteration am Beispiel Abb. 17.2.3, links (singuldre Steifigkeits-

matrix)



110 17 Eigenschwingungen ungeddmpfter Systeme

. EL_ 23+ Y583 |
a = G - 24 = 1.9730

T . 24EI AET
A = LEL, . LEL
mi3 wimi3
X, = 1+12a
= 1. 821598 . 96758

X, = %(25 + Y593 ) = 24.6758

32

= 1
4 [’ 9 +1593" }

{1 +0.9595 1

—

u
—
-

'
~N
o
@
&~
(5]
-
—

Abb. 17.3.3 Schwinger mit gleichen maximalen Eigenwerten fiir die einfache
Vektoriteration (siehe Abb. 17.3.4)
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M = m13
1+6a -1 6a
1+ 12 1+ 12
24LET a7 -
K= 3 -1 3 1
6a -1 1+6a
1+12a 1+ 12a
0.5203 -1 0.4797 |
_ EI 23 +Y593 . 24ET _
o S = 2 -1 2.1250 1
0.4797 -1 0.5203
— —
r dominant 0.7213 -1.3864  0.6651
fir Startvektor u- 2LET 0 0.4504 -01729
a2 . .
0 0 0.2191
__ p—
k 0 1 2 3 exakt
o 0.3037 0.2568 0.2562 | 0.2562
»n 0.9348 0.9482 0.9484 | 0.9484
normiert -0.1842 - 0.1868 - 0.1868 |-0.1868
Jp—r 4.5649 4.5594 4.5593 J siz:e .
B 245/ 1.7525 2451 1.7777 21.51 1.7781 Ad.T 3
= - 0.8407 -0.8528 - 0.8529 und tex
s, gty . 6.3287 6.3212 e 6.3210
| z4gr 23.3098 2451 23.4026 2451 23.4026
mlU = - 46042 -4.6107 -4.6107
t
(k) | —(ket) —(k me me m ml~
Al =[,,( ﬂ"( | JaT 24-6162 | 3727 24.6748 | 57 24.6757 ET 21. 6758
3
(k1) m mi”
|t 1| AL ? 246455 7T 24.6758 | Lo 24,6758

Abb. 17.3.4 Verhalten der einfachen Vektoriteration bei Tragwerken mit mehrfachem maximalen

Eigenwert
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17.3.2 Bestimmung des unteren Eigenfrequenzspektrums und der zugehorigen
Eigenvektoren: Simultane Vektoriteration

Es gibt grundsitzlich drei Moglichkeiten, die einfache Vektoriteration auf die Berechnung
mehrerer unterer Eigenfrequenzen auszudehnen. Einmal kann der bisherige grofite Eigen-
wert aus dem System eliminiert werden und somit wird der zweitgroite zum groften
gemacht (Deflation). Diese Technik ist fiir grofe, diinn besiedelte Matrizen wenig ge-
eignet. Zum zweiten haben wir bereits im vorangehenden Abschnitt die Moglichkeit
besprochen, die Iteration mit orthogonalisierten Startvektoren zu wiederholen. Dies hat
jedoch den Nachteil, daf} bei schlecht separierten grolen Eigenwerten der Aufwand zur
Ermittlung eines Vektors relativ grof§ ist. Zum dritten, und wohl am vorteilhaftesten,
kann man mit einem Satz von mehreren orthonormalen Vektoren iterieren. Am Ende
jedes Schrittes muf8 der Orthonormierungsprozeft wiederholt werden, da sonst Rundungs-
fehler das erneute Auftauchen des 1. Eigenvektors bewirken und man einfach Duplikate
dieses Vektors als Endergebnis erhalten wiirde. Mit dieser einfachen Zusatziiberlegung
sind wir bereits in der Lage, die einfache Vektoriteration zu einer arbeitsfihigen simul-
tanen auszubauen:

1. Orthonormierung einer Approximation ¥V

14 - X®R
(nX ni) (nXni)
wo [X—(k)]tf(k) = Iy
2. Losung Us=x®
3. Multiplikation T=MS (17.3.10)
4. Lésung Uuvs=r

5. Rayleigh-Quotienten
A = diag[V‘f (k)]
(ni X ni)
= diag [[f (k)]tAz\_’ (k)]
Nach den vorausgegangenen Ausfihrungen ist uns klar, dal auch die Konvergenz dieses

Prozesses von den Eigenwertverhiltnissen abhingen wird. In [17.5] wird gezeigt, daf
nach k Iterationen die Norm der Abweichung zwischen einem iterierten Vektor x( )

in X% und dem entsprechenden wahren Eigenvektor X; die Grofienordnung gk auf-
weist, wobei wir unter der Norm den Ausdruck

7K _wll=[[#®_ % K 1/2

1200 - %)l = [ %0 - 2] [20 - %] (17.3.11)

verstehen wollen und

Ni+1 A >
= , T 17.3.12
q maX( N V. ( )
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ist. Maf3gebend fir die Konvergenz eines Vektors sind die Eigenwertverhiltnisse mit den
unmittelbaren Nachbarn. Demnach hitte der Prozef (17.3.10) keinen wesentlichen Fort-
schritt gegeniiber einer mehrfach angewendeten einfachen Vektoriteration mit ortho-
normierten Startvektoren gebracht. Wir machen uns deshalb auf die Suche nach Ver-
besserungsmoglichkeiten.
Fiir die Berechnung der angeniherten Eigenwerte haben wir im Schritt 5 des Grundver-
fahrens (17.3.10) die Diagonale der Matrix

B =VX®=[X®]'4x® (17.3.13)

(ni X ni)

ermittelt. Es sind aber eigentlich nicht nur die Diagonalwerte fir uns interessant, sondern
auch die Nebendiagonalelemente der symmetrischen Matrix B. Wire nimlich X% ein
Satz von richtigen Eigenvektoren, dann mii3te B nach unseren bisherigen Kenntnissen
diagonal sein. Fiir die Approximation X® wird das im allgemeinen nicht gelten, und B
ist nur mehr oder weniger diagonal dominant. Im allgemeinen wird die Anzahl ni der
iterierten Vektoren gegeniiber der Anzahl n der Freiheitsgrade klein sein. Die Matrix B
ist also auch klein und kann durch eine Eigenwertanalyse relativ billig auf Diagonalform
gebracht werden

B~ X, Ay X

(ni X ni)(ni Xni)(ni X ni)
wo XpXg=1I (17.3.14)
In (17.3.14) werden alle ni Eigenvektoren Xz der Matrix B ermittelt. Ein geeignetes

Verfahren dafiir ist der Jacobi-Algorithmus in Abschnitt 17.3.3. Wenn wir nun an Stelle
des Vektorsatzes X® mit dem transformierten Vektorsatz

X3 = XX, (17.3.15)

(nXni) (nXni)(niX ni)
arbeiten, welcher auch orthogonal ist
(X0 X0 = %[ X0 X 0%, = X3 X,
=1, (17.3.16)
dann erhalten wir statt ¥ nun den iterierten Vektorsatz
=AX® = AXYX,
=VXg (17.3.17)
welcher die Eigenschaft
VXL = [ X AXE = X3 X0 A XWX,
= Ag (17.3.18)

hat. Mit ¥ gehen wir nun an Stelle von Vm dle nichste Iterationsschleife. Da X X% nur
eine L1neark0mb1nat1on der Vektoren in X darstellt, ist nicht zu erwarten, daﬁ die
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wobei

{ A/},(f:c Aiw = U UOOJ{ :’YM Aiﬂ (*17.4.9)
die Eigenvektoren im speziellen Eigenwertproblem sind. Die Matrix

A= UM U (*17.4.10)
ist tibrigens die dynamische Matrix des kondensierten Problems

A X, = X, A, (*17.4.11)

Aus dieser Eigenwertgleichung berechnen wir iiblicherweise die Approximation /~\c und

{z\—’cc O} fir die ersten im primiren Unterraum liegenden Eigenwerte und Eigen-

vektoren. Die erste Teilgleichung des exakten Problems ist offensichtlich erfillt, die
zweite jedoch nicht. Wir erhalten

ﬁ—[o]-{ 0 (¥17.4.12)
H,. Ua—crt [Mac _Mach;clr Koc] Uc_chcc -
Nun betrachten wir das zum Eigenwert 7\(-0) gehorende Residuum

ﬁfaC) = Yoo [M MoaKoa ] l—(C) (*17'4‘13)

wobei fiir den Eigenvektor x gelte

[ZO]%© =1 (*17.4.14)

%©
X7~ o
©
_{ ;]xf i [ﬁ?“’} i

folgt mit dem vollen exakten Vektorsatz X die Aussage

Aus

_ x| _|z@ x(ﬂ)
X'p=X4xx | |-X4" DP=(A-nx (*17.4.16)
(4] 4] (4]
wobei bekanntlich
X'X=XX'=1 (*17.4.17)

gilt. Entweder ist nun einer der exakten Eigenwerte in A identisch mit der berechneten
Niherung >\ aus dem kondensierten System oder aber es gilt

=(c)
Xt[xi } - [A_s\(ic)l}_ly{_(ic)} (*17.4.18)
i

o
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Nach den Regeln der Matrixnormen ist aber

oyl =1yl (*17.4.19)
falls Q eine Orthogonalmatrix, wie etwa X , ist. Ferner gilt
IBCI < IBIICI (*17.4.20)
und zwar fiir jede beliebige Matrixnorm. Wir beachten noch
%©
II{ l‘) Jll = 1%l =1 (*17.4.21)

da (*17.4.14) gilt, und fihren die Abkiirzung

U[ (Gc)} =17 = ( (“)‘nf“))” 2 (*17.4.22)
ein. Damit folgt aus (*17.4.18) sogleich das Resultat
1< A -2 *17.4.
< max x (1N =2 Ye; (¥17.4.23)
oder
min |\, —S\(ic)l < g (*17.4.24)
k=1,n

Wir wissen somit, daf} ein wahrer Elgenwert Ak des nichtkondensierten Problems hoch-
stens um * ¢; von der Niherung 7\ ) entfernt sein kann. In der Regel ist dabei die untere
Grenze mafgebend, da die Kondensation versteifend wirkt, also die Eigenfrequenzen
anhebt bzw. die Eigenwerte senkt. Aus (*17.4.24) ergibt sich weiter fir den Konden-
sationsfehler in [%]

€
£< W— 100
1

Diese Fehlerabschitzung kann in der Praxis niitzlich sein, wenn man iber wenig Infor-
mationen iiber die interessanten Eigenschwingungsformen verfiigt. Neben der Abweichung
der Eigenwerte interessiert natiirlich auch die Abweichung in den Eigenvektoren. Diese
kann insbesondere bei der Berechnung dynamischer Spannungen kritisch sein, da der
eingeschlossene Differentiationsproze den Fehler vergrofiert. Dann mufl man doch zur
simultanen Vektoriteration greifen, wenn man an genauen Spannungen interessiert ist.

17.5 Die Ausniitzung von Symmetrieeigenschaften des Tragwerks bei der
Eigenschwingungsberechnung

Wihrend die Reduktion nach Guyan eine Niherung zur Reduzierung der Problemgrofle
darstellt, ist die Ausniitzung der Symmetrieeigenschaften in der Dynamik exakt auszu-
fiihren. Es sind dabei einige Anderungen gegeniiber der linearen Statik zu beachten.
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Grundvoraussetzung fir die folgenden Ausfihrungen ist, dal — wie in der linearen Statik
auch — das Tragwerk symmetrische Geometrie (symmetrische Steifigkeitseigenschaften)
aufweist. Dazu kommt in der Dynamik die Forderung nach einer symmetrischen Massen-
verteilung.

Wir betrachten einen derartigen einfachen Schwinger in Abb. 17.5.1 und fihren in das
Eigenwertproblem an Stelle der einfachen Freiheitsgrade 7 die neuen 7, (rein symme-
trisch) und 7, (rein antisymmetrisch) ein. Es gilt

r=Tr+Tr, (17.5.1)

———
oY

t )
2m, 26
EI ba )\ El, 4a

—_— (Z72)2) »
n m m
1 /-3
EI,3a ) nur translatorische Tragheit
@ auch Drehtriagheit
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(a) symmetrischer Schwinger mit 4 Freiheitsgraden
(nur Biegedeformationen)

tr'ls fﬁs
« »
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\ Abb. 17.5.1
— @- » Symmetrischer Schwinger
e |I .
da

r 0 1 0 O

Ma
r _ 1 . 0 1 0 ;
r 0 [ 15] Tolo oo o f]

r
. 1 0 1 0 3a
- = T + L

(b) Aufspaltung der Bewegung in symmetrische und antisymmetrische Anteile
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Diese Aufspaltung ist bei jeder symmetrischen Geometrie ohne Beschrinkung méglich.
Die auf die neuen Freiheitsgrade transformierte Gleichung lautet

rut, TmT|n] [ LKL, KT
+ =0 (17.5.2)
TMT, TMT,)%| | T'KT, T'KT,|r

a a

Wie man leicht aus T, und T, in Abb. 17.5.1 ersehen kann, beschreibt jede Spalte
von T, eine rein symmetrische Bewegung und jede Spalte von T, eine rein antisymme-
trische. Wir konnen demnach MT, als Trigheitskrifte auffassen, die bei einem anti-
symmetrischen Beschleunigungsmuster auftreten. Bei einer symmetrischen Massenver-
teilung miissen diese Trigheitskrifte antisymmetrisch verteilt sein. Der Term T;tMT;
gibt die Arbeit an, die die antisymmetrischen Trigheitskraftgruppen an den symme-
trischen Bewegungskomponenten leisten. Da die Beitrdge zur Arbeit links und rechts
der Symmetrieebene entgegengesetzt gleich sind, kommt dabei stets Null heraus. Wir

halten also fest
T:MT, - O

1753
TMT, - O (e

Ganz entsprechend sind KT, elastische Krifte, die die antisymmetrischen Deforma-
tionen T, bewirken. Bei einer symmetrischen Verteilung der Steifigkeitseigenschaften
sind diese elastischen Krifte auch antisymmetrisch. Sie leisten an symmetrischen Ver-
schiebungen T keine Arbeit

TKT, =0 17.5.4
7;K7;=0t ( )

Damit ist das dynamische Problem (17.5.2) entkoppelt, und damit natiirlich auch das
zugeordnete Eigenwertproblem

MT, O |#| [T'KT, O |r| |e

S S s S -
o' TmI. %+ o ik || Lo (17.5.5)
bzw.
[TMT]X, = [TKT]XA, s
[T;MT,)X, = [T)KT,]X,A, (470

Wir schlieflen aus der letzten Gleichung:

Ein symmetrischer Schwinger weist nur rein symmetrische und rein antisymme-
trische Eigenschwingungsformen auf.

Mit Kenntnis dieser Sachlage kann man sich die Einfithrung generalisierter Verschiebun-
gen 7, und 7, natiirlich sparen und statt dessen, wie in Abb. 17.5.2 gezeigt, mit einem
halben Modell und geeigneten Randbedingungen arbeiten. Man 16st also ein im Mittel
halb so grofes Problem (bei mehrfachen Symmetrien 1/4 bzw. 1/8) mit verschiedenen
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1
Abb. 17.5.2
I | 1B b1 ! ,
( ! Halbmodelle fiir den Schwinger
in Abb. 17.5.1
7}/%/ oo (nur Biegedeformationen)
(a) Halbmodell fur (b) Halbmodell fur
die symmetrischen die antisymmetrischen
Eigenschwingungsformen Eigenschwingungsformen
Dreifache Symmetrie
Achtelmodell
Zweifache Symmetrie
Viertelmodell
Einfache Symmetrie
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s s s
s s a
s a s s = nur sym. Bewegung
s a a auf der Sym. Ebene
a s s a = nur antisym. Bewegung
auf der Sym. Ebene
a s a
a a s
a a a

Abb. 17.5.3 Berechnungen und Randbedingungen bei Ausniitzung der Symmetrie-
eigenschaften

Randbedingungen. Da die Eigenwertberechnung ein n®-ProzeR ist, geht der Arbeits-
aufwand auf 2 *1‘8—3 zurick. Bei mehrfacher Symmetrie ist das in Abb. 17.5.3 ge-
zeigte Arbeitsschema niitzlich. Wir sehen, dafl wir bei dreifacher Symmetrie zwar nur
1/8 des Tragwerks behandeln, dafiir bendtigen wir allerdings auch 8 Rechenliufe mit
verschiedenen Randbedingungen. Als anschauliches Beispiel verweisen wir auf die Be-
rechnung einer Rechteckplatte unter Ausniitzung der Doppelsymmetrie (Abb. 17.5.4).

Auch punktsymmetrische Korper lassen sich analog zu dieser Technik sehr wirtschaftlich
behandeln. Es ist jedoch wichtig zu wissen, dafl ein punktsymmetrischer Korper Eigen-
schwingungsformen mit beliebiger Wellenzahl iiber den Umfang aufweisen kann (Abb.
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17.5.5). Idealisiert man, wie dies in der Statik iblich ist, nur einen Querschnitt des
rotationssymmetrischen Korpers, dann sind zur Erfassung von Eigenformen bis zur
Ordnung k auch k +1 verschiedene Eigenwertanalysen erforderlich, die allerdings im
Vergleich zur dreidimensionalen Berechnung aufierordentlich billig sind.

— — - —

S X S X a X a X

Abb. 17.5.4 Ausniitzung der Symmetrieeigenschaften zur Eigen-
schwingungsberechnung einer gleichférmigen, doppeltsymmetrischen
rechteckigen Platte

Ordnung 0

Abb. 17.5.5 Schwingungsformen eines rotationssymmetrischen Kérpers
(eingespannte Kreisplatte). Jede Ordnung erfordert eine eigene Berech-
nung mit der unten gezeigten Querschnittsidealisierung
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18 Freie Schwingungen ungedimpfter Systeme

Im Kapitel 17 haben wir die Fragestellung beantwortet, welche Schwingungen ein freier
Korper prinzipiell ausfilhren kann, ohne auf eine spezielle Anfangsbedingung einzugehen.
Wir kamen dabei zum Begriff der Eigenschwingungen. Hier wollen wir nun eine Anfangs-
bedingung in unsere Betrachtung aufnehmen, d.h. wir untersuchen den konkreten Be-
wegungsablauf (in der Zeit) eines Systems, wobei die Schwingung nicht durch dufiere
Krifte angeregt, sondern durch Vorgabe von Anfangsbedingungen (Verschiebung, Ge-
schwindigkeit zu einem Startzeitpunkt) initiiert wird.

18.1 Diagonalisierung und Integration des Systems; dynamische Reduktion

Die Bewegung wird nach wie vor durch die Differentialgleichungen (17.1.1) beschrieben.
Wir wollen jedoch fiir den allgemeinsten Fall die Freiheitsgrade in drei Gruppen aufteilen:

(a) r.(¢) primire Freiheitsgrade, die zur Beschreibung des dynamischen Systems not-
wendig sind;

(b) r,(t) sekundire Freiheitsgrade, die aus statischen Griinden vorhanden sind, aber in
der Dynamik durch eine Interpolation (Guyan reduction) eliminiert werden;

(¢) r,(t) =0 Verschiebungen, die als Lagerfreiheitsgrade unterdriickt werden.

Damit erhalten wir fur das Gesamtsystem
MC c MC ag ML‘ s fc KC c KC‘ (o2 KCS rC o
MO'L‘ MOU MO’S .r;T + KUC KO’O' KJS rO’ = o (18'1'1)
MSC MSO MSS fS’ =0 KS c KS ag K‘S rS o RS

Wir entfernen zunichst die Lagerfreiheitsgrade, wobei sich die Lagerkrifte zu
Ry = M, 7, + M 7, + Ko 1, + K o1, (18.1.2)

ergeben, falls 7,(z) und 7,(¢) bekannt sind. Danach wird das System auf die primiren
Freiheitsgrade reduziert, indem man von der Interpolation nach Guyan Gebrauch macht

Mccfc'*'l—{ccrc:o (18.1.3)

Die reduzierte Massenmatrix M., und die reduzierte Steifigkeitsmatrix I?CC sind bereits in
(17.4.6) und (17.4.7) definiert worden. Falls keine Kondensation nach Guyan vorge-
nommen wird, sind diese Matrizen selbstverstindlich mit M. bzw. K. identisch (#,
existiert dann nicht). Ist 7, () berechnet, ergibt sich #,(z) aus (17.4.2).

Wir stellen uns vor, daf® fir das in (18.1.3) beschriebene System bereits eine Eigenwert-
berechnung durchgefiihrt wurde, wie das in Kapitel 17 diskutiert worden ist. Das allge-
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meine dynamische Verhalten des Systems stellen wir nun mit Hilfe dieser Eigenvektoren
dar (modale Superposition)

r.(t)=xm,(t) +x,n,() + ...+ x 0, () = Xn(2) (18.14)

Ist die Anzahl nx der Eigenvektoren gleich der Anzahl der gesamten Eigenvektoren des
Systems (18.1.3), dann ist die Darstellung (18.1.4) exakt. Oft geht man allerdings davon
aus, dafl das dynamische Verhalten auch hinreichend genau von einer Teilgruppe be-
schrieben werden kann (dynamische Reduktion). In diesem Fall stellt (18.1.4) eine
zusitzliche Ndherung dar.

Wir setzen nun (18.1.4) in (18.1.3) ein und multiplizieren zusitzlich noch mit X* vor.
Damit ergibt sich ein entkoppeltes System mit nx linearen Differentialgleichungen 2. Ord-
nung, weil ja X sowohl M, als auch K. diagonalisiert

An+n=o (18.1.5)
wobei A in (17.1.29) definiert ist.
Eine typische Einzelgleichung hat die Form

i, + win, =0, i=1,nx (18.1.6)
Thre allgemeine Losung ist bekanntlich (s. etwa auch (14.3.5), (14.3.15) fir ¢ =0)
n;(8) =a;sinw;t +b;cosw;t i=1,nx (18.1.7)

Setzen wir als Startbedingung der schwingenden Bewegung fir den Zeitpunkt ¢t =0
ni(o) =N = bi
7;(0) = Mg; = 2;w; (18.1.8)

fest, dann sind a; und b; bestimmt und die Losung lautet
Moi .
n; () = oo Sinw;t +mg; cos w;t (18.1.9)
1

Ein Restproblem ist freilich noch geblieben. Normalerweise wird man ja nicht n; bzw.
TM; zum Zeitpunkt ¢ = 0 festlegen, sondern r.(0) bzw. r,(0). Die Frage ist nun, wie man
aus der letzten Information zu den Anfangswerten in 1 findet. Solange mit dem vollen
Satz der Eigenvektoren (nx = n) gearbeitet wird, ist dies kein Problem, da diese linear
unabhingig sind [18.2]

n(0) = X 'r,(0) = X'K,.r.(0)
(n,n)

7(0) = X‘)*r'c(O) = X'K,.7.(0)

(n,n
= N'XM,.7.(0) (18.1.10)

Falls man allerdings Gebrauch von der dynamischen Reduktion macht, ist X eine recht-
eckige Matrix der Grofle nx nx (n > nx) und damit nicht mehr invertierbar. Zu dem ent-
sprechenden System

X n(0) =r.(0) (18.1.11)

(n,nx)(nx,1) (nx,1)
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gibt es keine eindeutigen Losungen, da ja jeweils nx beliebig herausgegriffene, linear
unabhingige Gleichungen zu einem bestimmten 7(0) fihren und der verbleibende Rest
natiirlich im allgemeinen dann nicht erfiillt ist. (Dieses Problem ist analog zur Ausgleichs-
rechnung.) Wenn es nun schon nicht moglich ist, alle Gleichungen zugleich zu erfiillen,
dann aber soll doch wenigstens erreicht werden, dafl im Falle der Weg-Transformation
die entstehende Abweichung der potentiellen Energie minimal und im Falle der Ge-
schwindigkeitsgleichung die entstehende Abweichung der kinetischen Energie moglichst
klein wird. Wir fordern also

[7.(0) = Xn(0)]' K. [r.(0) — X1(0)] = min!
[%.(0) = X7(0)*M,.[F.(0) — X7(0)] = min! (18.1.12)

In den Gleichungen (18.1.12) sind 1(0) bzw. 1(0) die Variablen zur Erfiillung dieser
Forderung. Wir finden die gesuchten Minimalstellen, indem wir nach 1(0) bzw. 7(0)
differenzieren und das Resultat Null setzen. Das Ergebnis dieser Bemithung miindet
sofort in die aulerordentlich einfachen Aussagen

n(0) = X'K,.1.(0)
71(0) = X' X' M, F.(0) (18.1.13)

die formal mit den letzten Ausdriicken in (18.1.10) iibereinstimmen.

Damit schliefit sich der Kreis unserer Betrachtung, und wir sind in der Lage, die beliebige
dynamische Bewegung eines freien, ungedimpften Korpers zu beschreiben, wenn Anfangs-
bedingungen vorliegen. Die Grundkomponenten der Bewegung sind die Eigenschwingun-
gen nach (18.1.9). Dabei legen die Anfangsbedingungen die Amplitude und die Phasen-
lage fest. Wir sehen dies klarer mit der alternativen Darstellung (17.1.17)

m(l)=ci Sin(wit+‘ﬁi) (18.1.14)
Mit Hilfe der Additionstheoreme finden wir leicht die Beziehung

a; = c;cosy;
b; = c; sin g; (18.1.15)

und daraus weiter (s. auch Abschnitt 14.3) die Amplitude der Eigenschwingung i

2 ;
¢ =\a + b2 =\/nd + (0w, (18.1.16)
und die Phasenlage
_ bi _ @i Moj
@; = arctan - = arctan — (18.1.17)
i Toi

Demnach ist die Phasenverschiebung Null, wenn zum Zeitpunkt ¢t =0 die Auslenkung
Mo; =0 ist. Wir durchlaufen dann gerade einen Nulldurchgang mit der Geschwindig-
keit 7,;. Ist umgekehrt zum Zeitpunkt =0 die Geschwindigkeit 1, =0 und eine
Auslenkung 7n,; vorhanden, so durchlaufen wir gerade einen Umkehrpunkt. Die Phasen-
verschiebung betrigt + 90°, und wir haben damit eine reine cos-Schwingung (Abb. 18.1.1).
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s

(a) beliebige Anfangsbedingungen Nogi vnd ;Toi

niﬂ
0

. A ﬁOi /\
oi Gl
t=0

¢ =0 (oder 180° falls #gi < 0 )

(b)  Anfangsbedingung noi = 0 : reine Sinusschwingung

s ,
t=0

¥ = 90° (oder - 90° falls ng; < 0 )

(c) Anfangsbedingung fzg; = 0: reine Kosinusschwingung

Abb. 18.1.1 Schwingungsverhalten im n;-System bei verschiedenen Anfangsbedin-
gungen
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Die Zeigerdiagramme verdeutlichen die verschiedenen Phasenlagen mit Hilfe der Start-
position des umlaufenden Pfeiles.

Nun sind wir natiirlich nicht nur an den Funktionen 7;(f) interessiert, sondern wir
mochten auch die Gesamtbewegung 7,(f) kennenlernen. Dieses Verhalten beschreibt
die Gleichung (18.1.4). Sie besagt, daB an einer allgemeinen freien Bewegung alle Eigen-
schwingungen beteiligt sind. Fiir spezielle Anfangsbedingungen ist jedoch auch eine reine
Eigenschwingung denkbar. Um eine reine Eigenschwingung wj zu erhalten, muf8 offen-
sichtlich gelten

1,7‘“:0 i=1,nx; i#j (18.1.18)
Mo; =0
bzw. ausgedriickt in 7, und 7,
r.(0) = ax;
7,(0) = Bx; (18.1.19)
d.h. die Auslenkungs- und Geschwindigkeitsverteilung muf}, bis auf die frei wahlbaren

Konstanten o und §, dem Eigenvektor X; entsprechen. Aus (18.1.1) folgt dann bei vollem
Eigenvektorsatz mit (18.1.10)

j nx
0={0 0 ... O 0O ... 0
7_'() { * J (18.1.20)
7(0)={0 0 ... 0 B 0 ... 0}

oder bei dynamischer Reduktion mit (18.1.13) das gleiche Resultat. Fiir eine solche spe-
zielle Anregung erhalten wir also eine stationdre Schwingung. Nach Ablauf der Periode T;
wiederholt sich der Schwingungsvorgang einfach. Das Schwingungsbild ist durch X; fest-
gelegt. Lediglich ein globaler Faktor ist zeitabhingig. Somit bleiben auch die Stellen
grofiter Auslenkung (Schwingungsbauch) und Nullauslenkung (Schwingungsknoten) stets
an der gleichen Stelle.

Eine allgemeine freie Bewegung als Uberlagerung beteiligter Eigenschwingungen verlduft
dagegen instationdr. Es gibt keine feste Zeitspanne, nach der eine Wiederholung des
Geschehens eintreten wiirde, es sei denn, die beteiligten Eigenfrequenzen weisen ein be-
stimmtes, ganzzahliges Verhiltnis auf. Es gibt auch keine ortsfesten Knotenlinien und
Schwingungsbiuche.

Wir wollen uns diesen Sachverhalt an einem kleinen Beispiel klarmachen (Abb. 18.1.2).
Es handelt sich um ein einfaches Balkenmodell mit zwei Freiheitsgraden, dessen Eigen-
vektoren auf Grund von Symmetrieiiberlegungen sofort angegeben werden kénnen. Wir
passen sie noch den Konventionen dieses Kapitels an und machen sie K-orthonormal.
Das ist schon die ganze Vorbereitungsarbeit. Zunichst bestehe die Anfangsbedingung
aus einer Auslenkung, welche proportional zum 2. Eigenvektor ist (Abb. 18.1.3). Wenn
wir dieses Tragwerk loslassen, erhalten wir eine reine Eigenschwingung in w,. Nach
(18.1.10) ergibt sich zunichst

1’(0) = Xthcrc(O) = %H -EI—I{ 0 6}
n(0)=o,
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Abb. 18.1.2 Schwingungsmodell und Eigenwertresultate
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1 II /f \\ 1 .
X!y A\ ] t=0
q 2 / T
o ’/
Bauch

,/’—§\\\
.— Y el
N/ b 5 2
TS

Vs N\
! \\ 7'2
] ] t = —=
\ { / 2

\ /

\\ /’

/z"‘\\\
l, ————‘1 t = -%—Tz
\

L s 2
{ booter
\ ! T2

\ /

~_-7

/’~\\

4 \
— ) e

=0

y:s 2.

Abb. 18.1.3 Anfangsbedingung, die eine reine Eigenschwingung (stationdr) bewirkt
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Nach (18.1.9) erhalten wir dann fiir eine beliebige Zeit ¢

0
t) =
"( ) % EI—I cos wat

und die Riicktransformation nach (18.1.4) fihrt auf

r.(1) =[_ ﬂcoswzt =[_ ”cos

Nun i4ndern wir die Anfangsbedingung ab und lenken zum Zeitpunkt =0 nur den
Freiheitsgrad 7, aus (Abb. 18.1.4). Es ergibt sich nach (18.1.10)

1 [EI
q(O)za,/—l—-{ﬁé 15}
'h(o)=02

und wir sehen schon, da jetzt alle Eigenschwingungen des Systems beteiligt sind. Mit
(18.1.9) folgt fiir eine beliebige Zeit ¢ sogleich

1 /FEI [\/l—gcoswlt]

n(t) = 51V 1 15 coswat

18EI
St
ml

und die Riicktransformation bringt uns

B lrcoswlt + cosw, t
" _2_cosw1t —cos wzt}
rcos 27 ! +cos2m L
_1 VIS T, T,
2 cos2m ! —cos2m L
L \/1_5 T, T,

Im Zeigerdiagramm haben wir nun einen mit w, schnell umlaufenden Pfeil und einen
mit w,; langsamer umlaufenden, deren Vertikalkomponenten zu superponieren sind.
Es ist klar, da} es hier keinen bestimmten Zeitraum geben kann, nach dem die gleichen
Verhiltnisse wiederkehren. Die verschiedenen Umlaufgeschwindigkeiten der Zeiger
schlieBen zwar grundsitzlich nicht aus, dafl ab und zu die gleiche Konfiguration auf-
taucht. Dies geschieht aber unregelméfiig. Die Nulldurchginge und die Stellen maximaler
Auslenkung wandern stindig.

Eine interessante Variante dieses Problems ergibt sich iibrigens mit dem Beispiel
Abb. 18.1.2, jetzt allerdings mit

I = 1.72076 I
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¥ (0) = o,

Nulldurchgang

™\ Jos] 2Ry /
x| | . C—_— .
S N1 AN g =1 r=0 g
N~ ~

7
t=0
//‘E\\ /7N
l \ | = : - —
\\-.ggz./ \\L"// : n= 0.46 I‘2 = 0.46 ‘
f:TZ/L

_ Nulldurchgang

AN m

{QSQ/"/ \ _L r=-016 =084
t= 112
—— ~ TN
AL (/ N r___
| 3
\ @-35}/ \. / 017 =017
t=3%/4
// — ~ / \ Nulldurchgcng
\
iy .
\:0057/ e =047
- =-0 53
t= K
\ / "0” \
) —
Z04L \ - :
{20487 N r=-022  r=-022

t=5n/4

Abb. 18.1.4 Anfangsbedingung, die eine instationdre Schwingung einleitet

Hier ist das Eigenfrequenzverhiltnis ganzzahlig

(V)

w3

und das bedeutet natiirlich, dafl jeweils nach der Zeit 37, die zur Zeit ¢ = 0 vorhandene
Auslenkungsform auftaucht. Trotzdem ist die Schwingung instationir, da zwischen diesen
Zeitpunkten die Nulldurchginge wandern.

Besondere Verhiltnisse liegen vor, wenn gleiche Eigenfrequenzen vorhanden sind und
angeregt werden. Bei Phasengleichheit der Komponenten ergibt sich eine Phasenver-
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schiebung jedoch nicht. Wir empfehlen unseren Lesern, das Beispiel Abb. 17.3.3 aufzu-
greifen und einmal mit der Anfangsbedingung

16
r(t=0)=41 ———
( ) { 9 +4/553 O}
F(t=0)=04
und alternativ mit

r(¢=0)={0.5 0 -0.5}

o] 16
F(t = 0) ——w1,2{0.5 P 0.5}

durchzurechnen und die Schwingungsform im Zeitraum der 1. Periode aufzuzeichnen.

18.2 Die Behandlung von Systemen mit starren Bewegungsmoglichkeiten
(Frei-Frei-Schwingungen)

Tragwerke, die starre Bewegungen ausfihren konnen, spielen eine Sonderrolle. Zunichst
wollen wir festhalten, da} alle starren Bewegungsmoglichkeiten des Systems in die Frei-
heitsgradgruppe 7. fallen missen. Konnte namlich eine starre Bewegung allein mit den
Freiheitsgraden 7, beschrieben werden, dann wire K, singulir und somit eine Reduk-
tion nach Guyan unmoglich. Wenn 7, andererseits alle starren Bewegungsmoglichkeiten
enthilt, gelangen wir problemlos zum System (18.1.3). Allerdings ist die Matrix K.
nun singuldr. Wir erinnern an die Darstellung (17.2.5) der Freiheitsgrade, die hier analog
iibernommen wird,

.= T{rcO rce}

=[Ty, T){ro r.} (18.2.1)

Mit dem kleinen Ubersetzungskatalog

r. —>r

o > r

e 7 12 (18.2.2)
K - K.

M > M,

konnen wir uns nun alle Resultate des Abschnitts 17.2 nutzbar machen, also insbesondere
die Gleichungen (17.2.6) bis (17.2.16). Die Anfangsbedingungen kénnen nur in Form der
primiren Freiheitsgrade 7. angegeben werden, also durch 7,(0) und 7,(0). Man beachte,
da hierdurch alle Anfangsbedingungen in 7#; nach (17.4.2) automatisch fixiert sind.
Nach dieser Vorbemerkung kénnen wir wieder auf den Ubersetzungskatalog (18.2.2)
verweisen und lassen aus Griinden der Ubersichtlichkeit den Index ,,c¢* in der Folge weg.
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Unsere erste Aufgabe besteht dann darin, die Anfangsbedingungen 7 (#.) in solche fiir
ro(7.o) und 7,(r.,) umzusetzen. Die Regel dafiir ist einfach: die Matrix 7T in (18.2.1)
bzw. (17.2.5) ist stets quadratisch und hat per Definition linear unabhingige Spalten.
Sie kann somit invertiert werden

[%}=Tﬂ, (18.23)
r (nXn) '

Dieser Auflosungsproze mit dem groflen Feld T(nxn) ist natiirlich sehr unbequem
und sollte moglichst vereinfacht werden. Wir weisen deshalb auf eine wichtige Eigenschaft
der Matrix 7, hin, nimlich

LT, =1, (18.2.4)

Die einfachste Definition des elastischen Subsystems ergibt sich durch eine Auflagerung.
In diesem Fall ist T, eine Boolesche Matrix, welche in jeder Spalte eine 1 enthilt, in
jeder Reihe aber hochstens eine 1 oder lauter Nullelemente. Daraus folgt sofort, daf} das
groBBe Feld 7, automatisch die Orthogonalititsforderung (18.2.4) erfiillt.
Eine alternative Entwicklung der Matrix T, besteht darin, dieses Feld als orthogonales
Komplement zu M7, zu gewinnen und so den elastischen und den starren Systemteil
vollstindig zu entkoppeln (siehe *17.2.1). Gemif (*17.2.3) ergibt sich dann 7, als Teil
einer Orthogonalmatrix Q (*17.2.5), und mit
Qo
00'=1= [Tt

e

}% T,] (18.2.5)

sehen wir, dafl erneut (18.2.4) automatisch erfullt ist. Wir multiplizieren nun die Aus-
gangsgleichung (17.2.5) bzw. (18.2.1) mit T vor und erhalten

Tor = TyTy, + Ty T,

T'r=T'Tyr+r, (18.2.6)
Mit Hilfe der zweiten Teilgleichung eliminieren wir die grofle Zahl der elastischen Frei-
heitsgrade

r=T[r—Tor] (18.2.7)

Dieses Resultat wird in die 1. Teilgleichung eingebracht, und es ergibt sich nun ein sehr
kleines System in den Unbekannten 7,

n=[LT, - LLLTL ' L[I-T.T ] (18.2.8)

Diese Formel setzt auBer der hier gegebenen Orthogonalitit von T, keine besonderen
Eigenschaften, etwa von T, voraus. Wir sehen auch, daB z.B. eine Orthogonalitit von T
fiir den LosungsprozeR bedeutungslos wire. Fir den speziellen Fall, da 7, als ortho-
gonales Komplement zu M7, generiert wird, kann man die Produktdarstellung der
Matrix Q, die ja auch T enthilt, beniitzen.
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Nachdem wir nun mit (18.2.8) und danach mit (18.2.7) aus 7(0) und #(0) die Anfangs-
bedingungen 4 (0), %, (0) und #,(0), 7, (0) rechnen konnen, wenden wir uns dem elasti-
schen System (17.2.10) zu. Es wird mit Hilfe des Ansatzes

r=X.n, (18.2.9)
(nXnx)

wobei X, zu K, -orthonormal ist, der Ausdruck

XK, . X, =1, (18.2.10)
in das entkoppelte System

Afi,tn,=o0 (18.2.11)
umgewandelt. Eine typische Einzelgleichung des Systems (18.2.11) ist
i+ Win,; =0, i=1,nx (18.2.12)
und deren allgemeine Losung

M,; (1) = a;sinw; + b; cos w;t

= ¢; sin(w;t +¢;) (18.2.13)

Die Koeffizienten a; und b; bzw. ¢; und y; lassen sich, wie in (18.1.8) und (18.1.9)
angegeben, bestimmen

Mei (0)

i

N (t) = sinw;t +1,;(0) cos w, ¢ (18.2.14)

bzw.

¢ = V(nei(o))2 + (s(0)/ e’

; Me;(0) w;
.= arctan———~—
v Tlei(o)
Dies setzt die Kenntnis der Anfangsbedingungen 7, (0) bzw. i}e (0) voraus. Da sich die
Arbeit im elastischen System — bis auf den Index e — in nichts von den Ausfiihrungen
des Abschnitts 18.1 unterscheidet, k6nnen wir von (18.1.10) bzw. (18.1.13) sofort das
modifizierte Resultat

(18.2.15)

1,(0) = X; K,.7.(0)
,(0) = A X} [M,, — Mo Myo My, )7..(0) (18.2.16)

ableiten. Damit ist der Kreis geschlossen, und die spezielle elastische Bewegung liegt fest.
Wir wenden uns der Starrkorperbewegung zu und finden mit (17.2.12) fiir die unbekann-
ten Spaltenvektoren @, und by sogleich

aO = rO (O) +M0_01MOere (O)
by = Fy (0) + Moo My . 7. (0) (18.2.17)



18.2 Die Behandlung von Systemen mit starren Bewegungsmoglichkeiten

191

Reduktion nach Guyan sonst
r=r
(rnx1) (nxncllnexl)
MP + Kr o

Aufspaltung starr-elastisch :
re[n n)is x)

Transformation

M, = Mcte = LM,
= t

rr,, - 1M,

M. = 'et“';e

Neues System
- A oo
n = -M M, ¥

-1 . _
[Mee - Me()MooMoe] o+ K. =o0

Hinweis: ¥,  kannso generiert werden, da3 M, = @ wird

Eigenwertanalyse und Entkoppelung des elastischen Systemteils

Eigenwertanalyse [ M, - MioM[;) M, | H,~ n,Jx,

Entkoppelung

=X n,
{nexnx)
liefert

Abb. 18.2.1 Freie Schwingungen ungeddmpfter dynamischer Systeme, die starre
Bewegungen ausfiihren kénnen, Teil 1
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Avufspaltung starr-elastisch fur die Anfangsbedingungen

gegeben - (0) , #(0) sowie 'ét'e=l

-1
o) = ['ot'o —rgrergro] ro‘f[r- Ielg‘] 0
. 1
Ho= [T - BT B [x-1x |0
x0) = T!|ri0) - I, ;g (0)

Integration des elastischen Systemteils

,(0) = XK, m(0)
. 1apt -1 .
17,(0) = A [Mee - My My, MOe] #0)
1ei (0)
Nei (t) = %———sinw;“ N (0) cosw;t i=1,nx

r (t) = I, wp (1)

Integration des starren Systemteils
nit) = 0 + M) M, 0)
+ [iotm + MJOMOEI"E(O)]t
- MO_JMOe L)

Hinweis : M, = O vereinfacht das Resultat betrtchtlich

Abb. 18.2.1 Freie Schwingungen ungedimpfter dynamischer Systeme, die starre
Bewegungen ausfithren konnen, Teil 2
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Zusammenfassung der starren und elastischen Lsungsanteile

r(t) = [ L][mt) =)

falls Reduktion nach Guyan, sonst :

entspricht obiges r(t) dem IE({) fertig

Rucktransformation:

rit) = Tt

c C

Abb. 18.2.1 Freie Schwingungen ungedimpfter dynamischer Systeme, die starre
Bewegungen ausfiihren konnen, Teil 3

womit auch der spezielle starre Bewegungsanteil festliegt. Besonders einfache Verhiltnisse
liegen natiirlich vor, falls My, = O ist.

AbschlieBend erfolgt mit (18.2.1) die Riicktransformation von 7y (7.o) und 7. (..) in
r(r,). Fiir den Fall einer Reduktion nach Guyan transformiert man 7. mit Hilfe von T,
schlieBlich in ¥ und hat dann die Antwort in den urspriinglich das Tragwerk beschreiben-
den Freiheitsgraden. Diese ganze Prozedur ist in Abb. 18.2.1 nochmals zusammengefaft.

Zum Abschluf} rechnen wir noch ein kleines Beispiel und greifen dabei auf das Objekt in
Abb. 17.2.3, rechts, zuriick. Wir spannen zum Zeitpunkt £ =0 den Balken wie einen
Bogen und lassen ihn dann los (Abb. 18.2.2). Fiir die Durchrechnung verwenden wir die
in Abb. 17.2.3 angegebenen Definitionen von T und 7,. Man beachte, dafl dann M,
nicht Null ist. Wir erhalten mit dem in Abb. 18.2.1 angegebenen Rechengang eine Eigen-
schwingung um eine verschobene Gleichgewichtslage. Fiir den Fall 7(0) # o wiirde sich
das System u.U. linear mit der Zeit bewegen.

Wir hatten schon darauf hingewiesen, da es vorteilhaft ist, T, orthogonal zu MT; zu
wihlen. In diesem Falle ist M,q =0=M), und die Integration des starren Systemteils
fuhrt auf die vereinfachte Form

Fo (1) =1y (0) +tFy(0) , falls M,, =0 (18.2.18)

Wir wissen also bereits nach der Ubertragung der Anfangsbedingungen 7(0) und 7(0)
in 75 (0) und 74 (0), ob sich das Tragwerk als Ganzes bewegt oder nicht. Fiir unser kleines
Beispiel in Abb. 18.2.2 wire eine solche alternative Wahl von T'

NN
ol T
Vols i ovaln
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i r i3
EI, EI, L
« o — —®
m 2m m

Anfangsbedingung

r(0) ={o 1 0}
i(O) :{0 0 0}
Kinematik
1 -1 10
i 5
r = 1 0} 1
] r
1 110 €
1 0 1
f A
Of=Xf-1 o 1 |r
- 2

Eigenwertanalyse (s. Abb. 17.2.3)

2 _ BEI _
eI = 1]
Elastisches System
ry(t) = coswt

Starres System

ra(t) = -;—{1 0}(1 - cosw]t)

Gesamtbewegung
0.5 -0.5

rit)

0.5 |+]| 0.5 cos wy t
0.5 -0.5

Abb. 18.2.2 Freie Bewegung eines freien Tragwerks: Die Schwingung erfolgt hier um
eine verschobene Gleichgewichtslage, die den Schwerpunkt zum Zeitpunkt ¢ = 0 enthiilt,
Teil 1
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cos wt
05| |05 /’}\1\
r 1
()= 05 |+| 0.5 | xI
\
05| [05| ~ /

t=1

Abb. 18.2.2 Freie Bewegung eines freien Tragwerks: Die Schwingung erfolgt hier um
eine verschobene Gleichgewichtslage, die den Schwerpunkt zum Zeitpunkt ¢ =0 enthilt,
Teil 2

Wie der Leser sieht, erfiillt diese Alternative die Bedingungen

T, T, =1,
T, =0
T'MT,= O

Die Umkehrung dieser kinematischen Beziehungen fiihrt uns auf
NN
o 1
[r J = 7_6- -3 0 V3 |r
e 3 6 3
WI-8VI 2



196 18 Freie Schwingungen ungedimpfter Systeme

und damit auf die transformierten Anfangsbedingungen

(@] _ V3| 4

L))" 27|
und

[75(0)] _

)] =%

Daraus folgt sofort das Verhalten des starren Systemteils

V3
ro(t) =rqy(0) = {7— 0{ = const
bzw. dessen Beitrag zur Gesamtantwort
LroM={; 1 3}

ohne da man die elastische Antwort kennt. Der Leser moge zur Ubung die komplette
Durchrechnung dieses Problems ausfiihren.
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19 Erzwungene Schwingungen ungedimpfter Systeme

Im vorigen Kapitel hatten wir die Eigenschwingungen eines freien Korpers bei speziellen
Anfangsbedingungen untersucht. Dabei waren wir davon ausgegangen, daf auf den Korper
keine duferen Krifte einwirken, seine zeitliche Bewegung allein von AnfangsBedingungen
eingeleitet wird und er anschlieend sich selbst iiberlassen wird.

Von dieser Einschrinkung wollen wir nun abgehen und auch duflere Krifte zulassen, die
auf das Schwingungssystem des Korpers wihrend des Beobachtungszeitraums einwirken.
In Abschnitt 14.4 hatten wir fiir den 1-Massen-Schwinger die Berechnung des Bewegungs-
verlaufs bei fremderregter Schwingung vorgefithrt. Im vorliegenden Kapitel werden diese
Erkenntnisse nun auf den allgemeinen Mehr-Massen-Schwinger bei periodischer, nicht
periodischer und allgemeiner Lastfunktion unter der Annahme der Diagonalisierbarkeit
des Bewegungsgleichungssystems angewendet.

19.1 Diagonalisierung und Integration des Systems

Da erzwungene Schwingungen im allgemeinsten Falle sowohl durch vorgegebene Krifte
als auch Verschiebungen realisiert werden konnen (Abb. 19.1.1), erweitern wir die Frei-
heitsgradfamilie gegeniiber Abschnitt 18.1 um die Gruppe r,(¢) der gefiihrten Freiheits-
grade, wobei die korrespondierenden Krifte R (¢f) unbekannt sind.

Das Gesamtsystem stellt sich also dar als

MCC‘ MC g Mcu MCS rC KCC KC g KCH KC‘S r RC
MUC MUU Mau MG’S r;f + KUC KOU KOM KO'.S‘ rU _ RU (19 1 1)
Muc Mll g Muu Mus r;{ Kuc Ku o Kuu Kus ru Ru
MSC MSO’ MSH MSS ’:S‘ =0 KSC KSO’ Ksu KSS 'TY =0 RS
Abb. 19.1.1
starr w
’a‘ Beispiel fiir Krafterregung und
[ T ¢ NLANY 6 Wi N 6] [0} Verschiebungserregung
R$3 —— 7
R
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Wie in Abschnitt 18.1 entfernen wir zunichst die Lagerfreiheitsgrade 7y, wobei sich die
Lagerkrifte aus

R, =M, V. + M ¥ + My, F,, + Ko 1, + Koty + K, 1, (19.1.2)
errechnen lassen, sobald 7.(¢) und 7;(¢) bekannt sind. Das Gleiche gilt fir die Kraft-
gruppe R,

Ru=Mucfc+Muu.r;r+Muu.r;z+Kxcrc+l{uara+K4uru (1913)

Das verbleibende System in 7. und 7, wird nun durch Anwendung der Interpolation
(17.4.2) nochmals auf 7, reduziert, so daf sich im Endeffekt die Gleichung

M, .+ K, .r,=R.(t) (19.1.4)
ergibt, wobei Mec und ch schon in (17.4.6) bzw. (17.4.7) definiert wurden und
Rc(t)=Rc_[Mcu.r;+Kcuru]_KcaKa_al[ o~ Mo, ¥, — Ko, 1] (19.1.5)

wird.

Wir setzen wieder voraus, day am System (19.1.4) bereits eine Eigenwertanalyse durch-
gefiihrt wurde, und entwickeln die Antwort des Systems, 7.(¢), mit Hilfe der Eigen-
vektoren, wie das in (18.1.4) beschrieben ist. Das zu Abschnitt 18.1 analoge Vorgehen
liefert auch hier ein diagonales System der Grofie nx

An+19 =X'R.() (19.1.6)
Eine typische Einzelgleichung hat die Form
iy + wimg = Ry (8) i=1,nx (19.1.7)

und der Leser sei an (14.4.1) fir den 1-Massen-Schwinger erinnert.

Die Losung des homogenen Teils ist aus (18.1.7) bekannt. Ob sich eine geschlossene
partikulire Losung angeben laft, hingt von der Natur der Erregung R p;(¢) ab. Fiir Kreis-
funktionen und Polynome ist dies moglich, fiir viele andere technisch interessante Pro-
bleme nicht. Im letzteren Fall muf3 auf die numerische Integration zuriickgegriffen
werden, und die Losung wird fiir vorgegebene Zeitschritte errechnet.

19.2 Periodische Erregungsfunktionen

Periodische Erregungsfunktionen und ihre einfachste Variante, die harmonischen Funk-
tionen, spielen in der Schwingungstechnik eine wichtige Rolle. Als einfiihrendes Beispiel
betrachten wir deshalb die sinusfédrmige Einheitserregung

Rni(t)z 1 'SiﬂQit (1921)
und berechnen uns daftr die Antwort n,(¢) des Systems mit den Anfangsbedingungen

ni(O) =0

7;(0)=0 (19.2.2)
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Die zu (19.2.1) gehorige partikulire Losung der Differentialgleichung (19.1.7) ist offen-
sichtlich auch sinusférmig. Der Ansatz

Mpi = sin £, ¢ (19.2.3)
fithrt sogleich auf
w; 1
a, = (19.2.4)

ool -l - (Q,/w,)?

und die gesamte allgemeine Losung lautet unter Hinweis auf (18.1.7) nun

n; =a;sinw;t +b; cosw;t + 5 sin ;¢ (19.2.5)

1
1= (9;/wy)
Der Leser wird wiederum unmittelbar den Zusammenhang mit der allgemeineren Losung
(14.4.10) fir den einfachen Schwinger finden.

Mit den Anfangsbedingungen (19.2.2) ergibt sich dann die spezielle Losung

;
= m<sinﬂit—asinwit> (19.2.6)
Sie besteht aus einem Anteil, der mit der Erregerfrequenz £2; schwingt, und einem Term,
der eine Eigenschwingung mit der Eigenfrequenz wj; beinhaltet. Wir werden noch sehen,
dafl der erste Term den eingeschwungenen Zustand reprisentiert (engl. steady state
response), wihrend der zweite Term nur in der Einschwingphase interessant ist und durch
die in der Natur vorhandenen Diampfungskrifte rasch verschwindet (engl. transient
response). Fir den ungedimpften Korper ist die dauerhafte Komponente der Antwort
in Phase mit der Erregung; wir werden noch sehen, daf dies bei Einbeziehung der Ddmp-
fung nicht mehr zutrifft. Die Amplitude hingt offensichtlich stark vom Verhiltnis
,Erregerfrequenz zu Eigenfrequenz® ab. Leider versagt die Darstellung (19.2.6) fiir den
interessanten Punkt £; =cw;, also fir eine Erregung im Takte der Eigenfrequenz. Wir
filhren deshalb einen Grenziibergang mit der Regel von Bernoulli-I’Hospital durch, wobei
€2; als Variable aufgefat wird

-1 .
rcos 2t — w; sinw;t

lim n;(¢) = lim

Q= wj i~ wj _ 2&;
Wi
= 2 (sin ;7 — Qi cos ;1) (19.2.7)

Wir ersehen aus diesem Resultat, dafl die Amplitude n,(f) in diesem Falle laufend zu-
nimmt (Resonanz). In Wirklichkeit wird die Ddmpfung eine unbegrenzte Zunahme ver-
hindern. Es kann aber doch zu einem starken Anwachsen der Amplituden und damit
zur Zerstorung des Systems kommen.

Die Amplitude des im Takte der Erregung schwingenden Anteils kann in Relation gesetzt
werden zu einer Auslenkung bei statischer Last ,,1*. Aus der Differentialgleichung (19.1.7)
ergibt sich diese statische Losung sofort auch zu m; = 1. Das Verhiltnis ,,dynamische
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Abb. 19.2.1

Vergrofierungsfunktion Vj bei ungedimpften
Tragwerken

Amplitude zu statischer Amplitude® bezeichnen wir als VergréBerungsfunktion (s. auch
Abschnitt 14.4.1, speziell (14.4.13))

R S
Qi 2
- ()
Demnach hat die ,,permanente Komponente in (19.2.6) die Amplitude ¥; und die
,transiente* die Amplitude (£2;/w;)V¥;. Die VergroBerungsfunktion ¥} ist in Abb. 19.2.1
aufgetragen. Wir bemerken als wichtigstes Kennzeichen, dafl mit unterkritischer Erre-
gung (£2;/w; < 1) stets eine Amplitudenvergroferung bei dynamischer Belastung eintritt.
Bei iiberkritischer Erregung geht jedoch die Vergroferung gegen Null. Der trige Korper
folgt sozusagen der rasch wechselnden Einheitslast weniger und weniger. Ab dem Fre-
quenzverhiltnis v/2 wird die VergroRerungsfunktion kleiner als 1 sein. Da nicht nur die
VergroRerungsfunktion selbst, sondern auch (£2;/w;) ¥; bei iiberkritischer Erregung gegen
Null strebt, wird auch die Gesamtantwort mit wachsender Erregungsfrequenz kleiner.
Umgekehrt strebt die Gesamtantwort bei immer kleinerer Erregungsfrequenz natiirlich
gegen die statische Losung m; =1, weil dann der Anteil (£2;/w;) V; bedeutungslos klein
wird gegeniiber V; selbst. In Abb. 19.2.2 sind die drei typischen Fille fiir unterkritische,
kritische und iiberkritische Erregung bei einem dampfungsfreien Tragwerk aufgetragen.
Wir beachten noch, daBl bei unterkritischer Erregung der Teil der Antwort, den wir als
eingeschwungenen Zustand bezeichnen, in Phase mit der Erregung ist, bei iiberkritischer
Erregung jedoch offensichtlich eine Phasenverschiebung von 180° auftritt. Dieser Sach-
verhalt ist nochmals in Abb. 19.2 3 verdeutlicht.
Die Antwort auf eine sinusformige Erregung mit Einheitsamplitude kann sehr leicht ver-
allgemeinert werden, da die Differentialgleichung (19.1.7) linear ist. So entspricht die
Erregung

Rpi(t) = Cysin (1 + ;) (19.2.9)

V() = (19.2.8)
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Erregung Rni(t) = Isint  bei 7,000 = 0, 7,00 =0

| permanenter Teil A \A - ;—sinﬂif permanenter Teil A
V.
RE £ RE RN '
-1 * t 214 t -14 * t
2n 2n
R 2

transienter Teil B

|8 -L0 tcos2
iy, - i i :
AL e — &
N A e W L .
. t - t 4 t
-1 * -1 \\\\/ -1 \./ T \/
- 7228 ~ SO A4
1 1
n{t)= As —= | Inn-48 n(t)= AsB
SE N 7
-14 \/ t -14
Int)lg4 ———— In;(t)] unbegrenzt l’l;('”é 2
Unterkritisch —‘%"-: —2— <1 Kritisch % =1 Uberkritisch %: -%— > 1

Abb. 19.2.2 Harmonische Erregung und Antwort (bei Didmpfung Null)

Iz
-+ 180° —
0° 2 g
T

unterkritisch

Erregung :

"permanenter" Teil der Antwort :

tberkritisch

Ry; = lsin f4t

ni = Visin (&t + i)

Abb. 19.2.3 Phasenverschiebung zwischen Erregung und Antwort (unter Weglassung des
transienten Teils) bei ungedampften Tragwerken
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einer um die Zeit ;/S2; verschobenen Sinusschwingung mit der Amplitude Cj statt 1.
Fiir den permanenten Teil der Antwort ergibt sich die gleiche Vergroferungsfunktion V;
und die gleiche Phasenverschiebung ¢; (0° oder 180°) wie zuvor. Der transiente Teil der
Antwort wird sich natiirlich — auch abhéngig von den Anfangsbedingungen — dndern.
Wir notieren ohne Schwierigkeiten an Stelle von (19.2.5) zunichst die neue allgemeine
Losung
G )
1 Qi)2 sin (7 + ¥;) (19.2.10)
wi

Fir die Anfangsbedingungen (19.2.2) ergibt sich daraus die spezielle Gesamtantwort

M, = a;sinw;t +b; cosw;t +

G Q;
;= ﬁ {sin & +y) - -(;i cos Y; sin w; ¢ — sin Y, cos w;? (19.2.11)
1-\5
1

Fir y; =0 ergibt sich selbstredend die Losung (19.2.6). Ein weiterer Sonderfall ist eine
reine Kosinus-Erregung, was ¥; = 90° entspricht und auf

nﬁ%(cos(lit—coswit) (19.2.12)
- ()

fuhrt. Ein zu (19.2.9) gleichwertiger Erregungstyp wire
Ryi(2) = A;sin Q;t + Bj cos Q¢ (19.2.13)

mit dem Zusammenhang

_ /3 2
Ci = Ai +Bi
B;
Y = arctanz— (19.2.14)
i

in bezug auf (19.2.9). Die Antwort auf die Erregung (19.2.13) ergibt sich mit (19.2.14)
entweder aus (19.2.11) oder aber durch Superposition von (19.2.6) und (19.2.12)

4; . Q; B;
n, () = rRvAty Q;t— o, sinwit |+ —ﬂi(cos Q;t—cosw;it) (19.2.15)
1 1
- (&) 1- ()
Eine interessante Variante der harmonischen Erregungsfunktionen folgt aus der Euler-
schen Formel

' = cos Q1 +isin Qt (19.2.16)
Die komplexe Erregung
Ryi= emit = exp (i 24¢) (19.2.17)

beinhaltet also im Realteil 1-cos§2;¢ und im Imaginirteil 1-sin £2;¢ als Erregungsfunk-
tionen. Da die zugrunde liegende Differentialgleichung linear ist, ist der Realteil von n;
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die Antwort auf die Erregung cos ;¢ und der Imaginirteil von 7, die Antwort auf die
Erregung sin £2;¢. Wir sind also in der Lage, beide Grundtypen der harmonischen Er-
regung in einfachster Weise simultan zu behandeln.

Fir die partikulire Losung bei der Erregung (19.2.17) (was dem eingeschwungenen
Zustand entspricht) machen wir den Ansatz
npi=FieXp(iQif) (19218)

wobei F; als Frequenzgang (engl. frequency response characteristic) bezeichnet wird.
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (19.1.7) finden wir fir den Frequenzgan,
sogleich :

1

;)\
- (3)
ein Resultat, das wir in (19.2.6) und (19.2.12) oder in (19.2.15) bereits gewonnen hatten.

Der Betrag des Frequenzganges entspricht der bereits bekannten Vergrofierungsfunk-
tion ¥

F;= (19.2.19)

Vi=Fil (19.2.20)
Es gilt also

Fi= V fir ©; < w; (unterkritisch)

F,=-V; fir ;> w; (iberkritisch) (19.2.21)

Faft man F; als komplexe Zahl auf (wir werden bei gedimpften Strukturen sehen,
da® F; in der Tat komplex wird), so gilt

F; = |Fj|(cos y; +isin ;)

=Viexp(iy;) (19.2.22)

In unserem Fall ist Fj rein reell, d.h.

sin ;= 0 (19.2.23)
oder

¥, =0° oder 180° (19.2.24)
Im Hinblick auf (19.2.21) ergibt sich dann

Y, =0° fir ;< w;

Y, = 180° fir Q; > w; (19.2.25)

wobei Y, die Phasenverschiebung der eingeschwungenen Antwort angibt. Laut (19.2.18)
gilt ndmlich

Mpi = Fiexp(1,1) = Viexp (i ;) exp (i Q1) = Viexp [i (;1 + )]
= Vi [cos (2,2 + ;) +isin (27 + ;)] (19.2.26)

Die Arbeit mit komplexen Zahlen ist also ein sehr bequemes Hilfsmittel bei harmoni-
scher Erregung.
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Wir beschlieffen diese Ausfiihrungen mit einem kleinen Beispiel (Abb. 19.2.4). An einem
Punkt des Biegetrigers wirkt eine sinusférmig variierende Kraft (z.B. Unwucht). Dies
fihrt offensichtlich zu Auslenkungen, die weit grofer sind als die mit der Maximalkraft
erzielten statischen Auslenkungen. Wir bemerken ferner, dal die zweite Eigenschwingung
in der Antwort kaum eine Rolle spielt, obwohl unsymmetrisch erregt wird. Eine dyna-
mische Reduktion auf den 1. Eigenvektor wire hier straflos moglich. Im Hinblick auf die
immer vorhandene Dimpfung hat die partikulire Losung als Approximation fiir den
eingeschwungenen Zustand eine besondere Bedeutung.

Modell

Tq trz

E1,1 EI, L EI, I
L
m

[ )
m

$>J

Eigenwertanalyse siehe Abb. 18.1.2
Erregung :

1B T \s
n- {Rl] - [ruz_z;mm] for  1>0 mit 2 = (ﬂ>

ml3

Anfangsbedingungen

'_- (t=0)=o } Ruhezustand
r(it=0=o

Erregung im entkoppelten System

1
_wetiwp - L(ELY .
Rr[ = XR = 60(1) {\/1—5 l}smﬂt

Antwort im entkoppelten System

n - [ (2): (BL)s (sin.Qt - (E)?sin(g)s{)t) ]

‘l
5 (BD) (sin 26 = () 3sin(18)} 21)

Antwort im Originalsystem

. —o. inl. i—o. ind.
'__=xn= 1[0.253 sin £2¢ — 0.228sin 1.09502¢ — 0.003 sin4 24301}

0.247 sin £2¢ — 0.228sin1.0952¢ + 0.003 sin 4.2432¢

Abb. 19.2.4 Beispiel fiir die harmonische Erregung eines ungeddmpften Schwingers
(unterkritisch), Teil 1
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Statische Losung

CENEN- Ay S
{004 0039} 2 &

N

Anlaufphase mit 2= (;73)

P , oo |F002s J— —
2 +0.025 é
+0.067] e T
o= r-:
T +0.067 JAN @
- _
-0.044
.(2t=§I r= |
2 004 M
' | ) &
-0.128]
nt=2r =l s

7 1
NN

Eingeschwungener Zustand :

Maximalauslenkung m\

Abb. 19.2.4 Beispiel fiir die harmonische Erregung eines ungedampften Schwingers
(unterkritisch), Teil 2
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t
Abb. 19.2.5
Periodischer Verlauf der

Erregungsfunktion Ry

T

Ei T

Ei T,

Ei |

Unter einer allgemeinen periodischen Erregungsfunktion R,; verstehen wir einen be-
liebigen, sich im Zeitabschnitt 7g; wiederholenden Kraftverlauf (Abb. 19.2.5). Der in
Abb. 19.2.5 angegebene Kraftverlauf kann in eine Fourierreihe entwickelt werden (s. auch
Abschnitt 14.4.2). Mit der Frequenz

Q= 2% (19.2.27)
Tg;
ergibt sich die Reihe
F 1 -
Ry = 5a0+ ) (ax coskQot + by sin kQot) (19.2.28)
k=1
wobei
+1
ay = j Ryi(m) cos(knr)dr (19.2.29)
-1
+1
by = ij(r) sin (knr)dr (19.2.30)
-1
ist. Die dimensionslose Zeit 7 wird dabei wie folgt definiert
_ 26t
= = Qo7 (19.2.31)

Die Niitzlichkeit einer komplexen Darstellung haben wir bereits beim 1-Massen-Schwinger
(s. Abschnitt 14.4) und bei der rein harmonischen Anregung im ersten Teil des vorliegen-
den Abschnitts kennengelernt. Wir wollen sie auch hier iibernehmen und formen zu
diesem Zweck die Darstellung (19.2.28) um:

RE) - Tao+ Z [5(ax = iby)(coskQor +isinkQo2) + (ax +iby)(cosk Qo —isinkQ2)]
k=1

= Lag+ D [Hax—iby) exp(ikQot) + L(ay + iby) exp (— i ko 1)] (19.2.32)
k=1
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Die Summanden konnen vereinheitlicht werden, falls auch negative k-Werte zugelassen
sind

ckz%[ak—sign(k)ibk], k=-00, +o0
(19.2.33)
¢k =340 k=0
Wir erhalten damit einfach
+ o0
RE = > crexp(ikQot) (19.2.34)

k=—o0

Dies ist die kompakteste Darstellung fiir die Erregung. Natiirlich kann man auch an Stelle
von (19.2.29) und (19.2.30) direkt ¢y angeben. Durch erneute Anwendung der Euler-
schen Formel ergibt sich sogleich

+1
. %JRni(T)e'ik"’dT (19.2.35)
-1

Wir erinnern nun an den Frequenzgang, der bei harmonischer Erregung besonders einfach
zur Antwort fiihrt, (19.2.26). Mit ihm ergibt sich als Antwort des Systems — was den
partikuliren, also eingeschwungenen Teil der Antwort anbetrifft —

+ oo
npi= Z FikaeXp(ikQOf)

k=—o0
+ 00
= > Viekexpli(kQot + ¥,)] (19.2.36)
k=—0o0
wobei gilt
1
Vip=|——m—m—— L.
ik AT (19.2.37)
1 _< Wj >
und
Vi =0, falls |kQo] <
Yik=180° =7, falls [k&2o|> w; (19.2.38)

Noch haben wir mit (19.2.34) die Erregung und dementsprechend auch mit (19.2.36)
die Antwort mit unendlich vielen Fouriergliedern beschrieben. In der Praxis wird man
die Reihe bei nf Gliedern abbrechen. Entscheidend sind dabei nicht die Konvergenz-
eigenschaften der Erregung, sondern die der Antwort, die in aller Regel besser sind
(s. das Beispiel in Abb. 14.4.8).
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[ sinus — Funktion
1

Abb. 19.2.6 Beispiel fiir eine Erregung, die in eine Fourierreihe entwickelt
werden kann

U T T

~— T

Ei

S G—
-

Wir wollen zum Abschlu} die vorgetragene Technik an einem kleinen Beispiel erproben.
In Abb. 19.2.6 ist eine periodische Erregung aufgezeichnet. Wir wollen die Rechnung
mit komplexen Zahlen ausfithren, da vielleicht einige Leser mit dieser Darstellungsform
weniger vertraut sind. Die Erregungsfunktion lautet

Rpi(m)=0 -1<r<0
imT _

d; .
Rpi(r) =d;sinnr = E;T(e e ') 0<7<1

Die Koeffizienten ¢y der komplexen Fourierentwicklung ergeben sich mit (19.2.35) zu

1
d; . .
cx = Z;_J‘(emr(l—k) _ e—zn'-r(1+ k))dT
0

Bei der Integration miissen wir hier die besonderen Verhiltnisse fiir k=* 1 beachten.
Wir spalten diesen Sonderfall ab und behandeln ihn zuerst

1

di i2nr di

c_, = 4Z.J(e - 1dr= i
0

Ganz analog erhalten wir auch

d;
o=t g

Alle anderen Koeffizienten ergeben sich durch direkte Integration

di 1 in .
P S (1—k) _ —in(1+k) _
[ k)(e 1)+ 1)

_d; 1
= 47 in(1- i+ 1)



19.2 Periodische Erregungsfunktionen 209

Wir beachten noch
ei1r(1—k) = ¢im e—iﬂk - e—iﬂk
=—cosmk
und entsprechend
e!m1*R = — cos Tk

Fiir alle ungeradzahligen k-Werte ist cosmk aber gleich —1 und fiir alle geradzahligen
gleich +1. Wir erhalten somit

k=0, falls |k| ungeradzahlig und |k|#1
o= S (Lol
kZon\1-k 1+k

d; 1

ST -0 +K)’ falls |k| geradzahlig

Die Fourierentwicklung lautet also mit (19.2.34)

+ oo

F .
R(ni) = Z crexp ([ kQpt)

k=—00

d; d;
-t Z;{exp(iﬂot) —exp(—iQ2p1)} +

d; 1
=) m{eXp(ikﬂof)+eXP(—ikﬂot)}

k=2,4,6,...
d; d; cosk gt
_? ? 1n90t+2 Trk 224 (l_k)(1+k)

1}

d:

?l <l +gsin90t—%cos290t -2
Die partikulire Antwort des Systems ergibt sich aus (19.2.36), wobei nun fiir eine spezielle
Aussage das Frequenzverhiltnis £, zu Elgenfrequenz w; bekannt sein muf. Bei unge-
dimpften Tragwerken darf naturhch kQ, (falls in R ) vorkommend) nicht gleich der
Eigenfrequenz wj; sein, da sonst der Resona.nzfall vorhegt Es ist aber z.B.

QO _ é
w4
zulissig. Es ergibt sich mit diesem Verhiltnis

Fip=1 s Vio=1 > \l/i():O

Fp=1 Va=% ¥;; =0

Fp=-%, Vo=3% Yip=m

_ 1 _1 -
Fia=-3 Via=g Yig = usw.
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d.h. wir haben teils unterkritische und teils iiberkritische Anregung, und die partikuldre
Antwort lautet in diesem speziellen Fall

d; 87 . 8 1
np,-(t)=7<l+7smﬂot +Ecos2ﬂot+6~0-cos4ﬂot ...... )

Der erste Term entspricht einer statischen Auslenkung. Offensichtlich hat ja die Erregung
in Abb. 19.2.6 auch eine statische Wirkung. Der zweite Term ist fir die richtige Darstel-
lung der Antwort ebenfalls unabdingbar. Bricht man hier ab, ist immerhin schon eine
Genauigkeit von etwa 10% in der maximalen Auslenkung sicher. Merklich Einfluf} hat
dann noch der 3. Term. Der vierte ist bereits in der zeichnerischen Darstellung, Abb.
19.2 7, nicht mehr sichtbar.

il

(a)  Antwort mit 2 Reihengliedern WZ_"i = (1 + 8Tﬂ-sin l’lot)

|

+ 54

(b)  Antwort mit 3 Reihengliedern %’7”1 = (1 + S—;r-sin 2ot + %

cos {2y t)

Abb. 19.2.7 Einfluf der Reihenglieder auf die Antwort bei einer Erregung wie in Abb.19.2.6
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19.3 Nichtperiodische Erregungsfunktionen (Fourier-Integral)

Der Ubergang von beliebigen periodischen Erregungen zu allgemeinen (nichtperiodischen)
Erregungsfunktionen ist bereits in Abschnitt 14.4.3 aufgezeichnet, die Behandlung soll
hier in komplexer Schreibweise erginzt werden. In Abb. 19.3.1(a) ist eine solche allge-
meine Erregung Rp;(?) dargestellt. Es gibt offensichtlich keine definierte Periode, in der
sich der Belastungsvorgang wiederholt. In Abb. 19.3.1(b) ist diese Belastungsform peri-
odisch gemacht worden. Fiir einen gewissen Zeitraum Tg; ist alles in Ordnung. Dann aber
setzt die Wiederholung, und damit die Abweichung vom originalen, nichtperiodischen
Erregungsbild, ein. Der Ausweg aus dieser Situation ist recht einfach: wir missen die
Periode Tg; recht grof wihlen und damit den Zeitpunkt der Wiederholung weit hinaus-
schieben. Die Bedingung

Tgi—> (19.3.1)

verschafft uns also den Ubergang von den periodischen zu den nichtperiodischen Erre-
gungsformen. Eine sehr grofe Periode beinhaltet aber umgekehrt eine sehr kleine Kreis-
frequenz £y und damit eine sehr fein gestufte ,Fourierreihe”. Die Grofe o wird
infinitesimal

Qo > dQ2 (193.2)

Rult) |

~

(a) nichtperiodische Erregung
Ralt) A

o

L/X /\wﬂ

(b) gleichartige periodische Erregung

Abb. 19.3.1 Nichtperiodische und analoge periodische Erregung
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Die Abstufung der Frequenzen k¢ in den Reihengliedern wird somit weicher und
weicher und geht in einen kontinuierlichen Verlauf iiber

k2> Q (19.3.3)
Wir schreiben nun die Fourierreihenentwicklung einer periodischen Entwicklung, wie
in (19.2.34) und (19.2.35) angegeben, an, um auch hier den Grenziibergang zu vollziehen

+00 +1

1 i .
RSﬁ)(t)= Z (EJR"i(T)e ’k”d7> exp ([ k1)
k=—o0 e
+00 +TEi/2
= Z é J Rpi(Dexp (—ikQgt)de) exp (1 k1)
- 1
K=mo T g
roo o +TEgi/2
0 . )
= Z 2 J(Rni(f)exp(*leOt)dt)exp(le.Ot)
k=mee —TEgi/2

und damit im Limit ———
+00  +00
Eeny = [ L —iS2t 4, LiS2E
RY (r)-JZ f(R,,i(z)e dr) e’ ?1dQ) (19.3.4)
AuBer den Erkenntnissen (19.3.1) bis (19.3.3) ist hier noch die Umwandlung der fein

gestuften Summe in ein Integral eingeflossen. Damit ist bereits die grofite Arbeit fir
nichtperiodische Erregungen geleistet. Wir bezeichnen

+ oo

1 o
k()= > JRni(t)e Qg (19.3.5)
als Frequenzspektrum der Erregung. Es ersetzt sozusagen die diskreten ¢y -Werte bei der

Fourierreihe. Wer komplexe Zahlen nicht mag, der kann mit Hilfe der Eulerschen Formeln
(19.3.5) auch in zwei reelle Integrale umwandeln

+ 00
K@) = 2%7 JR,,i(r) cos Qr dt

+00
K@) = 2_171' JRm(z) sin Q¢ dt (19.3.6)

—0Q
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wobei dann ist

k() = k) - ik (19.3.7)
Das Integral (19.3.4) oder seine kompaktere Darstellung
+ 00
RE ) = J ki (Q)e'21dQ (19.3.8)

wird Fourierintegral genannt. Selbstverstindlich gibt es auch eine reelle Darstellung wie
bei der Fourierreihe

(=]

R0 =J<ki (- Qe +k;(Q) P )dO

1

0

:J [(kSC) + lkSS)) e—inf + (ka) — lkf-?)) eiﬂt}dg
0

=[O 0y 4 kD i -9 a2
0

= 2J (K cos @t + K sin Q1 )dg2 (193.9)
0

Das Fourierintegral (19.3.8) bzw. (19.3.9) kénnen wir also als harmonische Erregung mit
beliebig vielen Frequenzen 2 ansehen. Wir kennen aber damit auch die Antwort auf eine
solche Erregung: Jede Erregungskomponente ist lediglich mit dem Frequenzgang zu
multiplizieren, und danach wird die gesamte partikulire Antwort aufsummiert oder,
besser, integriert

+ 00
M= | @ k@e a0 (193.10)
wobei nun
Fi(Q)= . (19.3.11)

2
Q
1- (wi>
eine kontinuierliche Funktion ist.

Die Integration kann auch in einen unterkritischen und einen iiberkritischen Anregungs-
bereich aufgeteilt werden. Die Antwort zeigt dann im unterkritischen Bereich die Phasen-
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verschiebung Null und im iiberkrtischen die Phasenverschiebung 180°, wie wir dies schon
kennen. Selbstverstindlich 1aBt sich (19.3.10) auch in eine reelle Darstellung umwandeln

i =jFi(sz) (ki (e + k() e"‘“)dn

0
wj oo
- J Vi) (K9cos Q1 + kPsin Q1) 42 +J V(@) (K cos (Qr + ) + kOsin (2 + m)) d2
0 wj
(19.3.12)
mit
Vi(Q) = |Fi () (19.3.13)

Abschlieffend sollten wir noch darauf hinweisen, dafl dieses Verfahren nur dann gesicherte
Konvergenz aufweist, wenn die Flache unter Rp;(¢) beschrinkt ist

+ oo
J'Rni([)ldt< oo (19.3.14)

Leider ist die hier geschilderte Technik nicht ganz einfach zu realisieren, was auch das
folgende — noch' sehr einfache — Beispiel zeigen soll. Im Vorgriff auf den nichsten
Abschnitt lassen wir eine zeitlich begrenzte Rechteckbelastung auf das Tragwerk ein-
wirken (Abb. 19.3.2). Diese Belastung ist funktional gegeben durch

Rﬂi:dia Oftftl
Ry=0, —c0<t<0, t3<t<+oo

Das komplexe Frequenzspektrum der Erregung wird dementsprechend

L5}

1 —iQ2t di -iQt
() ==—|d;e ™ dr= -(1 — e 100
k(@)= 3 j (i dr = o (1 670
0
= k- ik

Rni(” \
T Abb. 19.3.2
d: Beispiel fiir eine nichtperiodische Erregung
Ji (Rechteckimpuls endlicher Wirkungsdauer)
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20 fc)
i K18
-4n —2an~—" N—"n 4n 2t
21, ()
p 1,1k (£2) |
. I . 1 x/_l\n -—
—4n  —~—rxw"2n 2n 4n 2t

Abb. 19.3.3 Realteil und (negativer) Imaginirteil des Erregungsfrequenzspektrums bei einem Rechteck

impuls der Dauer ¢,

mit dem Realteil und Imaginarteil

ditl sin Qtl

(e) =
ki 21 Qi
) = d;t; 1—cosQt,

i 2 Qtl
welche in Abb. 19.3.3 aufgetragen sind. Die komplexe Darstellung der partikuldren

Antwort ist einfach

+00
= ___1— d _ i iQt

npi—j ( 22-erz(1 e )e a2
—o0 1 ‘“1)

_ eiﬂ(t—q)) 40

d ! i
= Jsz(w sz)(wl+sz)( o

Dieser Integralausdruck sieht zundchst nicht sehr freundlich aus. Wir wandeln zuerst das

Nennerpolynom um

1 1(2 11 >
QUi - @i+ 202 \2 9 -8 w QL



216 19 Erzwungene Schwingungen ungedimpfter Systeme

was leicht durch einen Koeffizientenvergleich moglich ist, und erhalten damit Integrale
des Typs

+ oo + oo o
glax cosax .sinax . { sinax

o] (oo i
— oo —o0 0

={ im, falls a >0

—im, falls a <0
oder:
= sign(a)im

Dies fiihrt uns auf

+ oo

2 1 1 \iaro-=
J<Q+wi—ﬂ wim)e dQ

=sign(?)im <2 —exp(iwjt)—exp(— iwit)>

und weiter

+ oo

2 1 1 . _
[ (E+ Lg-ohg)ew(iae-m) -

— 00

=sign(t —t))im (2 —exp (iwi(t - tl)) —exp (— fwi(f— tl)»
Dementsprechend gliedert sich die partikuldre Antwort in verschiedene Zeitabschnitte

—o<t<0: 7 —%di{coswit—coswi(z‘—tl)}

pi~
0<r<1t: Mpi= 3di{2 — cos w;t — cos wi(r — 1)}
[ <t<ee:  m=3di{—cosw;t +coswi(t 1)}

Diese Form der partikuldren Losung mag fiir den Leser etwas iiberraschend sein. Die
Differentialgleichung (19.1.7) und die spezielle Erregungsfunktion R,; (s. oben die
Definition des Rechteckimpulses) legen ja folgende ,,reine* partikulire Lésung nahe

Mpi = fiir t<0
Npi =di fir 0<t<t
Npi = fiir 1>t

mit Unstetigkeitsstellen zu den Zeitpunkten =0 und # =¢;. ,,Rein“ bei dieser partiku-
liren Losung bedeutet, daR die Losung keinerlei homogene Anteile enthilt. Unsere
alternative Form der partikuliren Losung besteht also aus der ,reinen® Losung plus
homogenen Losungsanteilen (cos- und sin-Terme mit der Eigenfrequenz w;), wodurch
erreicht wird, daB} die Lésung im gesamten Bereich (— oo, + o) stetig ist.
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Die gesamte Antwort des Systems auf den Rechteckimpuls ergibt sich durch Super-
position der durch die Anfangsbedingungen in den einzelnen Zeitabschnitten verursachten
freien Schwingungen. Wir kénnten z.B. annehmen

n,(t=0)=0
(£ =0) =0

also den Ruhezustand bei Beginn des Rechteckimpulses. Werden diese ,,End*“-Bedingungen
fur das erste Intervall (¢ < 0) in die Gesamtldsung

M= Mpit My

= %di (coswit - coswi(t-—tl)) +asin w;t + b sin w;t

eingeflihrt, erhalten wir identisch Null
n;(1)=0 fir t<0
Die Anfangsbedingungen in die Gesamtlésung des zweiten Intervalls (0 < ¢ < ¢;) einge-
setzt, ergibt die Antwort
n;(t) =d;(1 — cos w;?) fir 0<t<1t,
mit der speziellen Antwort zum Zeitpunkt ¢,
n;(t1) =d;i(1 — cos wjty)
1;(21) = djw; sin w;t

Dies sind die Anfangsbedingungen fiir das dritte Intervall (¢ = ¢;), und die Antwort
lautet hier

ni(t)=di(cos wi(t—tl)—coswit) fir t=21

Wihrend die Antwort bis zum Zeitpunkt #; — vorausgesetzt, #; ist nicht zu grofs und die
reale Dimpfung nicht zu extrem — relativ realistisch ist, wird die anschlieBende freie
Schwingung realiter weggedampft werden.

Sehr interessant ist natiirlich auch die Frage nach der maximalen Auslenkung. Die Ant-
wort hingt wesentlich vom Verhiltnis

2t
T, =27
1 Ti
ab. Wir fiihren noch die entsprechende dimensionslose Zeit 7 ein
t
'1'—2Ti

und finden dann fir die Antwort
ny/d;=1—cosmT fir 0<7<Tm,

n;(1,) n;(7y)
n/d; = c;iwli Sin1'r('r—7'1)+——ldi1 cosm(T—1;) fir 721,
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Wihrend der Wirkungsphase der Erregung nimmt die Amplitude also laufend zu, und
zwar bis 7, bei 7; <1 (d.h. t; < T;j/2). Bei einer Impulsdauer von 7, = 1 (und ldngerer
Wirkung) wird also in Phase 1 der Maximalwert 2 erreicht, sonst weniger

/d;=2 falls 7,21

Mimax

!ﬁir o0<7<m
nimax/di =1-cosnT, falls 7, <1

In der Phase der anschlieBenden freien Schwingung ergibt sich die Maximalauslenkung
einfach zu

w427 (2]

=12sin (72—771) fir ;<71

Da n; =d; die statische Auslenkung bei einer statischen Kraft Rp; =d; angibt, kommt
dem Verhiltnis n;,,,/d; eine dhnliche Rolle zu wie der Vergrofierungsfunktion bei
harmonischer Erregung. Dieses Verhiltnis wird deshalb oft als dynamischer Vergrofie-
rungsfaktor bezeichnet. Falls der Rechteckimpuls linger als f, = T;/2 einwirkt, ist der
Vergroferungsfaktor stets 2, und die maximale Auslenkung tritt wihrend der Erregung
(Phase 1) auf. Ist der Rechteckimpuls kiirzer als #, =7j/2, liegt der Vergroferungs-
faktor zwischen O und 2 und tritt wihrend der freien Schwingung auf (Abb. 19.3.4).

dynamischer A
Vergréflerungs-~
faktor Rui |
’limnx/ a;
dj V/
t ¢t
24
statisch 1
in Phase 2 in Phase 1
(frei) (Erregung)
0 T T T — -
0 0.5 1.0 1.5 2.0 T = z_}}
I
Impulsdauver
0 hfe k/2 3/ T t,

Abb. 19.3.4 Dynamischer Vergroferungsfaktor beim Rechteckimpuls
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In Abb. 19.3.5 wird dieser Sachverhalt erneut bestitigt, wobei das mittlere Bild gerade
den Ubergang wiedergibt. Interessant ist das dritte Bild: wenn die Impulsdauer gleich
der Periodendauer der Eigenschwingung ist, herrscht in Phase 2 absolute Ruhe, da an der
Nahtstelle 7, gerade n(7,) und 70(r,) beide Null sind.

™
d;
24 ‘ max
Phase 1 Phase 2
] .
i ' 2 2
Limpuls-—{ T= T
9
n max
gt ‘
21 Phase 1 Phase 2
" |
Abb. 19.3.5
I Die Antwort auf Rechteck-
T 1 ' impulse verschiedener Dauer
1 2 2t
Impuls T=—
l‘“‘*‘ pul T
'q i
i
& \ * max
2a
Phase 1
4 —_——
! Ruhe
keine freie Schwingung
Phase 2

i 2 o
t Impuls T‘i T
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1)
Ryt
q;
£ t Abb. 19.3.6
R | . .
ni + Darstellung des Rechteckimpulses mit
Hilfe zweier zeitversetzter Stufenfunk-
f ¢ tionen
_d oL

Nun hatten wir bei der Bearbeitung dieses Problems mit Fourierintegralen bereits ange-
deutet, dal diese Art des Losungsweges nicht besonders einfach ist. Wir wollen zum
Schluf dieses Abschnitts deshalb auch angeben, wie man — in diesem Fall — rascher zum
Ziel kommt (Abb. 19.3.6): man superponiert dazu einfach zwei zeitversetzte Stufen-
funktionen. Die erste Stufenfunktion fihrt auf die allgemeine Losung

ni(l)(t)=ai sin w;t + bj cos w;it +d; t=20
bzw., falls bei £ =0 Ruhe herrscht, auf die spezielle Losung
1) = d;(1 - cos wit) t=0

Diese Losung repriasentiert die Gesamtlosung, bis zur Zeit ¢ =¢, die zweite Stufen-
funktion einsetzt. Die spezielle Losung dafiir kann sofort hingeschrieben werden

nfz)(t)=—di{1—coswi(t—tl)} t=1t

Die gesamte Losung wird nun
n;(t) =d;(1 — cos w;t) inPhase I, 0<r<y
7;(t) =dj(cos w;(t —t1) — cosw;t) in Phase 2, t=t

in Ubereinstimmung mit der iiber das Fourierintegral gewonnenen.

19.4 Allgemeine Erregungsfunktionen, Dirac-Impuls und Duhamel-Integral

Unter impulsartigen Beanspruchungen des Tragwerks verstehen wir das kurzzeitige
Einwirken von Kriften auf die Struktur. Die Fahrt mit dem Auto auf schlechter Land-
strafle oder der Flug bei boigem Wetter sind Beispiele fiir die unangenehme Seite dieser
dynamischen Krifte. Thre Wirkung ist kurz, aber hart. Aus diesem Grunde spielt die
Diampfung hier eine weniger dominante Rolle als bei harmonischer oder periodischer
Erregung. Im letztgenannten Fall besteht die Gesamtantwort aus einem partikuldren
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und einem homogenen Teil. Die blofe Ubernahme der Gesamtantwort fiir praktische
Aufgaben ist wenig sinnvoll, da der homogene Losungsteil wesentlich von der Dampfung
betroffen ist (was wir zwar noch nicht wissen, aber bald kennenlernen werden). Dagegen
ist der partikuldre Losungsteil — soweit man hinreichend vom Resonanzpunkt entfernt
ist — in der Praxis recht gut verwendbar. Diese Problematik haben wir bei impulsartigen
Lasten in technischer Hinsicht nicht, denn die maximale Auslenkung, und damit die
hochste Beanspruchung, wird in sehr kurzer Zeit erreicht und so von den dimpfenden
Kriften kaum beeinflufit. Soweit das Langzeitverhalten von Interesse ist, so muf natiirlich
die Dampfung in Betracht gezogen werden.

Unser Beispiel aus Abschnitt 19.3 (Rechteckimpuls) beleuchtet diesen Sachverhalt
deutlich. Insbesondere zeigen die Antwortverliufe in Abb. 19.3.5 sehr gut, dafl die
maximale Amplitude rasch auftritt, und zwar bei t; < T;/2 in Phase 2, also der freien
Schwingung. In diesem Falle ist sichergestellt, daB nach Ablauf der Zeit t; + T;/2 be-
stimmt die maximale Auslenkung aufgetreten ist. Wir bemerken femer in Abb. 19.3.5,
dafl die Antwort n;(¢) am Startpunkt =0 eine horizontale Tangente hat. Dies hat die
Konsequenz, daB ein Rechteckimpuls sehr kurzer Dauer nur eine kleine Auslenkung 7;
verursachen kann. Anders sieht es mit der Geschwindigkeit aus

ﬁi(t)=diwisinwit (1941)
Diese hat fir t=0 eine Steigung d;w} und wird dementsprechend bei einem sehr

kurzen Rechteckimpuls eine merkbare Anderung erfahren.

Diese Uberlegungen sind der Ausgangspunkt fiir eine Ndherung. Wir definieren als Impuls-
stirke

31

I =JRni(t) dr, allgemein (194.2)
0

=d;t; , Rechteckimpuls

und integrieren die Differentialgleichung in Phase 1 (Erregung)

%'ﬁﬁnﬁd-, o0sr<rt (194.3)
Wj

1

direkt im Zeitraum ¢, . Der Startzustand ist dabei in Ruhe. Es ergibt sich dann
31
AR = w; (dit, +Jnidt>
0
~ Wil (194.4)
Wihrend die Impulsstirke auch bei sehr kleinen Wirkungszeiten — bedingt durch eine
groRe Kraftamplitude d; — durchaus kriftig ausfallen kann, ist die Fliche unter der

n,(¢)-Kurve — bedingt durch die horizontale Starttangente — praktisch Null. Der extreme
Fall

I = limo(dit,) = endlich (194.5)
t; —>

di—»m
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repréasentiert dann den sogenannten Dirac-Impuls. Aber auch beliebige andere kurzzeitige
Impulse werden mit (19.4.2), erste Zeile, erfaBt. Kennt man einmal die Impulsstirke 7;,
dann spielt offensichtlich der eigentliche Zeitverlauf R,;(¢) keine Rolle mehr. Wir
kommen darauf noch zuriick.

Das Schone an dieser theoretischen Entwicklung ist nun, da wir die Erregungsphase
mit (19.4.4) abschliefen kénnen. Wir wissen, dal die maximale Auslenkung auf jeden
Fall in der Phase der freien Schwingung auftritt und diskutieren mit der Anfangsbe-
dingung

ni([l) =0
(1) = Af, = Wl I (19.4.6)

nur noch diese. Die Systemantwort konnen wir sofort angeben

() = wilisinw;(t —t;), t>1t (194.7)
Fiir den Dirac-Impuls (¢, — 0) ergibt sich noch einfacher

n;(t) = wiljsinwit t>0 (19.4.8)

Man beachte, daft (19.4.8) exakt im analytischen Sinne ist, wihrend (19.4.7) eine Nihe-
rung fiir Impulse endlicher Zeitdauer mit der Voraussetzung kleiner #, darstellt.

Als praktische Grenze fiir den letztgenannten Fall kann ¢, < T;/4 gelten. Das erste Bild
in Abb. 19.3.5 liegt gerade an dieser praktischen Grenze. Wir greifen deshalb dieses
Beispiel auf. Zunichst gilt

T, 1

d —

1
Li=dity = diTi= 5dig,

Als Niherung fiir die Antwort ergibt sich nach (19.4.7) dann
ni(t)=gdisinwi(t—t1), t>1

und Abb. 19.4.1 zeigt den Vergleich zwischen dem exakten und dem ndherungsweisen
Verlauf. Wir beobachten als wesentliche Abweichung eine Phasenverschiebung. Dagegen
ist die maximale Amplitude, auf die es technisch ankommt, nicht allzu verschieden.
Die Abweichung betrdgt 11 %. Hier ist zu bedenken, dafl wir uns an der Grenze des zu-
lassigen Bereichs befinden. Wir untersuchen deshalb noch einen Rechteckimpuls gleicher
Stirke, aber von der Zeitdauer 7, =0.1 (#; =0.05 T;). Hier erhalten wir die Approxi-
mation

n;(2) = gdi sinm(r —0.1)
= 1.57d;sinw(r—0.1), 72=0.1

wihrend die exakte Antwort

C sy d(' _01+l°-cos7r7'1 >
n;(¢) = Ssin(wry)d; (sinm(r —0.1) e cosm(tr—0.1)

= 1.55d; (sinm(r — 0.1) +0.16 cos m(r - 0.1))
= 1.57d;sinw(r +0.06) , 72=0.1
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i
d;
2.4
Nagherung uber
11 Impulsstirke
Abb. 19.4.1
Niherungsweise Berechnung eines
0 f T T relativ lang andauernden Impulses
0.5 X . I =2t
I
| Impuls-
-1 daver
T

Ry(t) |
1
dt i Ryilt)
f t
dnit) A

Abb. 19.4.2

Allgemeine Erregung, Teilimpuls
und Teilantwort

wifitdt /\

t

C

lautet. Wir haben also — im Rahmen von zwei Dezimalstellen Genauigkeit — in der
Amplitude iiberhaupt keinen Unterschied. Lediglich die Phase ist noch merkbar versetzt.
Damit ist klar, da® die Rechnung iiber die Impulsstirke bei kurzer Wirkungsdauer des
Impulses wirklich ein sehr brauchbares Mittel ist.

Dieser Dirac-Impuls und die zugehorige Antwort bildet die Basis fiir die Behandlung allge-
meiner Erregungsfunktionen. Damit gewinnen wir eine Alternative zum etwas schwierig
zu handhabenden Fourierintegral.

Wir betrachten in Abb. 19.4.2 eine allgemeine Erregung und fassen diese als eine Folge
von Impulsen auf. Zur Zeit f haben wir dementsprechend den (infinitesimalen) Impuls
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welcher die Antwort
d'f]i(t) = widli sin wi(z‘ - t_)
= wiRni(f)sinwi(t-f)df, t>f (19410)
induziert. Ausgehend vom Ruhezustand, erhalten wir die Antwort auf die gesamte Erre-
gung durch Integrieren
t=t
n.(0) = w; J'Rni(f) sin w; (¢ — F) dF (19.4.11)
=0
womit wir das bekannte Duhamel-Integral schon abgeleitet hitten. Falls das Tragwerk

zum Zeitpunkt ¢ =0, also zu Beginn der Erregung, nicht in Ruhe war, kommt zu

(19.4.11) noch eine iiberlagerte freie Schwingung hinzu
. t
7;(0) o o
n; (1) = w; sin w;t +1,(0) cos w;t + wiJRni(t) sin w;(¢t — 7)df (19.4.12)

0

Wir kehren wieder zur einfacheren Form (19.4.11) zuriick und bereiten sie fiir die nume-
rische Auswertung vor. Die Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen fiihren uns sogleich
auf die Darstellung

t
n;(t) = w; JRni(f)(sin wjit cos wif — coswjt sin w;f)df

=0

(19.4.13)

oy

t
= wi(j Rpi(®) coswjdf) sin w;t — wi( Rpi(6) sinwﬁdf)cos wit
=

0 i=0

Zur weiteren Auswertung definieren wir wiederum eine dimensionslose Zeit

_ 21 .

T= T - il

;= %} = %wit (19.4.14)
1

und haben nun zunichst die Integrale

T
a(r)= anm(F) cosmTdT

0

b(r) = anm(?) sin T dT (19.4.15)

0
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und erhalten dann die Antwort
n;(1) =a(1)sin TTT—E(T) COSTT (19.4.16)

Fiir die numerische Integration von (19.4.15) stehen zahlreiche Verfahren zur Verfiigung,
darunter Romberg, Gauf}, Simpson und die Trapezregel (s. auch Abschnitt 14.4.5).
In [19.1] wurde die Effektivitit fiir einige iibliche Funktionen untersucht. Dabei hat
sich die GauB-Integration als vorteilhaft erwiesen. Hier konnen wir unsere Leser auf die
eindimensionale numerische Integration bei finiten Elementen verweisen (Abb.5.4.5,
Gl. (5.4.34), Band I). Die Zeitachse 7 wird dabei in endliche Bereiche oder Elemente AT,
unterteilt (Abb. 19.4.3). Die Knoten dieser ,,Stabelemente® reprisentieren Zeitpunkte,
an denen die Antwort m;(7) angegeben werden soll. Die Einteilung muf nicht notwen-
digerweise gleichmifig sein. Das einzelne Zeitelement liefert nun den Beitrag

Agg = 7212 wifo §y)
k=1

(19.4.17)
_ T na
Abg =5 2 Wi
k=1
wobei die Summe iiber die Aufpunkte des Gau8-Schemas lduft. Dabei sind
[ =Rpi(T)cosnT
Jy =Rqpi(T)sinaT (19.4.18)

die Integrandenfunktionen, die an den Aufpunkten ausgerechnet werden miissen. Die
Zeitzuordnung im Element g ist dabei durch
g—1
- _ 5_‘ — 1
Tx= Q) AT+ 3(1 +{ AT, (19.4.19)
j=1

1 ) § I 1 ] o

&, A, an, AT, A T
7=0
(a) Zeitelemente
1
¢ = TATQ
I'_" Abb. 19.4.3
g=-1 =+ Diskretisierung der Zeitachse und
C ol ; o} ] Integration nach Gauf} im Zeit-
lement
-1/Y3 1/V3 e emer
/V_ / (Beispiel 2 Punktregel)
w=1 w=1

(b) einzelnes Zeitelement, Lage der Aufpunkte
und Wichtung fur die Zweipunktregel
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h
gegeben. Die Antwort nach h Zeitschritten, d.h. nach der Zeit 7, = Z Atg, ist ein-
fach mit g=1

h
a(ry) = ) AT,
g=1
. (19.4.20)
b(Th) = Z Azg
g=1

festgelegt. Die numerische Auswertung des Duhamel-Integrals bereitet also in der Praxis
wesentlich weniger Schwierigkeiten als die des Fourier-Integrals.

Wir wenden uns zur Erprobung des Duhamel-Integrales einem Beispiel zu, das wir ohne
Aufwand exakt integrieren konnen, nimlich dem Rechteckimpuls beliebiger Dauer
(Abb. 19.3.2). Mit

Rqi(T)=d;, 0<7<T,
R,i(7)=0, T>T,
ergibt sich sogleich
a(r)=d;sinnr
_( )=d; , 0<r<n
b(r)=d;i(1—cosmr)
sowie
a(t)=djsinnt
( ) 1 1 T>T1

b(r)=d;(1 - cosnry)’
Dementsprechend lautet die Antwort

n;(t)=d;(1 —cosmT), 0<r<mn

n;(r) =di(cosm(r —1,) — cos7T) , T=
Beide Resultate hatten wir schon erhalten. Als kleine Ubung mége der Leser nun auch

die numerische Integration ausfihren und mit Hilfe des Rechners untersuchen, welchen
EinfluB die Zahl der Elemente und die Integrationsordnung auf das Endresultat hat.

Als Zusatzbeispiel fir die numerische Integration stellen wir in Abb. 19.4.4 einen Trapez-
impuls vor. Die exakte Losung gewinnen wir iibrigens leicht durch bereichsweise Inte-
gration. Weshalb kann man auf Grund der Diagramme in Abb. 19.4.4 sofort sagen, daf
die Antwort

7,()=0 fuir 7>71,

lauten muf3?



Literatur zu Kapitel 19 227

Ri(7)
20
T
1
L } t t — z
1 2 3 7=2ra—t
cosnT | sinnT |
1+ 14
| 5\ 3 7 1 A S
ALY £ )

P

Abb. 19.4.4

Trapezimpuls und Integrandenfunktionen fiir die Bestimmung von a(r) und I_J(T)
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20 Die Natur der Dimpfungskrifte; modale Dampfung

Wir hatten bereits an verschiedenen Punkten der Diskussion des ungeddmpften Korpers
gesehen, dafl Wirklichkeit und Modellergebnisse auseinanderklaffen, wenn die Dimpfung
nicht beriicksichtigt wird. Leider ist nun die Dampfung keine so klar zu erfassende Eigen-
schaft der Struktur, wie dies etwa die Trigheitskrifte und die elastischen Krifte sind.
Die richtige Definition des Modells und der zugeordneten Dampfungswerte stellt immer
noch ein schwieriges Problem dar, mit dem die Forschung intensiv beschiftigt ist.

Eines der am hiufigsten verwendeten Ddmpfungsmodelle ist das der viskosen Dampfung.
Es trifft auf Strukturen zu, die sich in Fliissigkeiten und Gasen langsam bewegen. Stof-
diampfer, Hydraulikzylinder, Gleitlager sind einige angewandte Beispiele. Beim viskosen
Diampfungsmodell ist die Kraft proportional zur Geschwindigkeit (Abb. 20.0.1).
Coulombsche Dimpfung oder trockene Reibung resultiert aus der Bewegung eines Korpers
auf einer trockenen Oberfliche. Die damit verbundene Reibung hingt im wesentlichen
vom Anprefidruck und dem Reibungskoeffizienten ab; sie ist aber sonst konstant. Solche
trockene Reibung kann bei Strukturen an Klemmverbindungen (Schrauben, Niete) auf-
treten.

Die Strukturdimpfung oder Hysteresedimpfung hat ihre Ursache in der inneren Reibung
des Materials. In manchen Fillen wird in diesem Modell auch die Dimpfung an den
Fiigestellen einbezogen. Die resultierenden Krifte sind in erster Linie Funktionen der
Dehnung oder Verschiebung der Struktur. Der Name ,,Hysteresedimpfung® rithrt von der
Moglichkeit her, die Dampfung aus der Hysterese des Kraft-Weg-Diagramms bei harmo-
nischer Erregung experimentell zu messen. Die Dampfungskrifte werden bei linear-
elastischem Material als betragsmiflig proportional zu den elastischen Kriften angesehen
und sind entgegengesetzt zur Geschwindigkeit gerichtet.

Schwingt eine Struktur z.B. in einem stromenden Medium, dann treten Krifte auf, die
von der Bewegung des Systems abhingen wie die Dimpfungskrifte. Bezieht man die
eigentlich zu den dufieren Lasten gehorigen Krifte mit in die Dampfungsterme ein, dann
ergibt sich der Begriff der negativen Dimpfung. Es besteht nimlich die Moglichkeit, daf3
die schwingende Struktur aus der Stromung Energie aufnimmt. In diesem Fall wird die
Schwingung angeregt, was im Gegensatz zur dissipativen Dampfung steht, die stets Energie
verzehrt. Bekannte Beispiele sind das Schwingen (und Kollabieren) von Freileitungen,
Briicken und Kiihltirmen oder das Flattern bei Flugzeugen und Fahrzeugridern (siehe
auch das abschlieende Kapitel 26).

Keiner der hier eingefihrten Ddmpfungstypen hat Anspruch darauf, daf er eine reale
Struktur perfekt beschreibt. Meist werden ohnehin mehrere Dimpfungsmechanismen
zugleich aktiviert. Dies hat dazu geflihrt, daf man in der Praxis vor allem die Dampfungs-
modelle bevorzugt, die zu leicht 16sbaren Differentialgleichungen fiihren. Es ist also
durchaus iblich und auch zweckmifig, wenn man ein komplexes Dampfungsmodell
durch ein dquivalentes der viskosen Dimpfung ersetzt, das den gleichen Energieverzehr
aufweist wie das Ausgangstragwerk.
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20.1 Viskose Dimpfungsmatrix ; modale und nichtmodale Dampfung

Im Prinzip ist es moglich, eine Dampfungsmatrix mit dem gleichen Formalismus aufzu-
stellen wie eine Massenmatrix. Falls wir davon ausgehen, daf jedes Element eines Korpers
gleichmiig einer Dampfungskraft ausgesetzt ist, die viskose Dampfung also sozusagen
verteilt ist, gilt analog zu (16.1.1)
u
Pyp=—u(xy, 2)| 0 |=—u (20.1.1)
w

Dazu bewegen wir das Korperelement mit # in positive Richtung und erfahren Krifte
(hier pro Volumen) in die entgegengesetzte Richtung. Die zu (20.1.1) kinematisch dqui-
valenten Knotenlasten sind (s. (5.1.87) und Abb. 5.1.17)

m
t
Rp=Y a;Jw pypdV (20.12)
g=1 Vg
und die Geschwindigkeiten werden wie die Verschiebungen interpoliert
u=wp, = wa,F im Bereich ¥, (20.1.3)

Damit ergibt sich sogleich

m
_ t t .
Rp= ZagUuw de]ag 7 (20.1.4)
g=1
g
und die Elementddmpfungsmatrix ist
g =fuw‘de (20.1.5)
g

Die Strukturddmpfungsmatrix wird einfach

m
— t
C= Z 56,3, (20.1.6)
g=1
Treten neben der verteilten Dampfung noch zusitzliche Dampfungskrifte an diskreten
Stellen auf, so ist auch dies kein Problem. Im einfachsten Falle wirken diese Krifte an

einem Strukturknoten direkt, und das Dimpfungselement ist am Fundament befestigt
(Abb. 20.1.1). Hier gilt dann einfach

R;=—cF, (20.1.7)

é 2 = i 2} Abb. 20.1.1
4 3 g 4 Einfacher Fall der viskosen Dampfung an diskreten Stellen
4
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und der Dampfungswert ¢ ist damit in die Diagonalposition (i, i) von Czu addieren. Greift
eine diskrete Ddmpfungskraft innerhalb eines Elementes an, so werden einfach die dazu
kinematisch dquivalenten Knotenlasten ausgerechnet. Beispielsweise sei im Elemente g
am Punkt P (xp, ¥p, zp) ein Ddmpfer in x-Richtung angebracht. Damit sind die lokalen
Diampfungskrifte am Punkt P

U
V| ==[cep O Olitp (20.1.8)

Wi

und die dquivalenten Knotenkrifte

U
R, = a; W(xp, Vp, zP)[V
w

P
=- a; W' (xp, yp, Zp)ep O OJW(xp, ¥p, Zp) a,r (20.1.9)

In diesem Fall werden also zusitzliche Glieder im Bereich des Elementes g in die Damp-
fungsmatrix addiert.

Falls ein diskreter Dadmpfer zwischen zwei Knotenpunkte des Schwingungsmodells
gesetzt wurde, so ist auch dies kein Problem. Ein Dampfer wirke zwischen den Freiheits-
graden r; und r;, und die Ddmpfungskonstante sei c. Entscheidend fiir die Dimpfungs-
kraft ist jetzt die Relativgeschwindigkeit 7; —7;. Es gilt

Ri==c(fi—r)
R, =+c(F~7) (20.1.10)

und die Dimpfungsmatrix C erhilt also die Zusatzglieder

@ 0
(i c-c
M -c ¢

wobei selbstverstindlich stillschweigend vorausgesetzt wird, da8 r; und 7; in die gleiche
Richtung zeigen. Selbst der noch kompliziertere Fall, dafl ein Dampfer von einem be-
liebigen Elementpunkt zu einem anderen Elementpunkt fiihrt, die nicht Strukturknoten-
punkte sind, 1dBt sich mit dieser Technik spielend bewiltigen. Das Endergebnis ist ein
System von gekoppelten Differentialgleichungen

M¥ + CF+ Kr =R() (20.1.11)

Die Diampfungsmatrix ist dabei symmetrisch und diinn besiedelt. Nun hat dieser allge-
meine Typ viskoser Dimpfung allerdings einen ganz entscheidenden Nachteil: Da C
eine Matrix ist, die keinen speziellen Bezug zu M und K aufweist (nichtproportionale
Dimpfung), ist die Diagonalisierung des Systems zum Problem geworden. Die Entkoppe-
lung der Differentialgleichungen bleibt aber ein wichtiger Schritt fiir die Losung des
Problems. Wir werden in Kapitel 22 sehen, wie man sich durch einen kleinen Trick in
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diesem Falle hilft. Die Losung des allgemeinen Systems (20.1.11) bleibt freilich auf-
wendig, weil sie die Bestimmung komplexer Eigenwerte und Eigenvektoren beinhaltet.
Deshalb hat man auch iiber spezielle Formen von C nachgedacht, die das Problem ver-
einfachen konnten. Eine solche Annahme ist die der proportionalen Dampfung. Im allge-
meinsten Falle geht man davon aus, daf

C=oK +8M (20.1.12)

ist. Der grofie Vorteil dieses Ansatzes besteht in der Tatsache, dal die Eigenvektoren
des ungedimpften Systems die Gleichung (20.1.11) diagonalisieren. Als Nachteil ist zu
vermerken, dafy das Diampfungsmodell (20.1.12) nur iiber zwei freie Parameter verfugt,
nidmlich @ und B. Die nach dem Diagonalisieren auftretenden Dampfungsterme haben
bei K-orthonormalen Eigenvektoren die Form

D=[d, d, d; .. dox | (20.1.13)
wobei die
g
di=at+— (20.1.14)
wW;

als modale Didmpfungsbeiwerte bezeichnet werden. Es ist leider so, daf die durch
(20.1.14) festgelegten modalen Dimpfungsbeiwerte die realen Dimpfungseigenschaften
einer Struktur nur schlecht reprisentieren. Eine weitere Verbesserung dieses Modells kann
jedoch dadurch erreicht werden, daf man auf den Proportionalansatz (20.1.12) ver-
zichtet und dafiir die Werte der diagonalisierten Dimpfungsmatrix D in (20.1.13) direkt
festlegt. Dieses mehrparametrige Modell ist natiirlich wesentlich anpassungsfahiger als das
der proportionalen Diampfung. Die Frage nach der Matrix C ist an sich belanglos. Bei
einem vollen Satz linear unabhingiger Eigenvektoren wiirde sich

C=[X'1""DX" (20.1.15)

ergeben.

Kritisch ist natiirlich die Frage nach den Zahlenwerten fiir die proportionale und modale
Dampfung. Als schwacher Anhaltspunkt sei immerhin mitgeteilt, da}

¢i= 3diw; (20.1.16)

einen SchluB iiber das dynamische Verhalten des Systems zuldfit (siehe auch Abschnitte
14.3 und 20.4). Falls

G<1 (20.1.17)

ist, bezeichnet man die Dimpfung als unterkritisch, und bei einer Anregung schwingt
der freie Korper geddmpft. Beim Erreichen der kritischen Dampfung §; =1 gibt es da-
gegen keine Schwingung mehr. Bei den meisten realen Strukturen ohne besondere Diamp-
fungsvorrichtung wird also §; sehr viel kleiner als 1 zu wihlen sein, da diese nur schwach
gedampft sind.

Eine heuristische Methode zur Wahl der modalen Dampfungswerte wire auch

D = diag[ X'CX] (20.1.18)
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Eine Vergleichsrechnung an einem Beispiel bestitigt, daf die Amplituden des so gewéhl-
ten modalen Modells relativ gut sind, nicht jedoch die auftretenden Phasenverschiebungen.
Im Prinzip sind die Annahmen (20.1.12) und (20.1.13) mathematische Fiktionen, und
das physikalisch fundierte viskose Dampfungsmodell muf in vielen Fillen einer kom-
plexen Eigenwertanalyse unterzogen werden.

20.2 Die Beriicksichtigung Coulombscher Dampfungskrifte

In den meisten Standardwerken der Dynamik findet man das Einmassenmodell der Abb.
20.2.1(a) als Beispiel fiir die Behandlung der Coulombschen Diampfung. Dieses Beispiel
umgeht allerdings alle Schwierigkeiten einer allgemeinen Problemstellung. Durch die
gerade Bahn bleibt der AnpreBdruck stets gleich (und entspricht dem Eigengewicht).
Wiirde man die Rutschschwingung einer Masse auf einer Zylinderbahn betrachten, wire
das durch die unterschiedlichen Gewichtskomponenten und die auftretenden Flieh-
krifte Z schon nicht mehr gesichert. Auferdem miiite man in beiden Fillen beriick-
sichtigen, da8 der Reibungskoeffizient fiir gleitende und ruhende Reibung verschieden ist,
da sich im Umkehrpunkt der Schwingung ruhende Reibung einstellt. Dies wird meist
vernachlissigt. Den eindimensionalen Problemen Abb. 20.2.1(a) und Abb. 20.2.1(b) ist
gemeinsam, daB sich die Richtung der Dampfungskraft aus dem Vorzeichen der Ge-
schwindigkeit ergibt, das nur + oder — sein kann. Schwingt die Masse zu Beginn nach
rechts, so weifl man, daf® die Didmpfungskraft nach links zeigt. Nach dem Umkehrpunkt
zeigt die Dampfungskraft nach rechts. Damit kann man das Problem stiickweise 16sen
(s. das Beispiel in Abb. 14.3.3). Geht man jedoch von der Linie in die Ebene (Abb.
20.2.1(c)), dann kennt man zwar noch den Betrag der Dampfungskraft und am Anfang
(aus den Anfangsbedingungen) ihre Richtung. Bis zum Umkehrpunkt wird sich diese
Richtung allerdings laufend 4ndern. Ein ,stiickweises* Losen der Differentialgleichungen

|/
/
ol
/ /; / /
/ /77
—~—
Rp
(a) eindimensional gerade (b) eindimensional gekrimmt

Abb. 20.2.1

Coulombsche Reibung bei einigen
(noch einfachen) Problemen mit
Einmasseschwinger

(c) zweidimensional eben
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wie beim geraden Schwinger kommt also schon nicht mehr in Frage. Gehen wir nun
zum allgemeinen Fall des Mehrmassenschwingers auf gekrimmten Flichen. Es ist keine
Frage, daB hier eine geschlossene Losung aussichtslos ist und nur eine schrittweise Technik,
wie sie in Kapitel 23 besprochen wird, zur Anwendung kommen kann.

Reibt ein Schwinger an einem Punkt Py, der den Anprefidruck p, (N/m?) aufweist und
der sich mit dem Geschwindigkeitsvektor # bewegt, und ist der Koeffizient fiir trockene
Gleitreibung u, dann ergibt sich eine vektorielle Reibkraft pro Oberflichenelement
der GroRe

i
Po=" Py T (20.2.1)

Hieraus lassen sich die dquivalenten Dimpfungsknotenkrifte errechnen, wobei die Inte-
gration iiber die reibende Oberfliche vorzunehmen ist

m
Rp=>al f W'py dS (20.2.2)
g=1 S
gR

Im Bereich eines Elementes g ist der Weg

u=wp,=wa,r (20.2.3)
und folglich die Geschwindigkeit

u=warF (20.2.4)
Die dynamische Bewegung wird somit durch die komplizierte Integrodifferentialgleichung

wagr

m
M¥F+ Kr=R(t)- Z a;jupn o' (@7 | ds (20.2.5)
g=1 S, &
gR

beschrieben, wobei noch nicht einmal der Unterschied zwischen gleitender und ruhender
Reibung beriicksichtigt ist. Fiir die meisten praktischen Anwendungen diirfte eine solche
Formulierung zu aufwendig sein.

20.3 Die Erfassung der Strukturdampfung

Erregt man einen massiven Korper harmonisch, so stellt sich nach Abklingen des Ein-
schwingvorganges eine stationdre Schwingung im Takte der Erregerfrequenz 2 ein.
Die Dampfungskrifte sind dabei ndherungsweise unabhingig von der Erregerfrequenz.
Priifen wir diese Beobachtung am viskosen Dimpfungsmodell (20.1.11), so sehen wir sie
nicht bestitigt. Es ist die Erregung

R=asinQt (20.3.1)
und die stationdre Antwort im gleichen Takt

r=>bsin(Qt—y) (20.3.2)
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Folglich lauten die viskosen Ddmpfungskrifte
Rp=—CF=—CbQcos(2t — ) (20.3.3)

die eindeutig proportional zur Erregerfrequenz 2 sind. Dieser Mangel ist durch das
hysteretische Dampfungsmodell

Ry =- ‘glicsr' (20.3.4)

zu beheben, das nun freilich (der Anwender sollte es nie vergessen!) an den besonderen
Typ der harmonischen Erregung und die stationire Antwort gebunden ist. Die dyna-
mische Gleichung bei hysteretischer Dimpfung lautet somit zunichst

M'f+%CSi+Kr=asith (20.3.5)

Das formale Erscheinen der Erregerfrequenz in (20.3.4) kann indessen vermieden werden,
wenn man die Berechnung komplex ausfihrt. Wir bezeichnen die eingeschwungene
Antwort auf die sinusférmige Erregung mit r,, und folglich gilt bei hysteretischer Damp-
fung

M)‘S+$Csr's+Krs=asith (20.3.6)

Bei einer cosinusformigen Erregung stelle sich die eingeschwungene Antwort 7, ein (die
selbstredend nur 90° phasenverschoben gegeniiber 7, ist). Es gilt also

M7, + S Cyi + Kr, = acos 0t (203.7)

c

Nun multipliziert man die 1.Gleichung mit der imagindren Einheit / und addiert dann
(20.3.6) und (20.3.7); dabei wird

F=r +ir, (20.3.8)

gesetzt. Es ergibt sich daraus die komplexe Differentialgleichung
M7 + G + KF=aed® =R (20.3.9)

wenn man (19.2.16) beachtet. Der Realteil dieser Gleichung ist mit (20.3.7) und der
Imaginirteil mit (20.3.6) identisch. Als Losungsansatz fir den eingeschwungenen Zustand
wihlt man

F=be! (20.3.10)

wobei b natiirlich komplex sein kann. Damit wird
F=iQbe® = iQF (20.3.11)

Jetzt ist es moglich, (20.3.9) mit einem frequenzunabhingigen Dimpfungsglied anzu-
schreiben

MF + [K+iC4]F=R(p) (20.3.12)
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Dabei stimmt die Ausgangsformulierung (20.3.5) mit dem Imaginirteil dieser Gleichung
iiberein. Fiir linear-elastische Strukturen ist die Matrix Cg mit brauchbarer Niherung
proportional zur Steifigkeitsmatrix K. Der Proportionalititsfaktor sei g, wobei ge-
wohnlich

£<0.05 (20.3.13)
gilt. Damit vereinfacht sich das System (20.3.12) zu

MF + (1+ig)KF =R(p) (20.3.14)

Obwohl diese Formulierung den Ausgangspunkt der Betrachtung leicht vergessen lafit,
ist sie dennoch nur fiir die harmonische Erregung, also

R = a(cos Qt +isin Q) (20.3.15)

(oder reell formuliert (20.3.1)), giltig. Bestenfalls kann man spekulieren, ob auch noch
periodische Vorginge, die in Fourierreihen entwickelt werden kénnen, mit (20.3.14)
zu behandeln sind.

20.4 Die Antwort modal gedimpfter Systeme

In Erginzung der Kapitel 18 und 19 (Schwingungen ungedimpfter Systeme) wird in
diesem Abschnitt der Losungsweg skizziert, wie die Antwort flir ein modal-viskos
geddmpftes Schwingungssystem bestimmt werden kann. Im allgemeinen Sinn gilt
,modal in bezug auf die Ddmpfung fiir jedes Dimpfungsmodell, das die Entkoppelung
der Bewegungsgleichungen durch die Transformation mit den ungedimpften Eigen-
formen zuldf3t (so ist etwa auch die Strukturddimpfung in (20.3.14) ,,modal*). Im engeren
Sinn wird allerdings der Begriff ,,modal‘ meist in Zusammenhang mit viskoser Ddmpfung
verwendet, und so soll er auch hier verstanden sein.

Der Berechnung modal gedimpfter Systeme geht also eine Eigenwertanalyse des unge-
dimpften Systems voraus, d.h. alle in 19.1 beschriebenen Arbeiten werden auch hier
ausgefihrt. Erstin der transformierten Gleichung(19.1.6) wird nun die modale (diagonale)
Dimpfungsmatrix D direkt eingefiihrt

A7 +DN+n =R, () (20.4.1)
Eine typische Einzelgleichung hat die Form

fiy + 28 0,7 + wing = wf Ry, i=1,nx (20.4.2)
wobei §; das Dampfungsverhiltnis ist

¢ = wid; (20.4.3)

und w; eine Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems darstellt.

Betrachten wir zuerst freie Schwingungen modal gedimpfter Systeme, d.h. es ist
Rn(f)'—‘o bzw. Rm=0

fi; + 25,01, + wim; =0 (20.4.4)
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Diese Differentialgleichung der i-ten generalisierten Koordinate (Eigenform X;) ist iden-
tisch mit der Bewegungsgleichung (14.3.5) des einfachen Ein-Massen-Schwingers, so daf}
die allgemeine modale Antwort n;(¢) direkt aus Abschnitt 14.3 iibernommen werden
kann:

n,(f) = & Wisit (ai sin (wi V1= gft) +b, cos (wi \/T“_Kff))

fir §; <1 (unterkritisch) (20.4.5)
n;(£) = (a; + bir) e “i* fur ¢ =1 (kritisch) (20.4.6)
ey i (b SR
() =a; o @ilimVE TN bie @it Ve 1)
fir §;>1 (iberkritisch) (20.4.7)

Wir wollen analog zum freien ungedimpften Korper noch ein spezielles Problem 16sen
und wihlen als Anfangsbedingung wieder (18.1.8). Es ergibt sich

biznoi
TNoi t W;§iMo;

g = 0i 7ivi 701 ‘2‘“ (20.4.3)
w;V1=§

Die spezielle Losung lautet also
n = o wilit (ﬁoi + ;Mo

= sin w; 1--§'i2t+nmcoswi l—i‘izt) (20.4.9)
w,V1I=§

Die Transformation der Anfangsbedingungen von #, bzw. Fy in f bzw. f) wurde schon
in (18.1.13) besprochen und ist hier unverdndert zu iibernehmen.

Wie beim ungeddmpften Tragwerk ldfit es sich auch beim modal geddmpften durch eine
spezielle Anregung erreichen, daf} die Struktur eine stationdre Eigenschwingung ausfiihrt.
Man braucht das Tragwerk dazu nur in der Form eines Eigenvektors X; auszulenken
und dann loszulassen. Die entsprechenden Anfangsbedingungen wiren also ny; # 0
und alle anderen ny;=0 (j#1i, j=1,n), und zusitzlich sind noch alle Geschwindig-
keiten Null. Bei einer solchen Anregung fiihrt der Korper eine Schwingung mit dem
gleichen Bild wie ohne Dimpfung aus. Die Eigenfrequenz dndert sich jedoch entsprechend
(14.3.16), und die Amplitude nimmt laufend ab. Ein Vergleich zwischen einer unge-
dimpften und einer modal gedimpften Eigenschwingung ist in Abb. 20.4.1 dargestellt.

Bei einer allgemeinen Anregung wird an der Antwort ein Gemisch von Eigenschwingungen
beteiligt sein. Eine stationdre Schwingung mit stehenden Knoten und Biuchen gibt es
nicht mehr (Abb. 20.4.2).

Wenden wir uns nun den erzwungenen Schwingungen modal geddmpfter Strukturen zu.
Die Losung der typischen Differentialgleichung (20.4.2) gliedert sich in einen homo-
genen Teil, der uns bereits mit {20.4.5) bis (20.4.7) bekannt ist, und eine partikulire
Losung Npi» die vom Typ der Erregung abhéngt,

n;(8) = e i m(ai sin wp;t + bj cos wp;t) + npi(t) (20.4.10)
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Abb. 20.4.1 Ungedimpfte und modal geddmpfte Eigenschwingung bei gleichen
Anfangsbedingungen und Zeitintervallen

hier dargestellt fiir den hdufigsten Fall der unterkritischen Dimpfung, wobei abkiirzend
die geddmpfte i-te Kreiseigenfrequenz

wpi = wiV1 - ¢ (20.4.11)

eingefiihrt wurde.

Wie schon bei den ungedimpften Tragwerken, so gibt es auch hier Erregungsfunktionen
R,i(t), die geschlossen integrierbar sind, und andere, die mit numerischen Methoden
behandelt werden miissen. Alle Uberlegungen zum Ein-Freiheitsgrad-Schwinger in Ab-
schnitt 14.4 konnen ungeindert Ubernommen werden. Der wichtige Sonderfall der
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Abb. 20.4.2 Instationire freie Schwingung einer modal geddampften Struktur als

Uberlagerung der Eigenschwingungen
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stationdren Antwort bei harmonischer Erregung wird kurz zusammengefat, da diese
Ergebnisse in spdteren Kapiteln Verwendung finden.

Die komplexe Einheitserregung (19.2.17)

R_. = ¢ = cos Qt +isin Q¢

ni
beinhaltet also im Realteil die reine Kosinus- und im Imaginirteil die reine Sinus-Erregung.
Macht man fiir die partikuldre Antwort wieder den Ansatz (19.2.26)

= [ oSt
My; = F;¢
so ergibt sich nun ein komplexer Frequenzgang F;

F.= 1 (20.4.12)

(@ i (s)

Wir erinnern an die bekannten Darstellungsformen der komplexen Zahlen

1 = 1 = l —ip
x+iy  r(cosp+ising) ’ ¢ (20.4.13)
wobei
r=(x%+yHl/?
y
= arctany (20.4.14)

ist. Die Grofe 1/r fihrt uns zum Betrag des komplexen Frequenzganges Fj, d.h. zur
Vergroferungsfunktion V;

= (- (T (2] ) 20419

wihrend die Grofe ¢; die Phasenverschiebung beschreibt

2¢. &

i o

e

wj

¢; = arctan (20.4.16)

Die partikuldre Antwort lautet damit
My = Ve Wit
=V ei Qt—vyj)
1

=V (cos (2t —¢;) +isin (21— «pi)) (20.4.17)

Da wir vom homogenen Losungsteil bei modaler Dampfung bereits wissen, daf} dieser
weggeddmpft wird, stellt die partikulire Losung den eingeschwungenen Zustand des
Systems dar. Der Realteil gibt die Antwort auf eine Kosinus-, der Imaginirteil die Ant-
wort auf eine Sinuserregung wieder. Die Dampfung wirkt sich einmal in der Phasenlage
aus, welche beim ungedidmpften Korper entweder O oder m war, jetzt aber durch (20.4.16)
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festgelegt ist. Auch die Vergroferungsfunktion hat eine Verdnderung erfahren. So ist die
Singularitdt bei £ =cw; nun verschwunden, V; ist stets endlich. Deshalb ist auch bei
schwacher Dampfung ein bedeutender Einfluf in der Nihe der Resonanzstelle festzu-
halten. Hier wird es entscheidend auf eine genaue Beriicksichtigung der Dampfung an-
kommen.

Graphische Darstellungen der Vergroferungsfunktion V; und der Phasenverschiebung o;
sind in Abb. 14.4.2 zu finden. Diese Abbildung verdeutlicht auch die moglichen Fehler

bei ungenauer Kenntnis der Dimpfung.
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21 Znufallserregte Schwingungen bei modaler
Diampfung

Die in den Kapiteln 19 (ungedimpft) und 20.4 (modal gedimpft) behandelten Erregungs-
typen werden als deterministisch klassifiziert. Dies bedeutet, dal uns der Erregungs-
verlauf R(t) oder R, (?) in eindeutiger Weise bekannt ist.

Wenn wir — um die Belastung eines Kraftwagens zu erfassen — Fahrten iiber die ver-
schiedenen Strafentypen, vom Feldweg bis zur Autobahn, unternehmen, und zwar in
einer Verteilung und Art, wie sie der vermutlichen Nutzung des Fahrzeugs entspricht,
dann kénnen wir uns natiirlich auch von einem Mefgerit beispielsweise den Kraftverlauf
an den Achsen aufzeichnen lassen. Das Ergebnis diirfte etwa so aussehen, wie in Abb. 21.1.1
dargestellt. Funktional 1488t es sich keineswegs in ein einfaches Schema pressen, und eine
deterministische Analyse wire auBerordentlich aufwendig. Zudem ist sie wenig sinnvoll:
Wiirden wir nimlich noch zwei weitere Kraftwagen auf die Reise schicken, dann wiirden
wir bestimmt ganz andere Werte fiir einen bestimmten Zeitpunkt f; ab Fahrtbeginn

Abb. 21.1.1 Gemessene Erregungsfunktionen bei drei gleichen Kraftfahrzeugen
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messen. Es hat also wenig Sinn nach dem Erregungswert R ;(,) und der Antwort n;(¢1)
bei einem bestimmten Fahrzeugtyp zu fragen. Hier kann uns nur die statistische Be-
trachtungsweise helfen. In der Statistik fragt man nicht nach dem bestimmten Wert
einer Funktion x(t) zum Zeitpunkt ¢, , sondern man fragt nach der Wahrscheinlichkeit,
daf zum Zeitpunkt ¢; die Funktion x(#) einen Wert grofer als x, annimmt. Dabei steht x
beliebig fiir die Erregung R,;(¢) oder die Antwort n;(¢). Ein typisches Ergebnis bei
stochastischer Erregung ist also die Aussage: mit 80% Wahrscheinlichkeit wird n;(¢;)
nicht grofer als 0.15 sein. Um die Ermittlung dieser Antwort geht es in diesem Kapitel.

21.1 Natur und Erfassung des stochastischen Einzelprozesses

Den ersten notwendigen Fachbegriff, die Wahrscheinlichkeit, haben wir bereits ver-
wendet, allerdings ohne klare Definition, die wir nun nachholen. Uns liegen N Mef-
serien xy(¢), k=1, N vor, analog zu den drei Mefserien in Abb.21.1.1. Dann kénnen
wir zu einem festen Zeitpunkt z; auch die Funktionswerte x,(f;) bestimmen. Es sei
N, die Anzahl der Mewerte, die kleiner als x, ist. Unter der Wahrscheinlichkeit, daf}
,»X zum Zeitpunkt ¢; kleiner als x,  ist, verstehen wir dann

. NX l
P(xo, 1) = lim (21.1.1)

(vorausgesetzt, der Grenzwert existiert). Dal wir hier noch etwas zusitzliche Arbeit
leisten miissen, ist klar, denn kein Hersteller wird uns unendlich viele Testfahrzeuge
liefern. Auf diese Problematik kommen wir spiter noch zu sprechen. Stellen wir uns
nun xo als Variable vor. Wenn wir danach fragen, wieviel x (¢;) Werte kleiner als — oo
sind, dann kann die Antwort nur lauten: Keine. Andererseits werden natiirlich alle Werte
kleiner als + oo sein. Dies heilt also

P(_ °°, tl) = 0

P(teo,1;)=1 (21.1.2)
Dazwischen ist P(x, ¢;) eine monoton steigende Funktion. Je grofer xo gewdhlt wird,
desto grofRer wird auch die Zahl N, der Me3werte sein, die kleiner ist als xo. Wenn wir

also den Gradienten der Wahrscheinlichkeit bilden — wir nennen ihn Wahrscheinlichkeits-
dichte —

p(x r1)=di(:);—@ (21.1.3)

so ist dieser stets positiv oder Null
p(x,t)=>0 (21.1.4)

Da die Wahrscheinlichkeitsdichte den Zuwachs der Wahrscheinlichkeit mit steigendem
Wert xo angibt, 1afit sich umgekehrt daraus die Wahrscheinlichkeit bestimmen

x0

P(xo, 11)= fp(x, t)dx (21.1.5)
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P(z,1;) Wahrscheinlichkeit
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Abb. 21.1.2 Wahrscheinlichkeit P und Wahrscheinlichkeitsdichte p eines natiirlichen stochastischen
Prozesses x zu einer bestimmten Zeit ¢

Ferner kénnen wir noch leicht angeben, wie grol die Wahrscheinlichkeit ist, daf x (¢;)
einen Wert zwischen x, und x, annimmt. Diese ist einfach

xp
Jp(x, t)dx (21.1.6)
Xq

Der soeben erlduterte Sachverhalt ist in Abb. 21.1.2 nochmals anschaulich dargestellt.

Bei allen natiirlichen stochastischen Prozessen konnen wir davon ausgehen, dafl extreme
Werte nur dufierst selten vorkommen. Stellen wir uns dazu vor, dafl x die vertikale Boen-
geschwindigkeit fiir die Flugroute Frankfurt—Moskau angibt. Diese Grofie ist in der Praxis
begrenzt, und mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit wird ein Flugzeug auf
dieser Strecke nie eine Fallboe x =—100m/s oder eine Steigbde von x =+100m/s
antreffen. Die Wahrscheinlichkeit P(x, #;) ist also Null, falls x <—100m/s ist, und
sie ist 1, falls x > 100 m/s. Dagegen werden kleine Bdengeschwindigkeiten sehr hiufig
auftreten. Die Zunahme der Wahrscheinlichkeit P von O auf 1 wird also in diesem Be-
reich stattfinden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist nach (21.1.3) der Gradient der Wahr-
scheinlichkeit. Da unter —100 m/s und iiber 100 m/s praktisch kein Ereignis auftritt
und die Wahrscheinlichkeit somit konstant bleibt, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dort
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Null. Dagegen erfolgt bei kleinen Boengeschwindigkeiten ein rascher Ubergang der Wahr-
scheinlichkeit von O auf 1, der zwangsldufig mit hohen Gradienten p verbunden ist.
Dementsprechend hat die Wahrscheinlichkeitsdichte dort ihr Maximum. Die in Abb. 21.1.2
aufgezeichnete Glockenkurve fir die Wahrscheinlichkeitsdichte trifft man in natiirlichen
Prozessen recht hiufig an.

Bisher haben wir nur die Verhiltnisse zu einem Zeitpunkt ¢, iiber alle Mefreihen hinweg
betrachtet. Wenn wir nun zu einem anderen Zeitpunkt ¢, + At iibergehen, dann kénnen
prinzipiell andere Verhiltnisse vorliegen. Fiir eine besondere Klasse von Zufallsprozessen,
die stationdren, gilt aber

P(x, t,)=P(x, t, + Ar) At beliebig (21.1.7)

Damit spielt die Zeit ¢ keine Rolle mehr, und sie kann fiir stationdre Prozesse in allen
Definitionen weggelassen werden. Wir werden in der Folge immer davon ausgehen, daf}
ein stationdrer Prozef vorliegt.

Neben der- Wahrscheinlichkeit, da x(z;) iiber alle Mefireihen hinweg einen gewissen
Wert xo nicht iiberschreitet, interessieren uns noch einige andere Mafle. Sie fallen unter
die Kategorie der Erwartungswerte. Dazu zihlt der Mittelwert

+ oo
%=E[x]= pr(x)dx (21.1.8)
der Mittelwert des Quadrats
+ 00
X =E[x*]= fxzp(x)dx (21.1.9)

und die mittlere quadratische Abweichung oder Varianz
+ oo
0 =E[(x-%)] = f(x—;—c)zp(x)dx (21.1.10)

Die Wurzel aus der Varianz — also 0, — nennt man Standardabweichung oder Streuung.
Man kann ibrigens nach dem vorgegebenen Muster beliebige andere Erwartungswerte
formulieren. Je mehr solche Erwartungswerte des Typs

+ o0

E[f(x)] = ff(x)p(x)d.x (21.1.11)

vorliegen, desto besser ist der Zufallsprozef$ beschrieben.

Bei den Erwartungswerten ist anzumerken, daf} p(xo)dx den Zuwachs der Wahrschein-
lichkeit bei einem Anwachsen des Grenzwertes von xo nach xo + dx angibt, oder besser:
die Wahrscheinlichkeit, da die Variable x zwischen xo und xo + dx liegt. Diese Wahr-
scheinlichkeit bildet den Wichtungsfaktor bei allen Erwartungswerten. Hiufig auftretende
Werte werden also mit starker Wichtung in die Summenbildung einbezogen.
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Die am hiufigsten verwendete Dichtefunktion ist die Gaufische Verteilung, auch Normal-
verteilung genannt,

1 (x-%)
p(x)=m0 exp |- —27 (21:1.12)

welche offensichtlich durch die Angabe des Mittelwertes und der Varianz eindeutig fest-
gelegt ist. Wenden wir eine solche Dichteverteilung auf die Erregungsfunktionen der
Dynamik an, so 1a3t sich stets die Bedingung

E=pr(x)dx=0 (21.1.13)

erfilllen, da x um X verschoben werden kann und die Behandlung des abgespaltenen
konstanten X-Termes deterministisch moglich ist. In diesem Falle ist die Normalverteilung
durch die Angabe der Varianz allein bestimmt. Eine graphische Darstellung dieser Dichte-
funktion finden wir in Abb. 21.1.3. Wir gehen in Zukunft stets von einem Mittelwert

P Wahrscheinlichkeit

05,/—'

pV2w0, | skalierte Wahrscheinlichkeitsdichte
1.04
0.5 1
-4 -3 -2 1 0 1 2 3 i Z

oz
Abb. 21.1.3 Gaufische Normalverteilung mit Mittelwert X, Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeits-
dichte
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Null aus. In diesem Falle ist die Gau3sche Dichtefunktion offensichtlich symmetrisch
zu x =0, und es gilt deshalb

0 + o0 )
Jp(X)dx=jp(x)dx=% (21.1.14)
0

Die Ermittelung der Wahrscheinlichkeit aus der Wahrscheinlichkeitsdichte fiihrt auf das
Wahrscheinlichkeitsintegral, das in Standardwerken der Mathematik in Tabellenform
angegeben wird

O, V2T

P(x)=jp(x)dx= L I exp(* %)dx

X [0y

- 1 _52/2
= J e E22gg (21.1.15)

— 00

1 (1_ 1 wobei —, falls x <0

X /0y
= _52/2
2 (2 * 27 ¢ dé) ’ +, falls x>0
0

Fir die Normmalverteilung lassen sich auch die Erwartungswerte leicht durch die Berech-
nung der entsprechenden bestimmten Integrale ermitteln.

Die bisherige Auswertung von Mefreihen erfolgte so, dafl zu einem bestimmten Zeit-
punkt. (einem beliebigen bei stationiren Prozessen) iiber die N Mefreihen hinweg ge-
zahlt wird, wie oft x kleiner als ein Limit x, ist (Abb. 21.1.1). Wir hatten schon dar-
auf hingewiesen, daf dies zwar statistisch sehr allgemein, aber wirtschaftlich ziemlich
unbequem ist. Welches Luftfahrtunternehmen wire schon bereit, uns 1000 Maschinen
mit 1000 verschiedenen Piloten zu stellen, um Fertigungs- und Fiihrungstoleranzen in
den statistischen Prozef einzufiihren? Dabei ist die Zahl 1000 statistisch gesehen noch
klein. Im allgemeinen werden wir uns mit nur wenigen, oft nur einem Testobjekt be-
gniigen miissen. Gefithlsmiflig nehmen wir als Ingenieure an, da} bei hinreichender Ferti-
gungsgenauigkeit mit einem Flugzeug ebenfalls befriedigende statistische Daten ge-
sammelt werden konnen. Wir setzen dabei voraus, daf} unter den iiblichen Betriebsbe-
dingungen (Flughohe, Wetter, Pilot) iiber einen lingeren Zeitraum gemessen wird. Die
statistische Auswertung der Messung erfolgt dann entlang der Zeitachse und nicht mehr
iiber die Testobjekte (Abb.21.1.4). Statistische Prozesse, bei denen dieses Vorgehen
zuldssig ist, nennt man ergodisch. Gliicklicherweise haben recht viele technisch bedeut-
same Prozesse diese Eigenschaft. Ergodische Prozesse sind zugleich stationir. Wir setzen
die Ergodizitdt in der Folge stets voraus.

Bisher gab p(x)dx die Wahrscheinlichkeit an, daf ein Mefiwert zwischen x, und x, + dx
liegt, wobei zu einem bestimmten Zeitpunkt iiber alle Mefireihen gezihlt wird. Bei ergodi-
schen Prozessen gehen wir von Abb.21.1.4 aus und fragen jetzt, wie oft der MefSwert



248 21 Zufallserregte Schwingungen bei modaler Dimpfung

z(1)

\/\/ J /\\/ _

o~

Aty ALz Atsl| Aty Ats Atef] Atafl At
o T | I |
| 2 | 2 T

Abb. 21.1.4 Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen ergodischen stochastischen Prozefy

zwischen X, und xo+ Ax liegt. Die Relation zur gesamten Mefstrecke T gibt dann
wieder die Wahrscheinlichkeit an. Wir erhalten also

p(xo)Ax =

Aty + AL + At + ...
- =%2Ati (21.1.16)
i

T

wobei die Mefstrecke 7, vom mathematischen Standpunkt aus, moglichst grof} sein soll.
Eine numerische Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsdichte nach (21.1.16) ist selbst-
verstindlich mit Hilfe eines Computers moglich. Man wird dazu den Zeitbereich T in
kleine gleichmifige Intervalle Ar einteilen und den Funktionswert x(z) im Zeitraum
des Intervalls als reprisentativ ansehen. Die Anzahl der gesamten Intervalle sei N, wobei
T =NAr gilt. Wir zdhlen nun die Zahl N, der Intervalle, fiir die x(¢) zwischen x und
Xxo + Ax liegt, wobei auch Ax klein sein soll. Wir erhalten dann

p(xo)Ax = T (21.1.17)

Fiir die Erwartungswerte ergodischer Prozesse konnen wir die bisherigen Formeln (21.1.8),
(21.1.9), (21.1.10) und (21.1.11) leicht umwandeln, wobei im Sinne der Ingenieur-
mathematik der Ubergang durch (21.1.16) gegeben ist. Wir erhalten den Mittelwert

+T/2
1
%= lim fx(t)dr (21.1.18)

-T2
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den quadratischen Mittelwert

+T/2

2 _ _I_J 2

X _Tlgan x(t)*dr (21.1.19)
-T/2

und die Varianz

+T/2

= tim g [ (x0-%)

o, _TlimmT x(t)—Xx) dr (21.1.20)
-T2

wobei in aller Regel alle Werte rasch in einem endlichen Zeitintervall T gegen einen
stationdren Wert konvergieren, so da® in der Praxis der Grenziibergang T — oo entfillt.
Selbstverstindlich konnen die angegebenen Mittelwerte auch fir nichtergodische Prozesse
gebildet werden. Wir sprechen dann von zeitlichen Mittelwerten, deren Werte von den
Mittelwerten iiber Mef3reihen abweichen. Hier liegt also eine Testmoglichkeit fir die
Ergodizitit des Prozesses vor.

Fir die Behandlung stochastischer Erregungen in der Dynamik erweisen sich neben den
schon besprochenen Erwartungswerten — nimlich Mittelwert, quadratischer Mittelwert
und Varianz — noch zwei andere Mafle als niitzlich, die leicht im Experiment erfafit werden
konnen. Es handelt sich um die Autokorrelationsfunktion und die Spektraldichte. Die
allgemeine Definition der Autokorrelationsfunktion geht wieder von mehreren parallelen
Mefireihen xy(f) aus (Abb. 21.1.5). Wir betrachten dabei die MeBwerte zu den Zeit-
punkten #; und ¢, + At und bilden damit den Erwartungswert

D, (¢, Ar) = E[x(t,) x(¢, + Ar)]

=Jx(t1)x(t,+At)p(x)dx (21.1.21)

Wir sehen sofort, dafy
®,(t,, At = 0) = x? (21.1.22)
allgemein giiltig ist. Fiir alle Prozesse, deren Mittelwert Null ist, gilt natiirlich zusétzlich

B, (t), A =0)=x’=02 falls ¥=0 (21.1.23)

Bei stationdren Prozessen wird ®, also nicht mehr vom Zeitpunkt ¢, , sondern nur noch
von der Zeitdifferenz At der Mefireihen abhingen. Die Angabe von #; als Argument ist
somit iiberfliissig. Wir konnen also an die Stelle von (21.1.23) die einfachere Beziehung

®.(0)=072, falls X=0 und x stationir (21.1.24)

setzen. Ferner ist @, (Ar) bei stationdren Prozessen ganz offensichtlich eine symme-
trische Funktion, denn es gilt

Py (— A1) = Ex(11) x(t, — An)]
= E[x(t, — Ar) x(t, — Ar + At)]
=®, (+Ar) (21.1.25)



250 21 Zufallserregte Schwingungen bei modaler Dampfung

z2(t)

z1(8)}

A KA M L an
Uy ETAT R AT

LAt——-—

Abb. 21.1.5 Zur allgemeinen Definition der Autokorrelationsfunktion

Durch die geschickte Wahl eines neuen Erwartungswertes konnen wir leicht zeigen, dafl
D, (Ar) stets kleiner als ®(0) ist, falls ein stationdrer Prozef} vorliegt. Wir definieren

+ oo

E[(x@) =2+ 80)] = [ (x(0) 2200+ 20)) p@)ax

—o0

+ oo

= [ (rteny? £ 2x(00) 201+ A0 #x(0s - A0 ) () ax

— oo

=&, (0) £ 20, (Af) + D, (0) >0 (21.1.26)

Dal die so definierte Erwartungsfunktion stets positiv sein muf, schlieBen wir aus
Zeile (1) von (21.1.26), rechte Seite. Ein quadratischer Ausdruck ist stets positiv, und
p(x) ist stets positiv oder Null. Folglich liefert auch die Integration eine positive GroBe.
Ferner ist ®,(¢;, 0) und @, (¢, + Az, 0) bei einem stationiren Prozef gleich grof. Die
letzte Zeile von (21.1.26) fihrt uns schlieBlich auf

d, (0) = |D, (A1), falls x stationir (21.1.27)

Mehr 148t sich im allgemeinen nicht sagen. Bei sehr vielen stationiren stochastischen
Prozessen nimmt jedoch die Autokorrelationsfunktion ®, mit steigendem At sehr rasch
ab. Wir beobachten qualitativ das in Abb. 21.1.6 dargestellte Bild.
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obere Grenze +a2

untere Grenze —o?

Abb. 21.1.6 Typisches Bild einer Autokorrelationsfunktion bei einem stationdren Prozefs mit Mittel-
wert Null

Fiir einen ergodischen Prozef kann die Erwartungswertbildung iiber die Mefreihen
ersetzt werden durch eine Mittelwertbildung iiber die Zeitachse einer Messung. Dies
haben wir bereits besprochen. Wir erhalten dann aus (21.1.21)

+T/2
B, (A1) = lim —}— Jx(t) x(t + Anyde, falls x ergodisch (21.1.28)
-T2

Neben der Autokorrelationsfunktion kennen wir noch eine weitere Funktion, die zur
Behandlung stochastischer Prozesse von besonderer Bedeutung ist. Es handelt sich um
die Spektraldichtefunktion S, . Eine strenge mathematische Ableitung wiirde den Rahmen
dieses Buches sprengen, und wir verweisen deshalb auf [21.1] oder andere Standardwerke
der Mathematik stochastischer Prozesse. Bei der Entwicklung des Fourierintegrals zur
Beschreibung einer allgemeinen deterministischen Erregung (Abschnitt 19.3) hatten wir
bereits darauf hingewiesen, daf eine Funktion x(#) nur bei Einhaltung der Bedingung

+ oo

J|x(t)|dt<°° (21.1.29)

ohne besondere Vorsichtsmanahmen mit dem Fourierintegral dargestellt werden darf.
Wenn wir also unter x(¢) die Erregung verstehen, so ist dies eine denkbar ungiinstige
Ausgangsbasis. Da eine stochastische Erregung (wenigstens theoretisch) beliebig lange
andauert, braucht (21.1.29) selbst dann nicht erfiillt zu sein, wenn der Mittelwert X
Null ist. Wenden wir uns dagegen der Autokorrelationsfunktion &, (Ar) zu, dann ist
die Chance schon grofer, da die absolute Fliche unter der ®, — Af-Kurve endlich
bleibt. Fir kleine Werte Ar folgt aus der Kontuinitit der x(¢)-Kurve, dafl x(¢) und
x(t + Ar) gleiches Vorzeichen haben und somit sich das Mittel iiber die Zeitachse,
@, (At), akkumuliert. Fiir groRe Werte Ar wird bei einem Zufallsprozefl keinerlei vor-
hersagbare Beziehung zwischen x(¢) und x(r + At) sein. Es werden also mal negative
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und mal positive Beitrige auftreten, die sich autheben. ®, geht fiir grofle Ar gegen Null.
Eine Ausnahme bilden lediglich periodische Vorginge x(¢), bei denen auch &, (Ar)
periodisch sein kann. Da dann die Bedingung (21.1.29) nicht mehr erfiillt werden kann,
spaltet man in diesem Falle die periodischen Komponenten von ®,(At) ab und be-
handelt sie gesondert.

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit damit dem Standardfall einer aperiodischen Ko-
varianz ®, (Ar) zu, die (21.1.29) erfiillt. Die Darstellung dieser Funktion mit Hilfe eines
Fourierintegrales folgt direkt aus Abschnitt 19.3, wo wir eine nichtperiodische Erregungs-
funktion auf diese Weise darstellten. Aus den Gleichungen (19.3.4) und (19.3.5) finden
wir analog

+ oo
®, (A1) = J S, () 124140 (21.1.30)
wobei
+00
S, (Q) = i Jcpx (Ar) e84 (A7) (21.1.30a)

die vorerwihnte Spektraldichtefunktion ist. Wir sagen ibrigens auch, daB S, (£2) die
Fouriertransformierte der Funktion &, (Ar) ist und umgekehrt &, (At) die inverse
Fouriertransformierte der Spektraldichte S, (£2). Die auf diese Weise gewonnene kon-
tinuierliche Funktion S, (£2) wird noch von einer Serie von Impulsen iiberlagert, falls
®, (Ar) bzw. x(¢) periodische Komponenten enthilt.

Eine wichtige Eigenschaft der Funktion S, (£2) ergibt sich aus (21.1.30) fir Ar=0.
Wir erhalten namlich

éx(O)=JSx(Q)dQ=P (21.1.31)

Die Fliche unter der Spektraldichtefunktion entspricht also dem ‘quadratischen Mittel-
wert des Prozesses. Die komplexe Darstellung (21.1.30a) kann — wie wir ebenfalls schon
aus Abschnitt 19.3 wissen — mit Hilfe der Eulerschen Formeln in die alternative Form

S.(Q) = 2—177 J‘Dx (A1) cos (QA1) d(A1) - 5= J &, (Af) sin (QAY) d(AD)
- 2_1ﬂ Jcpx (A7) cos (A7) d(Ar) (21.1.32)

gebracht werden. Der Imaginirteil mufl ndmlich Null sein, da &, (Ar) symmetrisch
und sin€2 At antisymmetrisch zu Af =0 ist und sich somit die Flichen unter der anti-
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symmetrischen Integralfunktion aufheben. Untersuchen wir das Verhalten der Dichte-
funktion S, (£2) beziiglich £2, so stellen wir sofort fest, da}

Se(-Q) = ‘2177 jfbx (AF) cos (- QA7) d(Ar)

= 5, (Q) (21.1.33)

Die Spektraldichtefunktion ist also nicht nur reell, sondern auch symmetrisch beziiglich
€ =0, analog zur Autokorrelation. Davenport [21.2] hat gezeigt, dafl S, (2) dariiber
hinaus auch noch positiv ist. Wir ersehen zumindest aus (21.1.31), daf die Fliche unter
Sx () positiv ist, was nur bei dominant positivem S, vorstellbar ist. In Abb. 21.1.7
sind einige typische Spektraldichteverteilungen dargestellt. Da wir uns dariiber im klaren

(a) Spektraldichte und der Mittelwert des Quadrates (Z = 0)

5:(Q)

Q

(b) Spektraldichte cines stochastischen Prozesses mit schmalem Frequenzband

5=(1)

(c) Spektraldichte eines Breitbandprozesscs (weiBics Rauschen)

Abb. 21.1.7 Spektraldichteverteilungen stochastischer Prozesse
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Der allgemeine Zufallsprozef

Walirscheinlichkeit bei ¢ und ¢,
Es sei ¢ < zg in N, von N MecBrcihen

. N.
P(zo,t1) = 1\}‘-{“@7 , 0<P<1 monoton
Walrscheinlichkeitsdichte bei zo und ¢;
dP
p(zo,t1) = d—z(xn) >0

Allgemeiner Erwartungswert
+o0

E[f(=)] = [(z)p(z) d=

Spezielle Erwartungswerte

Mittelwert

+oo
z (1) =/ z(t1) p(z) dz

—oo

Mittelwert des Quadrats

. +o00
z2 () =[m :cz(tl)p(:c)d:c

Abb. 21.1.8 Der allgemeine Zufallsproze3: die wichtigsten Definitionen und Relationen, Teil 1
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Varianz

+o0
2w = [ (a(t) — 5ol

Autokorrelationsfunktion

+00
O (11, At) =[® z(1y) z(t1 + At) p(z) dz
Relationen
,(11,0) =32%(t)
3.(11,0) =o2(t) falls Z(t1)=0
Hinweis

Falls der stochastische ProzeB stationir ist, sind alle Resultate von der Zeit ¢; unabhingig;
t; kann damit entfallen.

Abb. 21.1.8 Der allgemeine Zufallsprozef’: die wichtigsten Definitionen und Relationen, Teil 2

Der ergodische Zufallsproze8

z(t)

at }_._.

Walirscheinlichkeit bei zg

Es sei ¢ < zg in N, von N Intervallen At

P(zo) = A{LD% , 0<P <1 monoton
N =00

Abb. 21.1.9 Der ergodische Zufallsprozef’: die wichtigsten Definitionen und Relationen, Teil 1
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‘Wahrscheinlichkeitsdichte bei zq
Es sei z < zg + Az in N4 4. Intervallen At

_ P(zo + Az) — P(zo)
p(z0) = I‘EOT‘
. N:+Az —Nz:
= fim — oy 20

As—0
Allgemeiner Erwartungswert
+T/2
E[f(z)] = hm = f(=)d
—T/2
Speziclle Erwartungswerte

Mittclwert

Mittelwert des Quadrats

1 [T
z? = lim = z2 dt
T—o0 T/2
Varianz
1 [+7/2
ol = lim (z—3)"dt

Autokorrclationsfunktion

+T/2
b, (AL) = hm —/ z(t + At)de

Spektraldichtcfunktion

1 fte .
5.(9) = o / B,(At) e d(AL)

1 [t
= 5;/ @.(At) cos RALd(AL)

Relationen

$.(0) ==z?
$.(0) =02 falls =0

+o0
B (At) =/ S.(Q) e 4t qQ

+oo
,(0) =/ S.()dR =02 falls T=0

Abb. 21.1.9 Der ergodische Zufallsprozef: die wichtigsten Definitionen und Relationen, Teil 2
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sind, daB® die Leser in diesem Kapitel mit zahlreichen neuen Definitionen auf einem wohl
meist fremden Gebiet konfrontiert werden, haben wir die wichtigsten Beziehungen
nochmals in Abb. 21.1.8 und Abb. 21.1.9 zusammengefafit.

21.2 Stochastische Erregung eines modalen Freiheitsgrades bei einem
entkoppelten System (modale Dampfung)

Da wir in Abschnitt 21.1 zunichst den stochastischen Einzelprozef} besprochen haben,
diskutieren wir die dynamische Analyse zuerst in diesem Rahmen. Wir betrachten dazu
eine Gleichung des diagonalisierten Systems

ﬁ+2ﬁwmﬁ%fm=°meU) (21.2.1)

und nehmen an, daB Rp;(¢) ein ergodischer Zufallsprozef mit Mittelwert Null ist. Wir
besprechen damit zum einen Systeme mit einem Freiheitsgrad, zum anderen erfassen wir
auch stochastische entkoppelte Prozesse. Im nichsten Abschnitt gehen wir dann zum
allgemeineren Fall iiber, daf jeder Freiheitsgrad r; eine unabhingige stochastische Er-
regung R;(¢) erfahrt.

Zur Berechnung der Antwort 1 des Systems (wir lassen den Index i zur Vereinfachung
weg) bedienen wir uns des schon bekannten Duhamel-Integrales. In (19.4.11) hatten
wir fir ungedimpfte Systeme bereits die Losung

f=t
n(t)=fRn(f)h(t—f)df (21.2.2)
=0
angegeben, wobei

h(t—f)=wsinw(t—1) (21.2.3)

die Antwort des Systems auf einen Dirac-Impuls der Stirke 1 darstellt (siehe (19.4.9)
und (19.4.10)). Die Antwort auf einen Dirac-Impuls bei modal gedimpften Systemen
haben wir zwar nicht explizit abgeleitet, der Leser kann sie aber leicht selbst verifizieren.
Wir gehen dabei einfach von der geddmpften freien Schwingung (20.4.9) mit den Anfangs-
bedingungen

M5 =0
flg = w! [ Ry;dt = w; -1 (21.24)

aus und bringen noch die notwendige Zeitachsenverschiebung ein. Es ergibt sich die bei
schwacher Dampfung giiltige Losung

Bt =) = — 2 & S Dsin (VI- P - 1) (2125)
V1=¢
welche bis zur kritischen Dimpfung ¢ =1 giltig ist. Fiir { =0 ergibt sich daraus die

bekannte Losung (21.2.3). Sowohl (21.2.3) als auch (21.2.5) miifite eigentlich noch
durch

h(t—7)=0 fir t<7 (21.2.6)
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Ry(1) A

R,(f)dE

\/ K

N/

\/

~ s

h(t —T) = Antwort bei R,(f)di =1 A

AW
\/

n(t) = /_ ;h(t —n)ry@)d b

aVAWy 4V
V N

Abb. 21.2.1 Zufallserregung und infinitesimaler Teilimpuls, Einheitsantwort und
superponierte Gesamtantwort

erginzt werden, da vor dem Auftauchen des Einheitsimpulses keine Antwort existieren
kann. Ferner ist anzumerken, dafl unsere Zufallserregung R, (f) ja nicht einfach bei 7
beginnt, sondern (wenigstens theoretisch) bereits beliebig lange angedauert hat (Abb.
21.2.1). Damit wird (21.2.2) fiir eine Zufallserregung auch

=t

()= jRn(f)h(t—f)di

f=—o00
f=+o0

= J‘Rn(f)h(t ~F)df (21.27)
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Mit der neuen Zeitkoordinate
0=t—1f (21.2.8)

finden wir schlieflich auch

+ oo

() = jh(@)Rn(t—e)dB (21.2.9)

als eine weitere mogliche Form des Duhamel-Integrals.
Da R, (#) stochastisch ist, ist es auch n(¢). Als erstes interessieren wir uns fiir den Mittel-
wert der Antwort. Wir bilden deshalb

n=E|[n]
=E{ j h(O) Ry (2 —G)dﬁ] = jh(ﬁ)E[Rn(r— 6)] a0

+ oo

= Jh(ﬁ)ﬁn df

+ oo

=R, jh(@)d() (21.2.10)

Dabei ist zu beachten, dal bei einem ergodischen Prozef n(¢) die Mittelwertbildung
iber die Zeit ¢ erfolgt. Da aber nur R,(¢ —0) von der Zeit ¢ abhingt, kann die Mittel-
wertbildung vor der Integration ausgefilhrt werden. Da auch der Erregungsprozet R,
ergodisch und damit stationdr ist, hingt der Mittelwert En nicht von der Zeit ab. Es
bleibt also die in (21.2.10) in der letzten Zeile angegebene Form iibrig. Die wichtigste
Konsequenz ist: Wenn der Mittelwert der Erregung Null ist, ist es auch der Mittelwert
der Antwort. Uber die Abspaltung und deterministische Behandlung eines Mittelwertes
Rn # 0 hatten wir bereits gesprochen.
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Als nichsten Punkt wollen wir die Autokorrelation der Antwort besprechen. Auch
hierbei handelt es sich um einen Erwartungswert. Wir erhalten

@, (A =E[n(@)n( + Ar)]

=E[( :Eh(ﬁl)Rn(t - 01)d6,><ifoh(62)Rn(t + At - Gz)dﬁzﬂ

=F jo ifh(ﬁl)h(ez)Rn(t —0,)R(t =0, + Ar)do, de2]

{f ifoh(el)h(ez)E[Rn(t— 8,)Rp(t =05+ Ar)]d0, db,

=j° :Fh(@l)h(ﬁz)CDE(At+0, ~0,)d, db, (21.2.11)

Dabei ist &z die Autokorrelation der Erregung, und wir erhalten mit (21.2.11) eine
Beziehung, aus der sich die Autokorrelation der Antwort ergibt. Dies ist leider in der
praktischen Anwendung recht mithsam. Wir sehen ibrigens in der Ableitung (21.2.10)
und (21.2.11), daB bei einem stationdren Erregungsprozefs R, () auch die Antwort n(f)
stationdr ist, da weder der Mittelwert 7 noch die Autokorrelation @, (A?) von der Zeit ¢
abhingen.

Auch die Umsetzung der Spektraldichte S der Erregung in die der Antwort, Sy, laft
sich leicht ausrechnen. Wir gehen dabei von der Definition der Spektraldichte (21.1.31)
aus und verwenden das Resultat (21.2.11) fiir die entsprechende Autokorrelationsfunktion

+ oo
1 .
Sa() = 5- j ®, (Af) e84 (Ar)
At=—00

+ oo + oo

+00
-.:51- J J j h(0,)h(0;) Pz (At + 6, —0,)d0, db, e A7 d(Ar)

m
At=—00 91:—00 6y =—00

+oo +oo too
=J jh(@gh(@;)(% J <I>E(At+01—62)e_iQA’d(At)>d91d92
oo Joo At=—oo
+oo 400
=SE(SZ)J jh(ﬁl)h(f)z)e"m(”r‘g‘)delde2 (212.12)

— 00 —0Q
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Wir haben in den erarbeiteten statistischen Mafien fiir die Antwort leider noch einige
Integralausdriicke stehen. Diese lassen sich jedoch mit Hilfe der Fourierintegral-Methode
leicht vereinfachen, und zwar mit einem iiberraschenden Resultat. Wir erinnern dazu an
die Darstellung der Antwort mit Fourierintegralen (19.3.10), wobei fir ungeddmpfte
Schwinger als Frequenzgang (19.3.11) und fir modal gedimpfte Schwinger analog der
komplexe Frequenzgang (20.4.12) zu nehmen ist. Wir wenden diese Fourierintegral-
Methode auf eine Impulserregung der Grofle 1 bei 8 =0 an und erhalten somit als Ant-
wort £(0) bzw.

h(0) = JF(Q)k(Q) 2040 (21.2.13)

wobei der komplexe Frequenzgang

F(Sl)=—2l (21.2.14)
1-(2) +i2¢2
und das Frequenzspektrum der Impulserregung
+00
=L —iQ0
K@) =5 JR,, i 4
=L (21.2.15)
27 -

wird. Das letztere Resultat ergibt sich aus der Tatsache, daf R, nur im Bereich sehr
Kleiner 6 wirkt, wo ¢ **® ~ 1 wird. Dementsprechend liefert das Integral den Impuls,
und der ist gerade 1. Folglich wird (21.2.13) mit (21.2.15) einfach

+o0
h(9)= 511—7 jF(SZ)emedQ (21.2.16)

Der Vergleich mit (21.1.30) und (21.1.31) sagt uns sogleich, da} %F(SZ) die Fourier-
transformierte der Funktion 4 (6) sein muf. Analog zu (21.1.31) gilt aber dann

F(Q)=Jh(6)e"i99d6 (21.2.17)

wobei der komplexe Frequenzgang durch die einfache Formel (21.2.14) gegeben ist.
Die Integrale mit unendlichen Grenzen 16sen sich damit in Wohlgefallen auf. So erhalten
wir nun an Stelle von (21.2.10) fiir den Mittelwert der Antwort mit =0

=R, F(0)
" (21.2.18)

I
|
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Fiir (21.2.12) rechnen wir zundchst

+00 +00 + 00 + o0

j jh(@l)h(ez)e_m(&"_el)dﬁ,d02=Jh(ﬁ)e”mdejh(e)e_i“edﬁ
=F*(Q)F(Q)
=y (21.2.19)

Darin ist F* die konjugiert komplexe Zahl zu F selbst, und ¥ gibt die in (20.4.15) nieder-
gelegte reelle VergroBerungsfunktion an, welche dem Betrag des komplexen Frequenz-
ganges entspricht

iz ([1 _(%)Z]z + {zg%ﬁﬂ (21.2.20)

Fiir (21.2.12) k6énnen wir nun viel einfacher schreiben
Sp(Q) = V28, (Q) (21.2.21)

Wir wollen den abstrakten Charakter dieses Abschnitts etwas mildern, indem wir es mit
einem kleinen Beispiel mit nur einem Freiheitsgrad abschlieBen (Abb.21.2.2). Dabei

Fensterscheibe

——
| ()

So/k? = const

) Y

Belastung R(t) Effektive Steifigkeit k
stochastisch (ideales weifics Rauschen) Effektive Masse m
mit Sg(Q) = So/k* = const. Eflcktive Dampfung ¢

Abb. 21.2.2 Stark vereinfachtes Modell einer Scheibenschwingung bei Schallerregung
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werde eine Fensterscheibe durch den Lirm der Triebwerke eines Diisenflugzeugs beauf-
schlagt. Die Erregung ist stochastisch, und sie sei mit einem konstanten Frequenzband
(ideales weifes Rauschen) idealisiert. Fiir die Vergroerungsfunktion ¥ bendtigen wir die
Eigenfrequenz

k 1/2
o=(%)

der Scheibe sowie den Ddmpfungsbeiwert

g‘:

w

)

c(km)~1/?

= N

Die Spektraldichte der Antwort ergibt sich mit der generalisierten Krafterregung

1
Rq(0)= LR()
der Spektraldichte der Krafterregung
Sg = Sp = const.

und der Spektraldichte der generalisierten Krafterregung

1
Sg (@) =755

einfach zu
S, (Q)=8,=V? %2)—
S !
() + (as2f

T (k—mQ?)? +(c Q)

Da die Kraftfunktion R, in die Autokorrelation quadratisch eingeht und die Spektral-
dichte die Fouriertransformierte der Autokorrelation ist, kann der Faktor (1/k)* in
die Spektraldichte der generalisierten Krafterregung ibernommen werden.

Eine qualitative Darstellung dieses Verlaufes finden wir in Abb.21.2.3. Die Antwort
weist im Bereich der Eigenfrequenzen die grofiten Beitrdge auf, falls, wie angenommen,
die Dampfung nicht zu stark ist.
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Sr()
So

0

S5+(2)
Su _ Som
4C22 T 2k

So
. g ,

-w w 0

Abb. 21.2.3 Frequenzdichte der Eingabe und der Antwort

Mit (21.1.31) kénnen wir nun noch den Mittelwert des Quadrats der Antwort berechnen

+ oo

P = JS,(Q)dQ

+ 00

= ol aQ
- J(k—sz)z +c2 Q2

_ ‘ITS()
" ke

Das Mittel der Amplitudenquadrate der Scheibe ist also von der Masse unabhingig. Dieser
Wert kann somit durch eine Vergroferung der Masse nicht verringert werden, sondern nur
durch Steigerung der Steifigkeit und Dampfung.

Wir haben im Rahmen der Berechnung der Antwort in diesem Abschnitt bisher nur iiber
die Erwartungswerte selbst gesprochen, nicht aber tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte und
die Wahrscheinlichkeit im Antwortprozef. Fiir allgemeine Verteilungen fiihrt kein ein-
facher Weg von der Erregungswahrscheinlichkeit zur Antwortwahrscheinlichkeit. Man
kann aber zeigen [21.2], da ein Gauscher Erregungsprozef auch einen Gaufischen
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Antwortprozef} induziert, solange das System linear ist. In sehr vielen Fillen kann die
Systemantwort durch eine Gaufische Verteilung approximiert werden, selbst dann, wenn
dies fir die Erregung nicht moglich ist. Mit dieser Annahme konnen wir unser Beispiel
noch etwas weiterfihren. Falls der Mittelwert 7 der Antwort Null wire, ergibt dies die
in Abb. 21.1.3 dargestellte Wahrscheinlichkeitsverteilung, wobei wir fiir die Streuung

7TSO

%=V e

erhalten. Wir lesen dann z.B. aus dem oberen Diagramm mit
P(3-=2)=097725

ab, daf nur eine Wahrscheinlichkeit von 2.275% besteht, da die Amplitude 7 den
Wert g, um das Zweifache iibersteigt:

mSo

P=2215% dad r()>2)/ -

Durch eine geeignete konstruktive Auslegung wird man dafiir sorgen, dafl unzulissig
hohe Amplituden in den Bereich des Unwahrscheinlichen bzw. des seltenen Ereignisses
ricken. Im Gegensatz zur deterministischen Betrachtungsweise kann ein Bruch jedoch
nie restlos ausgeschlossen werden.

21.3 Stochastische Prozesse bei Mehrfreiheitsgrad-Systemen und die
Behandlung verteilter stochastischer Erregungen nach dem Konzept
der finiten Elemente

Ein nach dem Konzept der finiten Elemente diskretisiertes Tragwerk hat n Freiheits-
grade, und im einfachsten Fall wird jeder dieser Freiheitsgrade mit diskreten Lasten
beaufschlagt. Bei einer Zufallserregung miissen wir davon ausgehen, daB die Last R;(r)
am Knoten i ein anderer Zufallsproze® ist als die Last am Knoten j, R;(¢). Es entsteht
damit die Frage, wie mehrere solche simultan ablaufenden Zufallsprozesse erfat werden
konnen. Wir passen unsere in Abschnitt 21.2 entwickelten Definitionen entsprechend an.

Es selen x;(t) und x;(f) zwei stochastische Prozesse. Es liegen N Mefireihen x( )(t) und
x( (¢) vor, und wir bestimmen zu einem bestimmten Zeitpunkt #; nun die Zahl Ny
der Mefwerte, fiir die

x(1) < x4
und . (21.3.1)
x(9(t1) < xo

gilt. Wir erhalten damit die sogenannte Kreuzwahrscheinlichkeit

Plj('xOl: ‘xO_]! ) hmm-N_x (2132)
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Bei n Freiheitsgraden erhalten wir somit eine quadratische Matrix P der Kreuzwahr-
scheinlichkeit fiir alle Prozesse. Natiirlich gilt analog zu (21.1.2) auch hier

Pij(=»,=,1)=0

Pij(+°°,+°°, =1 (21.3.3)
Ferner konnen wir feststellen, dafl bei xg; =+ oo natiirlich jedes xi(k) die Bedingung
(21.3.1) erfiillt und somit nur noch x}k) fiir die Zahl N, und damit die Wahrschein-

lichkeit, entscheidend ist. Wir erhalten also gerade die in Abschnitt 21.1 definierte Wahr-
scheinlichkeit fiir den Einzelproze§

Pij(+ 0, X0j, t) =Pj
Pij(xo;, + 0, 1) = P; (21.34)

Wenn wir die Grenzwerte xo; und xo; als Variable betrachten, dann stellt die Kreuz-
wahrscheinlichkeit P;; eine Fliche iiber xo; und xo; dar, welche zwischen O und 1 ver-
lauft. Oft 1aBt man zur Vereinfachung den Index O weg und spricht einfach von
Pij(x;, xj, 1) (Abb.21.3.1). Die Wahrscheinlichkeit P;;, da® x; und x; in einem vorge-
gebenen Band liegen, laBt sich ebenfalls leicht bestimmen. Sie errechnet sich einfach
aus der Differenz der Wahrscheinlichkeiten Pjj(xo;, Xoj, £) und Pjj(xo; + Axj, Xo; + Ax;j, 1):
die Wahrscheinlichkeit, dafy

in < xi(l) < in + Axi

und (21.3.5)
X0j < Xj(t) < Xoj + Axl

erfullt ist, ist einfach

AP;; = Pij(xo; + Axy, xo + Axj, 1) = Pyj(xoi, Xoj, 1) (21.3.6)

Pj(z,y,t)
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Abb. 21.3.1 Kreuzwahrscheinlichkeit zweier Zufallsprozesse xj und x;
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Wir konnen umgekehrt auch sagen: wenn die Grenzwerte um Ax; bzw. Ax; angehoben
werden, steigt die Wahrscheinlichkeit um AP;;. Beim Ubergang zu infinitesimalen Grofien
erhalten wir auf diese Weise die Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte

W (21.3.7)

pij(xis xj: t) =

Da die Wahrscheinlichkeit bei einer Anhebung der Grenzen stets zunehmen oder wenig-
stens Null bleiben mufy, ist p stets positiv

p;;(xi, xj,1) =0 (21.3.8)

Aus der Wahrscheinlichkeitsdichte kann man sich wieder die Kreuzwahrscheinlichkeit
bestimmen
*0j *oi
Pij(xoj, xoj, ) = ii inj(xi:xjs 1) dx; dx; (21.3.9)

Da (21.3.3), zweite Zeile, gilt, stellen wir fest

+ 00 +0oo

ijij(xi’xj,f)dxidxfl - (21.3.10)

—o00 —0o

d.h. das von dem Gebirge der Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte eingeschlossene Volumen
hat den Wert 1. Da extreme Werte fir x;(f) und x;(#) nur selten zu erwarten sind, ist
der Wert p;; fur grofe Grenzwerte xo; und xo; klein. Das p;;-Gebirge ist ein Hiigel, der
im Bereich kleinerer Werte xo; und xo; seinen Gipfelpunkt hat (Abb. 21.3.2). Aus der
Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte lassen sich auch die einfachen Wahrscheinlichkeits-
dichten leicht ableiten. Wir gehen dabei von (21.3.4) aus und notieren mit (21.3.9)
alternativ

Xpj *°
Pi=J inj(xi,xj,t)mjmi (213.11)
—00 —o0
Aus dem Vergleich mit (21.1.5) schlieflen wir sofort auf

+ oo

p;(x;, 1) = jpi,-(xi,xj, 1) dx; (21.3.12)
und
+ 00
pj(xj, 1) = in,-(xi,x,-, 1) dx; (21.3.13)

—0o0
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p(=i, zj,t)

Abb. 21.3.2 Typische Verteilung der Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte

Wir wenden uns den Erwartungswerten zu und definieren nun
+00 +00
Eii[f(xi, x;)] = J Jf(xi, x;) p(x;, x;) dx; dx; (21.3.14)
als allgemeinen Erwartungswert zweiter Ordnung. Fiir die Mittelwerte erhalten wir dann
+o00 +00
X =E[x;]= J jxip(xi: x;) dx; dx;
+00 + oo
X;=E[x;] = J ijp(xi,xj)dxidxj (21.3.15)
An die Stelle des Mittelwertes der Quadrate treten die allgemeineren Mittelwerte der

Produkte

+00 +00
xi2=E[xi2]=J Jx?pmidxj
+ oo + 00
Eﬁc"j=E[xixj]=J jxixjpdxid-xj
+00 +00
)7=E[x2]=J Jx.zpdxdx (213.16)
i j j P dxidx; -

mit X;X;j als Kreuzkorrelation.
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Fiir die Varianz setzen wir nun allgemeiner die Ausdriicke

0 =0, =E[(xi _)_Ci)zjl = J j(xi — X)) p dx; dx;
o =E|:(xi‘)_ci)(xj ‘fj)] = J J(xi—fi)(xj = X;) pdx;dx;
o= 0] =E[(xj _)_‘j)2] = j J(x,- - %))’ pdx;dx; (21.3.17)

mit oy; als Kovarianz. Natiirlich gilt auch hier analog fir Nullmittelwerte x; und X;

2 2
0; =Xi
Uijz'?i-_j falls )_ci=0, 36_,=0 (21318)
2_ 2
Uj —xj

Pi; = G. o (21.3.19)

wird als Korrelationskoeffizient oder normierte Kovarianz bezeichnet. Er gibt uns Aus-
kunft iiber die Zuordnung der statistischen Prozesse x; und x;. Der Korrelationskoeffi-
zient ist Null, falls keine, und er ist betragsmafig gleich 1, wenn eine vollstindige Ab-
hingigkeit zwischen den Prozessen x; und x; besteht. Beispiele zeigt die Abb.21.3.3.
Stellen wir uns vor, dafl ein Diisenflugzeug Funkmessungen ausfiihrt. Dabei ist x; das
Mefdsignal der auf den Weltraum gerichteten Antenne, und x; sei die Spannung an einem
Mefpunkt der Fliigelwurzel. Solange wir uns nicht in das Gebiet der Utopie begeben,
haben beide Prozesse nichts miteinander zu tun. Wiirden wir nun zu einem Zeitpunkt ,
die von verschiedenen Maschinen festgesteliten Mefiwerte x;(¢;) und x;(¢;) in ein x;,x;-
Diagramm eintragen, ergibt sich ein vollig regelloses Bild (Abb. 21.3.3), links. Die Korre-
lation beider Grofen ist Null. Wir konnen allenfalls feststellen, dafl grofe Werte fir x;
und x;j selten vorkommen. Alternativ stellen wir uns nun vor, daf x;(¢) die Dehnung
und x;j(¢) die Spannung an einem Mefipunkt der Fliigelwurzel darstellt. Beide Prozesse
sind stochastisch. Wir wissen aber, dafl sie mit guter Naherung linear verkniipft sind.
Je nach dem Grad der iiberlagerten Storungen werden wir nach dem Eintrag der Mef-
signale von verschiedenen Maschinen ein Bild wie in Abb. 21.3.3, rechts, erhalten. Wir
sehen daraus auch ohne Kenntnis des Elastizititsgesetzes, dal zwischen x; und x; ein
gesetzmdfiger Zusammenhang bestehen muf.
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Zj

pii =0 pii # 0

Abb. 21.3.3 Verteilung von Mewerten zum Zeitpunkt ¢, und Korrelation

Wir setzen nun einen solchen linearen Zusammenhang einfach an

)?j=ao+alxi (21320)

und bilden die Abweichung der linear ermittelten Mefiwerte J?j von den tatsdchlichen,
also xj. Der Erwartungswert des Abweichungsquadrates wire

~ 2 ~ 2
E[(xj—X)*] = E[x] = 2x;%; + X;]
= E[x]]1~2E[aox; + a,x;x;] + E[ay + 2aa,x; + a1x] | (21.3.21)
Wir bestimmen nun die unbekannten Koeffizienten @y und a4, so, daR der Erwartungs-
wert des Abweichungsquadrates ein Minimum annimmt. Es ergibt sich direkt aus (21.3.21)
0

i (E[(xj ~%)]) = 0=-2%; + 200 + 20, %;

a%;(E[(xj—~j)2]> = 0=—23ci_xj+2aofi +2a1xi2 (21.3.22)

Hieraus folgt nach einigen Umformungen

B G T S Xi X

O 0 O'j (o] ’DU (H

(21.3.23)

Die durch (21.3.23) dargestellte Geradengleichung wird als Regressionslinie bezeichnet.
Die Steigung dieser Regressionslinie ist mit dem Korrelationskoeffizienten identisch.
Man beachte, daft der Korrelationskoeffizient nicht von der Reihenfolge der Indices ab-
hiangt (p;; = p;;)- Aus der Vertauschung der Indices erhalten wir deshalb auch die Alter-
native
Xi —Xj X~ X
(0N = le 0j

(21.3.24)
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Abb. 21.3.4 MeBwerte und Regressionslinien bei unabhingigen (links) und voll abhingigen
statistischen Prozessen (rechts)

Aus der Steigung der Regressionslinie kann man direkt die Korrelation ablesen (Abb.
21.3.4). Wenn wir die MeBwerte in der durch (21.3.23) angegebenen Art auftragen,
liegen sie entweder vollig regellos bei unabhingigen Prozessen oder sie bilden eine Gerade,
deren Steigung p;; ist, bei voll abhangigen Prozessen. Durch die besondere Art der Auf-
tragung 1Bt sich eine solche Abhingigkeit sofort feststellen.

Neben den bisher besprochenen linearen und quadratischen Erwartungswerten hatten wir
bei Einzelprozessen noch den Erwartungswert Autokorrelationsfunktion definiert. Sie
wird hier durch die allgemeinere Kreuzwahrscheinlichkeitsfunktion ersetzt. Analog zur
Autokorrelationsfunktion erhalten wir

@;j(t, Ar) = E[x;(2)  x;(t + AD)]

= J in(t) x;(t+ Af)Pijdxidxj

—00 —00

(21.3.25)

Wir definieren nun einen zu ®;; passenden Kreuzkorrelationsfaktor p;; (At), wobei wir
uns auf stationdre Prozesse beschrinken

E|(xi(1) = x; ){ x;(z + A1) — X;
RS

(21.3.26)
Wihrend der in (21.3.19) angegebene Korrelationsfaktor die Prozesse x; und x; zur
gleichen Zeit ¢ behandelt, haben wir hier zwei zeitlich verschobene Prozesse eingebracht.
Offensichtlich gilt

Pij = Pij (O] (21.3.27)
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Wir hatten bereits ohne Beweis angegeben, dafl pizj <1 stets gilt. Das gleiche trifft fir
das allgemeinere p;; (A?t) zu, und wir wollen nun den Beweis nachholen. Zur Verein-
fachung fithren wir voriibergehend die Abkiirzungen

u=x;i(t) — X;
v=x;(t + At) —X; (21.3.28)
ein und beachten fiir stationidre Prozesse

E*[u, v]

pi(Ar) = ] £ (21.3.29)
Mit

E*u, v]< E[u*] E[V’] (21.3.30)
ist

pL(An<1 (21.3.31)

nachgewiesen. Zum Beweis der Behauptung (21.3.30) berechnen wir den fir jede Kon-
stante ¢ positiven Erwartungswert

E[(cu —v)*] = E[u*]c* = 2E[u, v]c + E[v*]
=(c—e)(c—-c) =0 (21.3.32)
Darin sind ¢; und ¢, Ldsungen einer quadratischen Gleichung in c:
E[u*]c* = 2E[u, vlc +E[v*] =0
welche offensichtlich auf
Efu, v] +  E*[u, v] - E[u*] E[v*])

e Efu]

1/2

(21.3.33)

fihrt. Demnach gilt mit (21.3.32)

{E[uz]c - E[u, v] - ([, v] - E[*] E[vz])l/z}{E[uz]c - Efu, v] + (E*[u, v] - E[*] E[uz]>l/2} >0
(21.3.34)
und zwar fir jeden Wert von ¢, also auch fiir

_ Efu,v]
T E[W?]

Demnach wird

~ (B[, v] - E[#*] E?]) >0 (21.3.35)
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womit dann (21.3.30) bzw. (21.3.31) bewiesen wire. Mit der Kreuzkorrelation der
Kovarianz finden wir mit (21.3.26) noch

0,0, py; (A1) = E [x;(t) x;(z + Ar) — %; %,
= &;;(A) — 5 X (21.3.36a)
oder
®;; (A1) =X X; + p;; (A1) ;0 (21.3.36b)
Mit (21.3.31) leiten wir aus (21.3.36b) die Grenzwerte
X Xj - 0;0; < Oy (A1) < X;Xj + 005 (21.3.37)

ab. In vielen statistischen Prozessen der Praxis besteht zwischen x;(¢) —X; und x;(z + A) = X;
keine Kreuzkorrelation, wenn die Zeitverschiebung At sehr grof ist. Denken wir z.B. an
die statistischen Prozesse Dehnung und Spannung an der Fligelwurzel eines Diisenflug-
zeuges. Sie sind fiir Az ganz klar voll korreliert. Wenn allerdings die Spannungen mit den
Dehnungen, die 1000 Stunden vorher gemessen wurden, verglichen werden, ist sicher
keine Korrelation vorhanden. Sehr oft gilt deshalb

Bij(<) =X %) (21.3.38)
Die Kreuzkorrelation ist keine gerade Funktion von Arz. Es gilt ndmlich
;5 (— Ar) = E[x;(2) x;(z — Ar)]
= E[x;(z + Ar) x;(1)]
= ®;;(Ar)
# i (A0 (21.3.39)

Dabei ist zu beachten, daf} es sich bei x;(r + At), x;(¢), x;(¢) und x;(z + At) grundsitz-
lich ym verschiedene Prozesse handelt. Dabei konnen die Erwartungswerte X;, 0; bzw.
Xj, 0; von der Zeit unabhingig sein. Die Korrelationsmatrix ist also unsymmetrisch.
Der prinzipielle Verlauf der Kreuzkorrelationsfunktion ist in Abb.21.3.5 dargestellt.

Abb. 21.3.5 Funktionaler Verlauf der Kreuzkorrelation
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In diesem Beispiel sind die Prozesse x; und x; fiir ein positives At maximal korreliert.
Fiir i=j erhalten wir ibrigens unsere altbekannten Autokorrelationsfunktionen. Die
Kreuzkorrelation pendelt um das Mittel X;X; und ist deshalb fir die allgemeine Ein-
fiihrung der Kreuzspektraldichte nur dann geeignet, falls diese Mittelwerte Null sind.
Neben der Forderung, daf® ®;; die Dirichletschen Bedingungen (stiickweise stetig und
monoton; beidseitige Grenzwerte an Unstetigkeitsstellen) zu erfiillen hat, muf noch

J | ®;(Ar) | d(Ar) (21.3.40)

erfillt werden, was offensichtlich nur bei Nullmittelwerten moglich ist. Fithrt man da-
gegen die Kovarianz zeitverschobener Prozesse ein, entfdllt diese Schwierigkeit, da
xi(t) = x; bzw. x;(t + At) —X; jeweils automatisch den Mittelwert Null haben

01 (Ar) = E[(xi(t) —Ei>(xj (t+An =X )]

+00 +o00
= J ‘J-<xi(t)~fi>(xj(t +Af)‘fj)Pij d; dx;
= p;j 0; 0 (21.341)
Natiirlich gilt
Uij = (I)U . falls :\?_i =0 und f] =0 (21342)

Fir die Kovarianz der zeitverschobenen Prozesse gilt wieder in aller Regel
0ij(x>=)=0 (21.3.43)

d.h. die Prozesse x;(¢) —X; und x;j(¢ + At) —X; sind fiir grofles At bei echt stochasti-
schen Vorgingen nicht korreliert. Wir bilden nun ohne Schwierigkeiten die Kreuzspektral-
dichte

+ o0
1 .
Sy(@)= 5 Jaij (Af) e FBG(A) (21.3.44)
und erhalten aus der inversen Transformation noch
+ oo
0;;(Ar) = fSij (Q) '?47dQ (21.3.45)
Unter Anwendung der Eulerschen Formeln notieren wir fiir die Kreuzspektraldichte auch

+o00
Sl.l(‘Q') = é J-O'ij (Af)(COSQAf —1isin Q Ar) d(Af) (21346)

—00



21.3 Stochastische Prozesse bei Mehrfreiheitsgrad-Systemen 275

Fiir das gespiegelte Element erhalten wir bei stationdren Prozessen mit
05— AN = E[ (x() =% ) (xi( ~ 4~ 5
E[(xi(t + AL~ X )(x,- (0 - % )]

analog zum Resultat (21.3.39) fiir die Kreuzkorrelation das Ergebnis

+ oo
i) = 37 | 080 e H24acan)
+ 00 + oo
-1 f (- A1) 1A d(Ar) = o= joij (A1) 414 (Ar)
+o0
= i Joi]— (A1) (cos QA? +i sin QAr) d(Ar) (21.3.43)

Die mit n Prozessen paarweise gebildete Spektraldichtematrix .S weist also einen symme-
trischen Realteil und einen schiefsymmetrischen Imaginirteil auf. Das Element Sj; ist
konjugiert komplex zu Sj;

X

Sij = Sji
8= (21.3.49)
Natiirlich sind die Diagonalglieder der Spektraldichtematrix S rein reell und entsprechen

der Spektraldichte der individuellen Prozesse x; (i= 1, n).

Nach der allgemeinen Definition der wichtigsten statistischen Mafle wollen wir noch
einmal zur Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte zuriickkehren. Auch hier ist die normale oder
Gaufsche Verteilung sehr hiufig in der Natur zu beobachten. Wir erhalten fiir Null-
mittelwerte X; und X;

2

1 ( 1 |:(Xi)2+<xj-> 2 xixjj]) (21350,
p;=—  —=exp\~ -3 \5 ) —gp. 2 3
N 2mo;0; 1—gi2j 2(1~aij) i 0j ij 00

Falls p;; =0 ist, sind die Prozesse x; und x; statistisch entkoppelt, und es gilt einfach
Pi; =P;D; falls p; =0 (21.3.51)

Dabei sind p; und p; die Gaufischen Verteilungen der Einzelprozesse. Sehr hiufig wird
fiir die Systemantwort einfach eine Gau3sche Verteilung angenommen.

Bisher haben wir allenfalls angenommen, dafl die statistischen Prozesse stationir sind,
die statistischen Mafle P, p und E also nicht von der Zeit ¢ abhingen. Zur statistischen
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Abb. 21.3.6 Zur Berechnung der Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte bei ergodischen Zufalls-
prozessen

Auswertung bendtigen wir dementsprechend viele parallele Mefreihen fiir xi(k)(t) (i=1,n),
wo k die Mefireihe angibt. Sehr viel bequemer lebt man wieder mit einem ergodischen
Prozef}, bei dem die Mittelwertbildung nicht mehr iiber die Mef3reihen k erfolgt, sondern
tiber die Zeitachse . Die Wahrscheinlichkeit, dafy

Xoi < Xi(1) < x5 + Ax;
und (21.3.52)
xoj < Xj([) < xoj + ij

gelten, betragt p(xo;, Xo;)Ax; Ax;. Bei Ergodizitit der Prozesse laufen wir einfach iiber
die Zeitachse und zdhlen die Zeitabschnitte Afy, bei denen die Bedingung (21.3.52)
erfullt ist, zusammen und vergleichen sie mit dem gesamten betrachteten Zeitraum 7.
Wir erhalten dann wieder die Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte (Abb. 21.3.6)

1
p;; Ax; Ax; = TZAtk (21.3.53)
k

Bei der praktischen Auswertung wiirde man die Zeitachse wieder in endliche gleiche
Intervalle At teilen und die Zahl der Intervalle, Nj;, bestimmen, bei denen die Bedin-
gung (21.3.52) erfiillt ist. Bei N Intervallen At insgesamt haben wir dann

Njj
Pij(Xoi, Xoj) Ax; Axj = = (21.3.54)
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Mit (21.3.53) kénnen wir im ingenieurmathematischen Sinne alle allgemeinen Formeln
fiir die Erwartungswerte auf ergodische Prozesse spezialisieren. Es gilt ndmlich

E[f (s, )] = j jf(xi, %) pyy dx; dx;
T/2
= lim Jf(x,, x))dt (21.3.55)
—T/2

und dementsprechend erhalten wir fiir den Mittelwert

T/2
%, = E[x;] = Thi“«.lT j xi(f)dt (213.56)
—-T/2
den Kreuzmittelwert
/2
F; = Elxix;] =T“i“JIT' f xi(1) x; (1) de (21.3.57)
-T2

die Varianz (bzw. 0; = Standardabweichung)

T/2
Ou=0?=E[(xi—7€i) = hm = f xi() = x (21.3.58)
~T/2
die Kovarianz
/2
0ij =E[(xi_)—‘i)(xj _)—Cj)] = hm - J xi(6) — X )(x - x,) (21.3.59)
—-T/2
und die Kreuzkorrelation
/2
@,(A1) = E[x:(0) x3(¢ + A0 ]= lim - J xi(t) x;(t + Ar)de (21.3.60)
—-T/2

Bisher haben wir bei n Zufallsprozessen x;(¢) nur die Wahrscheinlichkeiten und Erwar-
tungsgrofen 2. Ordnung diskutiert, d.h. wir haben zwei Prozesse x;(f) und x;(z) ver-
kniipft. Selbstverstindlich kann man Definitionen entwickeln, die alle Prozesse zugleich
erfassen. So gibt

p(xo)dxldxz...d.xn (21361)
(nX1)
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die Wahrscheinlichkeit an, daf
Xo < X(1) < X tdx (21.3.62)
(nX1)

erfullt ist, wobei dann p(xy) eine Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte n-ter Ordnung ist und
der Vektor X alle Einzelprozesse umfafit

x={x;(t) x2(t) ... x,(2)} (21.3.63)

Jedes statistische Mittel in Gestalt der Erwartungsfunktion kann nun leicht angegeben

werden
+ 000 +00 + oo

E[f(x)]=J f , .Jf(x)p(x)dxl dxy. . . dx, (21.3.64)

Ein Beispiel fir eine Kreuzwahrscheinlichkeitsdichte n-ter Ordnung, die in der Praxis

hiufig verwendet wird, ist wieder die normale oder Gauflsche Verteilung. Wir erhalten
allgemein

p(x) = (2ndet B Pexp (- Hx %) B (x - %) (21.3.65)
wobei X der Vektor der Mittelwerte ist
+o0 +00  +00
X = J J .. pr(x)dxldxz. . odxy
+oo
= J{x1 p(x)dx; xop(xa)dxs ... xpp(xp)dx,} (21.3.66)

und X die schon bekannte Kovarianzmatrix

+ 00 + 00 + oo

z =J J [x-X][x—X]'p(x)dx;dx,. .. dx,

(nXn) B (nX1) (1Xn)
[+00 +00 +00 9
J‘(xl —fl)zp(xl)dxl J‘ J(xl _El)(xZ _fz)p(xl s XZ)dxldX2 ......
+ 00
B f(xz =X p(x)dx, ...
L sym. "_J

(21.3.67)
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darstellt. Die Kovarianzmatrix bei Zeitverschiebung ergibt sich als allgemeinere Form
der Matrix X zu

+ 00 + 00 + oo

2(t, Af) = J J y J[x(t) ~%(O)|[x( + A =Xt + A)]'p(x)dx

—00 —00 —00

Ty Zm .
= &1 222 .......

R g (21.3.68)
mit den Matrixelementen

+ oo

= j(xl(t) —)_cl(t)><x1 (t +Af) =%, (¢ + At)) p(xy)dx,

— 00

+00 + 00

i = j j(xl(z)—xl(r))(xz(r+Ar>—7cz(r+At))p(x1,xz)dxldXz

— 00 —00

+00 +oo

J J(x2 (t) - %, (t))(xl(t +AD—F, (¢ + At)) p(x2, x1)dx, dx,

—00 — 00

22

+ oo

= (@ -%0)(x + A -%( + 40) pCr)drs

— 00

2

[

(21.3.68a)

wobei
@ 0)=XZ() (21.3.69)
gilt. Fiir Nullmittelwerte sind Kovarianzmatrix und Korrel<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>