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Vorwort.

Dieser Band 2 behandelt die partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung sowie Systeme von solchen fiir esne gesuchte Funktion. Der
erste Teil des Bandes enthilt allgemeine Erorterungen iiber die Losungs-
verhiltnisse und Losungen, der zweite Teil rund 300 Einzel-Differential-
gleichungen mit ihren Ldsungen.

Die unmittelbaren Anwendungen der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung in Physik und Technik sind weit spérlicher als die der
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, eher trifft man sie noch in der
Differentialgeometrie an. Bei weiterem Nachforschen hitte sich wohl
noch diese oder jene weitere Anwendung auffinden lassen. Gleichwohl
verdffentliche ich den Band schon jetzt, in der Hoffnung, dafl die Be-
nutzer des Buches zu seiner Vervollkommnung mehr beisteuern werden,
als es mir in der niichsten Zeit gelingen konnte. Ich werde fiir jede
solche Zuschrift dankbar sein.

Die zweite Auflage ist, abgesehen von der Verbesserung von Druck-

fehlern, ein unverdnderter Abdruck der ersten Auflage.

Tibingen, im September 1947. E. Kamke.



Aus dem Vorwort zur dritten Auflage.

Dieses Buch ist seit einer Reihe von Jahren vergriffen. Da immer wieder
nach ihm gefragt wird und da im Rahmen des gesteckten Zieles z. Z.
nicht sehr Wesentliches hinzuzufiigen wire, haben Verlag und Verfasser
sich entschlossen, das Buch nach vorliegenden Platten nochmals zu drucken.

Tibingen, im Méirz 1956.
E. Kamke.

Vorwort zur vierten Auflage.

Von groBeren sachlichen Anderungen ist auch bei der vierten Auflage
abgesehen worden, jedoch sind die dem Verfasser bekannt gewordenen
Fehler verbessert.

Tibingen, im Februar 1959.
E. Kamke.

Vorwort zur 6. Auflage

Von den ,,Lésungsmethoden und Losungen‘ des Verfassers stellte der vor-
liegende Band den Teil iiber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir eine gesuchte Funktion dar. Dem Verlag B. G. Teubner danke ich herzlich
fiir seine Bereitwilligkeit, das Buch als Nachdruck herauszugeben, so da8 das
Gesamtwerk nun wieder zur Verfiigung steht.

Bochum, Januar 1979 Detlef Kamke
Platanenweg 42
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D. Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir eine gesuchte Funktion.

1. Allgemeine Vorbemerkungen.

1.1. Einteilung der Differentialgleichungen. Die allgemeine (implizite)
partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine gesuchte Funktion
2z =2z(%y, ..., x,) ist von der Gestalt
(1) F(xl,...,zn,z,;%,...,%)=0;
dabei ist F eine gegebene Funktion von 27 + 1 Argumenten. Lésung,
Integral, Integralfliche (IFliche; solution, surface intégrale) der
DGl ist jede Funktion z =y (xy, . . ., z,), die in.einem Gebiet g(x,, ..., z,)
stetige!) partielle Ableitungen erster Ordnung hat und nebst ihren Ab-
leitungen die Gl (1) erfiillt.

Die explizite Form (Normalform, kanonische Form) der partiellen DGI
erster Ordnung ist

Ly dor s 22, 22
(2) 3(5— 3?!1:---:./,;: ’3!/1’“.’3—%

b

dabei ist f eine gegebene Funktion von 27 4 2 Argumenten; die unab-
hingigen Verdnderlichen sind jetzt mit z, ¥,, ..., y, bezeichnet, gesucht

ist also eine Funktion z = z(z, ¥y, .. ., ¥,).

Héufig werden die Abkiirzungen

__ 0z . a_z __ 0z

(3) p—'a_x! pv'_ax’! qv“_'_a—.;l_'
verwendet. Mit diesen lauten die DGlen
(1a) F(zy,...,%,2,0,...,0)=0
und
(2a) P=J(Z, Y15y YpusZ: Q15+ qp)-

1) Wahrend bei den expliziten gewshnlichen DGlen (vgl. I, 8. 1) mit stetiger
rechter Seite aus der DGI unmittelbar abgelesen werden kann, daB8 jede Losung
eine stelige Ableitung hat, ist das hier nicht mdglich. Daher ist die Stetigkeit der
Ableitungen (auch bei der expliziten DGI (2)) eine besondere Forderung, die an die
Integrale gestellt wird.
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Diese Gleichungen werden hier hiufig noch kiirzer in der Gestalt (vekto-
rielle Schreibweise)

(1b) F(t,z,p)=0

und

(zb) p=f(=, Y,z )

geschrieben werden; dabei steht ¢ fir z,, ..., x,; p firp;, ..., p,; y fir

Yio - Yy 9 fOT ¢4, .15 ¢,

Die DGlen heiBen linear, wenn sie linear in z und den Ableitungen
sind, und quasilinear, wenn sie in den Ableitungen linear sind (Linearitit
in bezug auf z wird also in diesem Fall nicht verlangt). Die allgemeine
Gestalt einer quasilinearen DGI ist

(4) ,X{fv(g’z) pv=g(zs Z);
und die der linearen DGI
(5) Zl’f,(z) v, + fo(2) 2 = f(1);

dabei sind die Abkiirzungen (3) benutzt, und es steht wieder ¢ fir z,, ..., z,.
Ist im letzten Fall auch noch f, = f =0, so heilt die DGl homogen.

1.2. Vorlidufiges iiber die Losungsverhiltnisse. Die partielle DGI erster
Ordnung steht in engen Beziehungen zu einem System gewdhnlicher
DGlen, den sog. charakteristischen Glen der gegebenen partiellen DGL.
Ihre Losungen lassen sich aus den Losungen dieses Systems, den sog.
Charakteristiken, aufbauen. Die Losung ist im allgemeinen eindeutig be-
stimmt, wenn fiir sie eine ,,quer zu den Charakteristiken verlaufende
Anfangskurve

(6) z, =z (t), ..., z, =x,(), z=2(t)
und auBerdem fiir die Punkte dieser Kurve noch die Ableitungen

;—:—l, cee ?axi,. gegeben sind (bei linearen und quasilinearen DGlen geniigt
es, die Anfangskurve (6) vorzuschreiben). Das ist, wenn man von allem
Beiwerk absieht, die immer wiederkehrende Regel iiber die Losungsver-
hiiltnisse. In Wirklichkeit ist diese-Regel an eine Reihe von Voraussetzungen
gekniipft. Von wesentlichem EinfluBl auf die Losungsverhilltnisse und
insbesondere auf die eindeutige Bestimmtheit der Losungen ist die Gestalt
des betrachteten Gebiets (vgl. 2:6 (e)). Bei den allgemeinen Sitzen, iiber
die im folgenden berichtet wird, werden daher Angaben iiber das be-
trachtete Gebiet notwendig sein ; vielfach wird dabei nicht das allgemeinste

zuldssige, sondern ein moglichst einfach zu beschreibendes Gebiet (der
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ganze Raum oder ein Parallelstreifen oder ein Quader) gewihlt. Bei
speziellen Losungsverfahren wird von der Angabe des Gebietes abgesehen,
da man bei ihrer Anwendung auf konkrete Beispiele den Giiltigkeits-
bereich von selbst meistens genauer als auf Grund allgemeingiiltiger An-
gaben erhilt.

§ 1. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen.

2. Die lineare homogene Differentialgleichung
0z bz __ o
[(@y) g5 +9(@y) 55=0.7
2.1. Veranschaulichung der Differentialgleichung. Der einfachste Typus
einer partiellen DGI erster Ordnung ist die lineare homogene DGI (zu den

Bezeichnungen s. 1-1) fiir eine gesuchte Funktion z = z(x, y):

(1) J@ ) g2+ 9(x, 9) 52 =0
oder
(1a) flz,y)p+g(z,y)g=0,

wo zur Abkiirzung
oz 0z
P=5y 9= 3y
gesetzt ist. Die DGl wird hier immer nur in einem solchen Gebiet?) & (z, y)
betrachtet, in dem die Koeffizienten f(x, y), g(x, y) definiert und stetig
sind 3).
Ein Zahlenquintupel x,, ¥, 24, Py, ¢op Wird als Flichenelement be-
zeichnet, wenn man es sich durch die Ebene

z— 29 = (T — %) Po + (¥ — o) 9o
in dem z, y, 2-Raum veranschaulicht denkt; der Punkt z,, ,, z,, durch
den die Ebene hindurchgeht, heilt der Trigerpunkt, p,, g, heien die
Richtungskoeffizienten oder Richtungselemente des Flichenelements. Die
Flichenelemente mit gemeinsamem Trigerpunkt x,, y,, 2, sind offenbar
die simtlichen durch x, y,, z, gehenden Ebenen mit Ausnahme der Ebenen,

!) Die Darstellung lehnt sich an KaMxE, DGlen, S. 296—321 an.
%) Von der Art dieses Gebietes konnen die Losungsverhiltnisse der DGI wesent-
lich abhéngen; vgl. dazu 26 (d) und (e).

%) Es werden haufig noch weitere Voraussetzungen hinzukommen. Fiir die Los-
barkeit der DGI reicht namlich die Stetigkeit im allgemeinen nicht aus; vgl. dazu
O. PERRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 549f.
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die senkrecht zur z, y-Ebene sind. Ist z = y(x, y) eine stetig differenzier-
bare Fliche, so sind die aus ihr gebildeten Flichenelemente

(2) z, Y, ‘!p(-'l?, y):'/’z(“” y):'/’,,(x, :l/)
gerade ihre Tangentialebenen.

Durch die DGI (1) bzw. (1a) werden jedem Raumpunkt z,, y,, 2, die
Flichenelemente z,, ¥, 29, P, ¢ zugeordnet, deren Richtungskoeffizienten
p, g die Gl

f(%o, Yo) P+ 9(%o, Y0) =0

erfiillen; das sind 1) die simtlichen Ebenen (ohne die zur z, y-Ebene senk-
rechte Ebene), die durch die horizontale Gerade

z— xg=f(Zo, Yo)ts Y — Yo =9(%, Yo)t, 2=2

(¢ ist Parameter) gehen (Fig. 1); durch die
DGI wird also jedem Punkt ein Ebenen-
biischel (Mongesches Biischel) zugeordnet.
Integral von (1) ist, geometrisch gespro-
chen, jede stetig differenzierbare Fliche
z =1vy(x,y), die in jedem ihrer Punkte
%o, Yo 29 €in diesem Punkte zugeordnetes
Flichenelement zur Tangentialebene hat,
Fig. 1. d. h. deren Flichenelemente (2) die DGI

erfiillen.

2.2. Weitere Vorbemerkungen iiber Integrale und iiber Hohenlinien als
Charakteristiken.

(a) Jede DGI (1) hat offenbar die triviale oder uneigentliche Lésung
2z = const. Die von diesen verschiedenen Losungen werden eigentliche

oder nicht-triviale Lésungen genannt.

(b) Ist z=1y(x, y) in G ein Integral von (1) und ist 4 < y(, y)<B?),
so ist fiirr jede in A << w << B stetig differenzierbare Funktion £(u) auch
x(z, y) = 2(y(z, y)) ein Integral von (1).

Denn es ist f 7, + 97, =2 ®) (fy. +9v,) =0

Ebenso ergibt sich: Sind y;(z, ¥), .. ., ¥, (, y) in & Integrale von (1)
und ist 2(w,, ..., u,) eine beliebige Funktion, die fiir den Wertebereich
der vy, definiert ist und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat,
so ist auch

2(z, y) ='Q(1pl(x’ Y)s o ¥n(2, Y))
1) Hier wird |f(%,, ¥o)| + |9(%o> ¥o)| > O vorausgesetzt, d. h. es wird eine

regulare Stelle (vgl. 2-8 (e)) #,, ¥, betrachtet.
2) Es ist A = — oo, B = + oo zugelassen.
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ein Integral von (I). Insbesondere entsteht also durch Multiplikation
eines Integrals mit einer Konstanten und durch lineare Komposition?!)
von Integralen wieder ein Integral.

(¢) Eine Besonderheit der partiellen DGlen erster Ordnung ist, daB
ihre Losungsverhiltnisse von den IKurven gewisser gewohnlicher DGlen
abhéingen. Bei der DGI (1) kann man zu diesen auf folgendem Wege ge-
langen. Jede Losung z = y(x, y) stellt
im z, y, 2-Raum eine schlicht iiber der
z,y-Ebene liegende Fliche dar. Die
Punkte, fiir die ¢(x,y) einen festen
Wert ¢ hat, liegen auf der gleichen Hohe
iiber der z, y-Ebene. Sie mogen sich zu

einer Kurve — Hohenlinie oder Iso-
hypse genannt — zusammenschlieBen
(Fig. 2), die sich in der Gestalt Fig. 2.

z=g1t), y=@(t), z=c
mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢,, @, darstellen 1iBt und deren
Projektion auf die z, y-Ebene demnach durch die beiden ersten Glen ge-
geben ist. Dann ist
P(1(), @2 () = c.
Durch Differentiation nach ¢ erhilt man

Vo (P1, P2) Py + 9, (p1 @) @5 = 0.
Da y die Gl (1) erfiillt, ist auBerdem

Ve (P15 @2) f(@1, P2) + v, (@15 @2) (915 ) = 0.
Ist dberall |y, |+ |9,| > 0, so folgt aus diesen beiden Glen

P31 9(@1> P2) — @2 S (@1, 92) = 0,
und hieraus, wenn die Variable ¢ in geeigneter Weise transformiert wird?),

91 =f(p1, @) und @ =g(@, ).
Die Projektionen der Hohenlinien auf die z, y-Ebene sind also durch
diese beiden, von y unabhingigen DGlen gegeben und sind somit fiir alle
IFlichen dieselben.

1) Lineare Komposition oder Kombination von Funktionen ¥, ..., ¥y,
ist ein mit beliebigen Konstanten 4 gebildeter Ausdruck A4, 9, + -+- + A Y.

%) Dabei ist vorauszusetzen die FuBnote !) von S. 4 und daB ¢, ¢’; nirgends beide
Null sind. Ist etwa ¢’; == 0, so setzt mant == z(7) und bestimmt diese Funktion aus

der DGI 7 (V) o1 (2) = fe(2), Pa(2))-
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Man kann nun versuchen, auf folgendem Wege zu einer eigentlichen
IFliche zu gelangen: Man bestimmt die IKurven (charakteristische
Grundkurven) des Systems

a'(t) =f(=,9), y@) =gz y)

und erhebt diese Kurven, welche die Projektionen der Héhenlinien sein
miissen, auf geeignete Hohen, so daB die Kurven sich zu einer stetig diffe-
renzierbaren Fliche z = y(z, y) zusammenschlieBen. Dieses ist ein wich-
tiges Prinzip zur Konstruktion der IFlichen, und man gelangt auf dicsem
Wege auch tatsichlich (vgl. 2-3, 24, 2°5) zu IFlichen der Gl (1) und — mit
den erforderlichen Verallgemeinerungen — auch zu den Ldsungen der
allgemeinen Glen dieses Paragraphen.

2.3. Charakteristiken und Integralflichen. Bei Verfolgung des Ge-
dankens von 2-2 (c) gelangt man zu folgenden Begriffen und Sitzen:

Bei den Voraussetzungen von 2-I iiber f, g geht durch jeden Punkt £, 7
von ® mindestens eine ,,Kurve‘

(2) r=@ ), y=e),
die den DGlen
(3) @) =f(x,y), ¥ =g,y

geniigt (dabei sind auch ,,Kurven* mit konstantem ¢, (¢), ,(t) zugelassen,
d. h. solche, die nur aus einem Punkt bestehen). Jede solche Kurve oder
auch die aus ihr fiir eine beliebige Konstante ¢ entstehende Raumkurve

(@) r=qt), y=g), z2=c

wird eine Charalkteristik (caractéristique) der DGl (1) genannt!); die
DGlen (3) heiBen die zu (1) gehorigen charakteristischen oder La-
GRANGEschen Glen.

(a) Jedes Integral z = y(x,y) ist konstant lings jeder charakteri-
stischen Grundkurve (2), d. h. es ist y(@, (), ®,(t)) = const.?) Die Kon-
stante kann mit der gewihlten charakteristischen Grundkurve wechseln.

Hieraus folgt

(b) Jede Charakteristik (4), die mindestens einen Punkt mit einer
IFliche von (1) gemeinsam hat, gehort sogar in ihrem ganzen Verlauf
der IFliche an. Jede IFliche 14B¢ sich also aus Charakteristiken aufbauen.

1) Dic Kurven (2) heiBen zum Unterschied von (4) auch charakteristische
Grundkurven. Vgl. CouraNT-HIiLBERT, Methoden math. Physik II, S. 52.

2) Denn, da @,, p, die DGlen (3) erfiillen, ist

d 4 ¢
i V(qol(t)’ ‘Pz(t)) =P, @1+ Yy P2 = ¥z (01, 9’2){(?’1’ @) + ¥y (@1, P2) 9(915 @) =0,

letzteres, weil v die DGI (1) erfiillt. Hieraus folgt die Behauptung.
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Hieraus wiederum folgt
(¢) Haben zwei IFlichen von (1) einen Punkt gemeinsam, so haben
sie sogar die ganze durch diesen Punkt gehende Charakteristik gemeinsam.
Fiir das Auffinden von Losungen der DGI (1) ist das folgende Gegenstiick
zu (a) wichtig.
(d) Eine Funktion y(z, y) ist sicher ein Integral von (1), wenn sie
(x) in & stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und
(B) lings jeder charakteristischen Grundkurve (2) konstant ist').
Aus (a) und (d) folgt
(¢) Integrale von (I) sind genau die stetig differenzierbaren Funktionen
z = y(x, y), die in ihrem Definitionsbereich lings jeder charakteristischen
Grundkurve konstant sind.

2.4, Gewinnung einer Ubersicht iiber die Integralflichen durch das
Studium der Charakteristiken. In einer Reihe von Fillen fiihrt der Satz
2.3 (e) leicht zu einem vollstindigen Uberblick iiber die IFlichen, indem
man die Charakteristiken studiert.

() ap+bg=0.

Aus den charakteristischen Glen
' =a, y=05b folgt x=at+ 4,
y=>bt+ B fir beliebige Konstante
A, B. Die charakteristischen Grund-
kurven und die Charakteristiken bilden
also eine Schar von parallelen Ge-
raden. Die IFlichen sind daher die
Zylinderflichen, deren Erzeugende zu

diesen Geraden parallel sind (Fig. 3).

(b) zp+ygqg=0.
Aus den charakteristischen Glen z' = z, 4" = y folgt fiir beliebige Kon-
stante 4, B

x=A4¢, y= B¢,
d. h. die charakteristischen Grundkurven sind die Strahlen, die in der
z, y-Ebene liegen und vom Nullpunkt ausgehen. Die IFlichen sind die-

1) Denn ist z,, ¥, ein beliebiger Punkt von ®, so gibt es durch ihn eine charakte-
ristische Grundkurve, und diese moge den Punkt z,, y, fiir ¢ = ¢, passieren. Da
P (@4(¢), @q (¢) ) konstant ist. folgt durch Differentiation nach ¢ bei Beriicksichtigung
voR (3) 0 =y, ] + vy 9; = vz (@1, 9) [(@1, P2) + ¥y (P1, 92) (91, 1) »
also fir t = ¢,

0 = (=4, Yo) f(2o, %) + Yy (Zos Yo) 9(7,, Y,) -
Das ist aber die Behauptung.
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jenigen stetig differenzierbaren Flachen, die sich aus diesen Strahlen auf-
bauen lassen, indem man sie in Richtung der z-Achse parallel verschiebt
(Fig. 4). Die einzigen IFlichen, die in einem den Punkt 2 =0, y =0
enthaltenden Gebiet existieren, sind daher die Ebenen z = const; in jedem
Gebiet der z, y-Ebene, das den Nullpunkt nicht enthilt, gibt es aber
noch andere IFlichen (Konoide).

Fig. 5.

() yp—xzq=0.
Aus den charakteristischen Glen ' =y, ¢y =— z folgt z2"+y 4y =0,
d. h. fiir jede charakteristische Grundkurve ist x% - %2 = const. Diese
Kurven sind also die Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Die
IFlichen  sind diejenigen stetig differenzierbaren Flachen, die sich aus
diesen Kurven aufbauwen lassen, d. h. die Rotationsflichen, welche die
z-Achse zur Rotationsachse und keine vertikale Tangentialebene haben

(Fig. b).

2.5. Losung der Differentialgleichung durch Kombination der charakte-
ristischen Gleichungen. Das Verfahren wird an zwei Beispielen dargelegt.

() ayp+bzg=0.
Die charakteristischen Glen sind

2 =ay, y =0bzx.
Fiir jede Losung z = z(t), y = y(t) folgt aus diesen Glen
bxa'—ayy =0, d h %(bﬁ—agﬁ): 0,

d. h. die Funktion baz? — ay? ist lings jeder charakteristischen Grund-
kurve konstant. Da sie auBerdem stetige partielle Ableitungen hat, ist sie
nach 2-3 (d) ein Integral.

(h) axp+byq=0.
Die charakteristischen Glen sind

2’=az, yYy=0by.
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Aus ihnen folgt fiir <=0, y==0, d. h. fiir jeden der vier Quadranten
der z, y-Ebene

bZ —a¥ =0, d b 4 log (=P |yl =0.
Die Funktion y (z, y) = log (||| y|™® ist also lings jeder charakteristi-
schen Grundkurve konstant. Da die Funktion auBlerdem stetige partielle
Ableitungen hat, ist sie nach 2-3 (d) ein Integral. Auf Grund von 2-2 (b)
kann man aus diesem Integral ein einfacheres gewinnen, indem man
0 (u) = e* wahlt; man erhilt dann das Integral y(z, y) = |z|*|y|™2

(¢) Wie die Beispiele zeigen, besteht das Losungsverfahren darin,
daB man durch geschickte Kombination der charakteristischen Glen eine
DGI gewinnt, fiir deren linke Seite man eine von ¢ unabhingige Stamm-
funktion angeben kann. Dieses Verfahren ist in einer Reihe von Fillen
brauchbar. Aber es enthédlt noch keinen allgemeinen Existenzbeweis.
Ferner ist noch offen, wie man aus einem Integral die Gesamtheit der
Integrale erhalten kann; zu dieser Frage s. 2-8.

(d) Wird nicht bloB irgendeine IFliche, sondern eine solche gesucht,
die durch eine gegebene Raumkurve geht, so kann man die Bemerkung
2'2 (b) heranziehen.

Wird etwa bei dem Beispiel (a) eine IFliche gesucht, die durch die
Parabel z = 4 22, y = = geht, so hat man eine stetig differenzierbare
Funktion £2(u) so ausfindig zu machen, dafl

z=QR0b22—ay?) fir z=42% y=ux,
d. h. daB

40

422 =0{((b—a)2?) oder £2(u) =

ist. Das gesuchte Integral ist somit
z=5—;4ra(bx2——ay2).
Wird bei dem Beispiel (b) eine IFliche gesucht, die durch dieselbe

Parabel geht, so ist £2(u) so zu wihlen, daB (bei z > 0, y > 0)

z=Q(2"y™%
die gegebene Parabel enthilt, d. h. es soll

422 =Q(x) mit u=2""°

sein. Daraus folgt \

Qu) =4 Wb,
und hiermit erhilt man das gesuchte Integral

2b 24
z=42"""9y"" fir a=b.
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2.6. Der Sonderfall p + f(x, y) g =0. Ist in (1) f== 0 in dem ganzen
betrachteten Gebiet &, so nimmt die DGI, wenn man sie durch f dividiert
und wieder f statt g/f schreibt, die spezielle Gestalt

(5) p+flz,9)g=0

an. Die erste der charakteristischen Glen (3) lautet in diesem I'all 2’ (¢) = 1,
so dafl man x = ¢ wiihlen kann. Aus dem System (3) der charakteristischen
Glen wird dann die eine Gl

(6) ¥ (2) =f(z, y).
Uber die Funktion f(x, y) wird weiterhin in dieser Nummer vorausgesetzt,
dap sie in dem Gebiet ®(x, y) eine stetige partielle Ableitung f, hat.

(a) Grundlegender Existenzsatz: Ist ¢(z, &, 1) die charakteristische
Funktion (vgl. I A 5-4) der DGI (6), d. h. ist y =¢(x, §, n) die durch den
Punkt &,7 gehende IKurve von (6), so ist nach I A 5-4 fiir alle Punkte
&, 9, fir die @(x,, &, %) bei festem x, existiert,

i =0,

d. h. die Funktion y(z, y) = @(%, z, y) ist bei festem 2, ein Integral
von (5) in dem Existenzbereich der Funktion
Z @(%y, *, y), und dabei ist y, > 0.

—— Ist s ein in ® liegendes Stiick der Geraden
x = a,, so ist der Existenzbereich g(s) der Funk-
tion @(z,, z, y) das Teilgebiet von &, das von
den durch s gehenden Charakteristiken, d. h. von

x den durch s gehenden IKurven der DGI (6) gebildet
wird (Fig. 6); g(s) soll ein charakteristisches
Feld der DGI (5) oder (6) heilen.

(b) Integralfliche durch eine Normalkurve als Anfangskurve (Cauchys
Problem). Es sei die Normalkurve?)

*0
Fig. 6.

) e=2, y=1n, z=o0l) @@<n<ph
mit der Projektion s auf die z, y-Ebene gegeben. Caucuys Problem oder
die Anfangswertaufgabe fiir die DGl (5) besagt: es soll eine IFliche an-
gegeben werden, welche die Kurve (7) enthilt.

Ist A <@ < B in dem charakteristischen Feld g(s) und ist w(u) fir
A < u < B stetig differenzierbar, so gibt es solche IFlichen und fiir

1) Unter Normalkurven werden hier Raumkurven verstanden, die parallel
zur y, z-Ebene sind.
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das charakteristische Feld als Definitionsbereich genau einel), nimlich
y(z,y) = w(‘P(xo: z, y))

Analytisch ergibt sich das mit 2-2 (b) daraus, dal ¢(z,, z, ¥) in g(s)
ein Integral und ¢(x,, 2,5, y) = ¥, also y(z,, ¥) = w(y) ist.

Geometrisch gelangt man zu der IFliche auch so: Man legt durch
die Anfangskurve (7) die Charakteristiken

y=9(, %,7), z=0w)
und eliminiert . Da aus der ersten dieser beiden Glen fiir die Punkte
z, y der durch z,, 7 gehenden Charakteristik 7 = @(z,, z, ) folgt, erhilt
man gerade z = w (¢ (%, , ¥)).

Beispiel: Fir pt2mg=0

lautet die charakteristische Gl (6) ¥y’ = 2z, es ist also @(z, &, 7) = »* — £ + n
und daher die gesuchte IFliche
z=ow(x}— 22+ y).

Auch wenn y(z, y) irgendein Integral mit y, > 0 fir ein charakteri-
stisches Feld g(s) ist, erhilt man in diesem die Gesamtheit der Integrale
durch x(z, y) = w(y(z, ¥)), wenn w(u) alle stetig differenzierbaren Funk-
tionen durchlduft, die fiir den Wertevorrat von y definiert sind.

Ist ® ein Parallelstreifen
a<<zxz<b?, —oco<y< oo
und ist f oder f, in & beschriinkt, so fillt g(s) mit & zusammen, falls s
irgendeine Parallele zur y-Achse ist. Man kann dann also die Werte des
Integrals auf einer beliebigen Geraden x = z, mit a << xy < b vorschreiben.

Das Integral ist dadurch eindeutig bestimmt und existiert im ganzen
Gebiet G 3).

(¢) Integralfliche durch eine beliebige Anfangskurve. Die Anfangs-
kurve (7) kann durch eine beliebige Anfangskurve

z=u(s), y=wv(s), z=w(s)
mit stetig differenzierbaren Funktionen u, v, w ersetzt werden, wenn

8) [w'| 419" >0, v ==f(u,v)u ?)

1) Sind & und g(s) Gebiete wie in Fig. 6, so 1aBt sich die IFliche evtl. auch
iiber g(s) hinaus fortsetzen, ist aber in dem erweiterten Bereich durch (7) nicht
mehr ecindeutig festgelegt.

%) Dabei ist @ = — 00, b = + oo zugelassen. Der Parallelstreifen kann also
auch die ganze z, y-Ebene oder eine Halbebene sein.

%) Fur beschrianktes f bei KaMgg, DGlen, S. 314 und Nachtrag zu Nr. 161.

4) Diese Bedingung besagt, daB die Anfangskurve ,,quer** zu den Charakteristiken
verliuft in dem Sinne, daB ihre Projektion z = u, y = v auf die %, y-Ebene keine
charakteristische Grundkurve beriihrt.
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ist. Das in (b) geschilderte geometrische Verfahren liefert fiir das Integral
in einer hinreichend kleinen und passend geformten Umgebung der Kurve
x = u(s), y = v(s) die Parameterdarstellung

y=@(z,u(s), v(s)), z=w(s).
Beispiel: Fiir die DGl des Beispiels von (b) sei die Anfangskurve
z=3s8, y=2s, z=w(s)
gegeben. Die erste der UnGlen (8) ist fiir alle s, die zweite fiir s &= 1 erfiillt. Da
@(z, &, 1) = a* — £ + 9 ist, lautet die Parameterdarstellung des Integrals
=22 — s+ 25, z=w(s).

Aus der ersten Gl ergibt sich

a=1;tyx2—~y+1,

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem s z 1, d. h. = z 1 ist.
Entsprechend wird )

z=w(1:tvm) fir y<a®41.

(d) Uber die Existenz eigentlicher Integrale in beliebigen Gebieten.
Fiir das ganze Gebiet ® braucht die DGl (5) kein eigentliches Integral
zu haben, selbst wenn f(z,y) dort stetige Ableitungen beliebig hoher
Ordnung nach z und y hat und wenn & ein einfach zusammenhingendes
Gebiet istl). Dagegen gilt noch folgendes:

(d,) Ist ® einfach zusammenhangend und beschriinkt und haben f(z, y)
und f, (%, y) bei Anndherung an den Rand von & dort wohlbestimmte
stetige Grenzwerte, so hat die DGI (5) in dem ganzen
Gebiet ® ein Integral y(z, y) mit y, > 0 2).

(d,) Ist f(x, y) in dem Gebiet & (in Fig. 7 von
der ausgezogenen Kurve begrenzt) beschrinkt und
ist @ die untere, b die obere Grenze (@ = — oo,
b= -+ oo zugelassen) der Abszissen x der Punkte
x,y von &, so gibt es zu jedem Teilgebiet g (in
Fig. 7 von der gestrichelten Kurve begrenzt)
von ®, dessen im Innern des Streifens a << z < b,

Fig. 7. — 00 < y < + oo gelegene Randpunkte zu & ge-
héren, ein Integral y(z, ) von (5) mit y, > 073).

Man kann solche Losungen konstruieren, indem man g aus charakteristischen

Feldern zusammensetzt und in diesen eigentliche Integrale konstruiert, die sich zu

1) T. WazEwskI, Mathematica 8 (1933) 103—116.

*) L. D. RopaBAUGH, Duke Math. Journal 6 (1940) 362—374; dort findet man
auch Aussagen fiir mehrfach zusammenhingende Gebiete.

3) E. KaMkE, Jahresbericht DMV 44 (1934) 156—161. Vgl. auch3:6 (c) und
E. KAMKE, Math. Annalen 99 (1928) 602— 615.
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einem fiir das ganze g giiltigen Integral zusammenschlieBen?), oder indem man den
Definitionsbereich von f so auf die ganze «, y-Ebene erweitert, daB der Fall (b)
vorliegt?).

(e) Uber die Fortsetzbarkeit der Integralflichen. Bei den gewdhnlichen
DGlen y = f(x, y) mit stetiger rechter Seite 1a8t sich jede IKurve, die
in einem beliebig kleinen Intervall gegeben ist, nach beiden Seiten bis an
den Rand des Stetigkeitsgebiets von f fortsetzen. Die entsprechende
Frage bei partiellen DGlen lautet: wenn man ein Integral von (5) fiir ein
Teilgebiet g von & hat, 1aBt sich dann dieses Integral auf ein groBeres
Teilgebiet von & ausdehnen? Die Frage ist im allgemeinen zu verneinen.
Ist z. B. die DGI

Pt+=zg=0
gegeben, so sind die charakteristischen Grundkurven (vgl. Fig. 8) die
Parabeln 2y = 22 4+ C. Betrachtet man die DGl zunichst nur in der
Halbebene y>0, so kann man eine Losung

konstruieren, die auf den stark ausgezogenen \/
Stiicken jeder Parabel links und rechts der
Parabel 2y = 2? verschiedene Werte annimmt. .

Das so im Gebiet y > 0 erhaltene Integral lait N el
sich nicht zu einem Integral fiir die ganze N\ .
z, y-Ebene ergiinzen, da dieses auf jeder der
ganzen Parabeln konstant sein miilte.

Will man eine Losung von (5) in einem gegebenen Gebiet haben, so
niitzt es daher (auBler im Bereich analytischer Funktionen) wenig, erst
eine Losung fiir ein kleines Teilgebiet zu konstruieren.

Fig. 8.

2.7. Einschaltung iiber Abhingigkeit von Funktionen und Jacobische
Funktionaldeterminante. Bei den gewohnlichen linearen DGlen tritt der
Begriff der linearen Abhingigkeit von Funktionen auf (vgl. I A 9°1).
Bei den partiellen DGlen braucht man einen allgemeineren Abhingigkeits-
begriff und ein Kriterium fiir die Abhingigkeit von Funktionen in diesem
allgemeineren Sinne.

Hiangen z. B. die stetig differenzierbaren Funktionen u(z, y), v(z, y)
in der Weise voneinander ab, daB (vgl. 2-2 (b)) fiir eine stetig differenzier-
bare Funktion Q(u)

v(z, y) = 'Q(u(x’ y))

oder allgemeiner3)

(9) F(u(x: y)’ 'u(x, y))=0

1) Vgl. E. KaMKE, Math. Annalen 99 (1928) 602— 615.
2y Vgl. 3-6 (c).
?) Fir F(u, v) = v — (u) geht (9) in die vorangehende Gl iiber.
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ist, wo F(u, v) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und
(10) |Ful +[Fo| >0
ist, so folgt durch partielle Differentiation von (g)
F,u,4+F,v,=0, F,u,+F, v,=0,
also wegen (10)
Uy Uy

II
(x1) v o

Umgekehrt folgt aus (11) auch, daB die Funktionen u(x, y), v(z, y) von-
einander abhingig sind, wenn die Abhingigkeit der Funktionen in geeig-
neter Weise definiert wird. Mit Riicksicht auf die spitere Verwendung
werden die Formulierungen sogleich fiir Funktionen von beliebig vielen
Verénderlichen aufgestellt.

Definition 1: Die Funktionen

= 0.

(12) ul(xl,...,xq),...,up(xl,...,xq),
von denen nur vorausgesetzt wird, daB sic in einem beschrinkten abge-
schlossenen Gebiet B(z,, ..., x,) des ,..., z,-Raumes definiert sind,

heiBen in B voneinander abhéngig (functionally dependent), wenn es eine
Funktion F(u,, ..., %,) mit folgenden drei Eigenschaften gibt:

(x) F ist im ganzen wu,, ..., u,-Raum definiert und hat dort stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung;

(B) in keinem Teilgebiet des u,, ..., up-Raumes ist F(u,, ..., u,) = 0;

(y) in B ist

Dy, ..., x) =F(uy(@, . 5 2)5 - 5 %p(Z5 - -+, 7)) = 0.

Definition 2: Die Funktionen (12) heilen in einem offenen Gebiet
G(z,, ..., z,), in dem sie definiert sind, voneinander abhingig, wenn sie
in jedem beschrinkten abgeschlossenen Teilgebiet von & nach der De-
finition 1 abhingig sind?).

Definition 3: Die JacoBische Determinante J(z,,...,x,) oder
O(Uysy oney .
Funktionaldeterminante Ot -, Un) von n Funktionen
(g, ...y Ty)
(13) Up(Zyy oo oy L)y oo oy U (X5 0 - 05 ),
die in einem Gebiet &(z,, ..., z,) stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung haben, ist die Determinante
ou, ou,
O(Uys o ooy Uy) oz 2
J(Il,...,xn)=-a——(;——x—)=t.... ..
oz, ’ 0z,

1) Uber die Notwendigkeit der Teilung der Definition fiir abgeschlossene und
offene Gebiete s. Anm. (b).
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Mit diesen Begriffen lautet das JAcoBische Kriterium fiir die Abhéngig-
keit von Funktionen:

(a) Haben die Funktionen (13) in dem (offenen) Gebiet & (z,, . . ., x,)
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, so sind die Funktionen in &
genau dann voneinander abhingig, wenn ihre Funktionaldeterminante
J(xy, ..., ) = 0 ist?).

Anmerkungen: (a) Ob die Funktionen (13) voneinander abhangig sind, 1a8t sich
mit Hilfe des obigen Kriteriums verhéltnismaBig leicht feststellen. Dagegen ist es

im allgemeinen nicht so leicht, die Art der Abhangigkeit (etwa durch explizite An-
gabe einer Funktion F) wirklich anzugeben.

(b) Da8 auf die komplizierte Definition der Abhangigkeit und insbesondere die
Zergliederung in die Definitionen 1 und 2 im allgemeinen nicht verzichtet werden
kann, wenn der Satz (a) bestehen soll, zeigt fiir n = 2 das Beispiel
(*) u(z, y) =sinz, v(x, y)=sin 23.

Die Funktionaldeterminante ist offenbar = 0. Soll (y) erfiillt sein, d. h.

PD(z, y) = F(u(z, y), v(z, y))=0
fiir eine stetige Funktion F(u,v) in der ganzen z, y-Ebene gelten, so muB
F(u,v)=0 in dem Quadrat |u| <1, |v| < 1 sein, da die durch (*) gegebenen
Punkte in diesem Quadrat iiberall dicht liegen, d. h. die Bedingung () ist nicht
erfiillbar.

Hat man p Funktionen (12) von g Veranderlichen, so gilt folgendes?):

(b) Fir p> g sind die in &(z,, ..., z,) mit stetigen partiellen Ab-
leitungen erster Ordnung versehenen 'Funktionen (12) voneinander ab-
hingig.

(¢) Fiir p < ¢ sind die Funktionen in ® voneinander unabhiingig, wenn
die Funktionalmatrix ?)

Juy 0u,y

Ty e e ey T

O(Uyy ooy up) oz 0
o(xy, ... z)

VT A\

oz’ "’ 0w,

1) Obwobl dieses Kriterium lange bekannt ist, ist es doch erst von K. KNorp
und R. ScaMIDT [Math. Zeitschrift 26 (1926) 373— 381] genau formuliert und wirk-
lich bewiesen worden (reproduziert bei E. KaAMKE, DGlen, S. 302—309). Vgl. auch
HAvuPT-AUMANN, D- und IRechnung II, S. 159ff. A. OsTROWSKI, Jahresbericht
DMV 36 (1927) 129—134.

2) Die folgenden Tatsachen werden erst in 3 gebraucht.

3) Fiir p = ¢ = n hat die linke Seite nach der folgenden Zeile und der Defini-
tion 3 auf S. 14 zwar eine doppelte Bedeutung — sie bedeutet namlich einmal eine
Matrix und das andere Mal eine Determinante —, aber es wird im folgenden immer
klar sein, was gemeint ist.
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in & den Rang p hat, d. h. wenn es in ® mindestens einen Punkt gibt,
in dem mindestens eine p-reihige Unterdeterminante der obigen Matrix

von Null verschieden ist.
(d) Haben die Funktionen

Ug(Zys e ooy Tyyg)s o v s U (Tg, o o0y 2,0 4)
in ®(xy, ..., r,,,) stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ord-
nung, so sind die Funktionen in & voneinander abhiingig, wenn die Matrix

O (Uyy ey Up)
&y, « v vy Tpyq)

in jedem Punkt von ® hochstens den Rang m — 1 hat, d. h. wenn jede
n-reihige Determinante im ganzen Gebiet Null ist?).

2.8. Die allgemeine Differentialgleichung: Hauptintegral, Existenzsitze,
Integral durch eine gegebene Anfangskurve. Die Funktionen f(z, y),
g(x, y) mogen wie bisher schon im Gebiet & (z, y) stetig und auBerdem in
keinem Teilgebiet von & beide identisch Null sein. Dann gilt

(a) Je zwei in @ existierende Integrale der DGI (1) sind in G von-
einander abhingig.

Wird ein Integral von (1) ein Hauptintegral (IBasis) genannt, wenn
es in keinem Teilgebiet konstant ist, so gilt weiter:

(b) Ist y(x, y) fiir das Gebiet &(z, y) ein Hauptintegral der DGI (1),
80 besteht die Gesamtheit der Integrale in & gerade aus den Funktionen
x(x, y), die in & stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und
von y abhingig sind. Ist & charakteristisches Feld und y, = 0, so gilt
die einfachere Tatsache des vorletzten Absatzes von 2:6 (b).

(¢) Sind die Funktionen f, g in dem einfach zusammenhingenden
Gebiet ® k-mal stetig differenzierbar (£ = 1) und ist dort stindig
|f| +|g| >0, so hat die DGI (1) in jedem beschriinkten Teilgebiet g
von &, das mit & keinen Randpunkt gemeinsam hat, ein Hauptintegral
y(z, y), das ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist und fiir das sogar
iiberall [y, |+ |w,|> 0 ist?).

Dieses Hauptintegral kann man erhalten, indem man nach (d) Integrale
in charakteristischen Feldern konstruiert und aus diesen Teillosungen
ein Integral fiir das Gebiet g zusammenbaut.

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 39 (1935) 672—676. Zur Abhangigkeit der Funk-
tionen (12) fiir beliebige p < ¢ siche G. DoETscH. Math. Annalen 99 (1928) 590
bis 601. Haupr-AUuMANN, D- und IRechnung II, S. 163ff. A. B. BRowN, Tr ns-
actions Americ. Math. Soc. 38 (1935) 379—394. A. SARD, Bulletin Americ. Math. Soc.
48 (1942) 883--890. M. KNESER, Math. Zeitschritt 54 (1951) 34—51; 55 (1951/52) 400.

%) E. KaAMKE, Math. Zeitschrift 42 (1937) 287—294. Fiir einen nur wenig all-
gemeineren Satz s. ebenda 41 (1936) 56— 66.
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(d) Ist eine IFliche gesucht (CAucEHYs Problem), die eine gegebene
stetig differenzierbare Anfangskurve
(14) z=u(s), y=0u(s), z=w()
enthilt, so ist nach 2-3 (b) nur dann auf eine eindeutige Losung zu
rechnen, wenn die Grundkurve

(15) x=u(8), y=v(s)
keine Charakteristik ist, sondern ,,quer‘ zu ihnen lduft in dem Sinne, daB

w'(s) g(u, v) — v'(8) f(u,v) & 0
ist. Ist diese Voraussetzung erfiillt, so lege man durch die Punkte der
Grundkurve (15) die charakteristischen Grundkurven?)

z =1t u(9), v(9), y=a@(t u(s), v(s),
d. h. diejenigen Losungskurven der charakteristischen Glen (3), die fiir
t = 0 durch den Punkt z = u(s), y = v(s) gehen; diese Kurven erzeugen
ein durch (15) bestimmtes charakteristisches Feld. Dann liefern die
drei Glen

(16) x=q(t u(s),v(s)), Y=gyt u(s),v(s), z=mw(s)
eine Parameterdarstellung der gesuchten IFliche in dem genannten charak-
teristischen Feld, das die Grundkurve (15) enthilt und in dem die beiden
ersten Glen (16) stetig differenzierbare Funktionen t = t(z, y), s = s(z, y)
bestimmen.

Beispiel: Es sei die DGI

yp+zg=0
und die Anfangskurve

z=38, y=uos8, z= w(s) (¢ &= 4+ 1)
gegeben. Aus den charakteristischen Glen
)=y, yY{)==
ergibt sich, daB die fiir £ = 8 durch den Punkt z =&, y = 5 gehende charakte-
ristische Grundkurve

T = .E__—;_n e‘-l + E—;y e"—t, Yy = HT” et-' —_ §_;_n e'—‘
ist. Daher lauten die beiden ersten Glen (16)
1 + a

set—s + —5 % s e, y= 1 +a st~ — 1—2-1”‘_!.

Hieraus folgt z+y=(1+a)se%, z—y=(1—a)se,

also 2?2 — y? = (1 — a?) s,

1) Die obigen Kurven gehen fiir ¢ = 0 durch z = %(s), y = v(s). Da die rechten
Seiten der charakteristischen Glen ¢ selbst nicht enthalten, sind die charakteri-
stischen Funktionen gerade von der obigen Gestalt. Vgl.I A 7-1. Weiter wird hier
vorausgesetzt, daB f und g stetig differenzierbar sind.
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Aus der dritten Gl (16) erhélt man daher fir (y® — 22) («® — 1) > 0O die gesucate
IFlache

2__ 2%
z=w(;|: ‘:{,_:),

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem s Z 0 ist.

(¢) DG1 mit einer singulidren Stelle!). In einer Umgebung U des
Nullpunkts seien f, g stetig differenzierbar, und es sei f(0, 0) = g(0, 0) =0
aber sonst |f| 4 |¢|>0, so daB der Nullpunkt eine isolierte singulire
Stelle fiir die DGI (1) und eine stationire Stelle (vgl. I A #-1) fiir die charak-
teristischen Glen (3) ist. Sind die Charakteristiken in einer passend ge-
wihlten Umgebung U samtlich geschlossene Kurven, so hat die DGl in Il
ein Hauptintegral y(z, y), fiir das |y,| + |y, |> 0 auBerhalb des Null-
punkts gilt?).

2.9. Weitere Bemerkungen. Fiir Existenzbeweise, die Potenzreihen
oder allgemeinere Reihenentwicklungen heranziehen, s. 57 und I10°5.
Ein Iterationsverfahren, wie es bei gewohnlichen DGlen mit groem Er-
folg benutzt wird (vgl. I A 2-2), hat hier nicht zum Ziel gefiihrt. Fiir die
Abschitzung einer Funktion, die einer DUnGl geniigt, s. 4-4. Fiir die
EinschlieBung der Losung durch die Lésungen benachbarter DGlen s. 12-11.

2.10. Ubersicht iiber die Losungsmethoden. Es stehen folgende Losungs-
methoden zur’ Verfiigung:

(a) Charakterisierung der Gesamtheit der IFlichen durch das Studium
der Charakteristiken nach 2-4.

(b) Gewinnung einzelner Integrale und insbesondere eines Haupt-
integrals durch Kombination der charakteristischen Glen nach 2-5. Aus
dem gefundenen Hauptintegral kann man nach 2:8 (b) die Gesamtheit
der Integrale erhalten.

(c) Ist eine IFliche zu bestimmen, die durch eine gegebene Anfangs-
kurve geht, so kann man, wenn man bereits ein Hauptintegral kennt
oder ein solches leicht finden kann, nach dem Muster von 2-5 (d) vorgehen.
Oder man kann auch 2:6 und 2-8 benutzen, da die Beweise der Existenz.
sitze zugleich ein Verfahren zur Konstruktion der Losung enthalten (vgl.
die Beispiele in 26 (b) und 2-8 (d)).

(d) Weiter stehen die in 2-g erwihnten Entwicklungsmethoden zur
Verfiigung.

1) Eine Stelle heiBt fiir die DGI (1) singular, wennan jhr f = ¢ = 0 ist, und
regulir, wenn an ihr |f|+ |g| >0 ist. Vgl. auch 8:6.

2) H. H. ALDEN, Americ. Journ. Math. 56 (1934) 593—612. Einfacher bei
E. DicEL, Math. Zeitschrift 42 (1937) 231—237.
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(e) Fiihrt keine dieser Methoden zum Ziel, weil die ana]ytischen Ent-

wicklungen zu kompliziert werden, so kann man die charakteristischen

Glen (3) oder (6) nach einem der in I A § 8 beschriebenen Naherungs-

verfahren l6sen. Erhebt man die IKurven auf die durch die Anfangs-

kurve vorgeschriebenen Hohen, so erhilt man eine Naherungslosung der
gegebenen partiellen DGI.

3. Die allgemeine lineare homogene Di&'erentialgleichung
DI A ¢ . w,.)-—--O

3:1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen. Die allgemeine lineare ho-
mogene DGI lautet (vgl. 1-1)

0
(1) ZVWPH, )5 =0
pm]
oder bei Verwendung der Abkiirzungen ¢ fir z,,...,2, und p, = —;—z—
Xy
(1a) 2 [ p,=0.
y=1

Die DGl wird immer nur in einem solchen Gebiet ®(r) des z,, ..., z,-
Raumes betrachtet, in dem die Koeffizienten f,(r) stetig sind.

Jede DGI (1) hat offenbar die triviale oder uneigentliche Lésung
z = const. Die von dieser verschiedenen Losungen werden eigentliche
oder nicht-triviale Losungen genannt.

Sind ;(z), ..., ¥P,(t) in & Integrale von (1) und ist Q(u,, ..., u,)
eine Funktion, die fiir den Wertebereich der y, definiert ist und stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung hat, so ist, wie leicht zu bestitigen
ist, auch

1@ =2 1), - .-, pn ()

ein Integral von (I1).

3.2. Charakteristiken und Integralfiichen.

(a) Unter den zu der partiellen DGI (1) gehérigen LAGRANGEschen
oder charakteristischen Glen versteht man das System der gewdhn-
lichen DGlen

(2) () =1,@) v=1,...,n).
Jedes Integral
3) T =@:1(t), ..., %, =g,

1) Die Darstellung lehnt sich an KaMkE, DGlen, S. 321—330 an. Man vgl.
auch die entsprechenden Abschnitte von 2, in denen vieles ausfiihrlicher darge-
stellt ist.
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dieses Systems, oder auch

4) T =¢1t); .. T, =@, (), z2=¢

heiBt eine Charakteristik der DGI (1)!). Zwischen den Integralen der
DGl (1) und den Charakteristiken besteht folgender wichtiger Zusammen-
hang:

(b) Eine in & mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehene Funktion y(r) ist genau dann in & ein Integral der DGI (1),
wenn p lings jeder charakteristischen Grundkurve (3) konstant ist, d. h.
wenn (@, (8), . . ., @,(t)) = const fiir jede Kurve (3) ist.

Hieraus folgt:

(¢) Haben zwei IFlichen w,(r) und y,(x) von (I) mindestens einen
Punkt r,, z=c gemeinsam, so haben sie auch die ganze durch diesen
Punkt gehende Charakteristik gemeinsam.

8.3. Losung der Differentialgleichung durch Kombination der charakte-
ristischen Gleichungen. Mit Hilfe des Satzes 3.2 (b) lassen sich in emer
Reihe von Fillen Losungen einer konkret gegebenen DGI finden. Das

Verfahren wird an zwei Beispielen dargelegt.
ow ow 2 o OW _ o
(a) xé?+y@+(m +?/)3;—-0,
die gesuchte Funktion ist hier w =w(z, y, z). Die charakteristischen
Glen sind
Z’(t) = x, y,(t) =Y, z,(t) = x? + 92-
Aus den beiden ersten Glen folgt
y' —zy =0, also g = const
langs jeder charakteristischen Grundkurve. Daher ist y, = z/y in jeder der
Halbebenen y > 0 und y << 0 ein Integral. Aus den drei charakteristischen
Glen folgt weiter
2xx +2yy —22'=0, also 2%+ y>— 22z = const
lings jeder charakteristischen Grundkurve. Daheristauch y, = 2% + y2 —22
ein Integral, und zwar bilden y,, y, eine IBasis (vgl. hierzu 3-4).

7} ow 7}
(b) zags —yzg, + (P — 2% =0.
Die charakteristischen Glen sind
2{H)=zz, Yt)=—yz, 2Z{t)=y*—=z.

Aus den beiden ersten folgt
yz' + 2y =0, also zy=const

1) Die IKurven (3) heiBen zum Unterschied von (4) auch eharakteristische
Grundkurven.
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lings jeder chararakteristischen Grundkurve, und aus den drei Glen folgt
2 +yy +22 =0, also 2z y%4 22 = const.
Daher sind y; =z y und y, = 2 x 4 y® | 22 Integrale der partiellen
DGI, und zwar bilden diese wiederum eine IBasis.
Wie die Beispiele zeigen, besteht das Verfahren darin, da8 man durch
geschickte Kombination der charakteristischen Glen DGlen gewinnt, fiir
die man eine von ¢ unabhiéngige Stammfunktion angeben kann.

3.4. Gewinnung aller Integrale aus einer Integralbasis.
(a) Ein System von n — 1 Integralen

(5 (D)5 - P (2)
der DGI (1) fiir das Gebiet & heiBt dort eine Integralbasis (IBasis,
Hauptsystem oder Fundamentalsystem von Integralen), wenn die Funk-
tionalmatrix (zur Bezeichnung s. 2-7 (c))
(P15 -« o> Pno1)

02y, o vuy Ty)
in jedem Teilgebiet von ® den Rang n — 1 hat, d. h. wenn dort mindestens
eine (n — 1)-reihige Determinante an mindestens einer Stelle == 0 ist.

Nach 2-7 (c) sind die Funktionen dann in jedem Teilgebiet des Gebiets ® vonein-
ander unabhiéngig. Umgekehrt folgt aus 2-7 (d), daB » — 1 Integrale, die in jedem
Teilgebiet des Gebiets & voneinander unabhingig sind, in & eine IBasis bilden,
falls sie auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung haben.

Ist (5) in @ eine IBasis der DGI (1), so besteht die Gesamtheit der In-
tegrale von (1) in ® gerade aus der Gesamtheit der Funktionen, die in &
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und von den Funk-
tionen (5) abhéngig sind.

Fiir die Darstellung aller Intcgrale durch eine IBasis in einem charakteristischen
Feld s. 3:6 (b).

. N A ¢ SERRRTR L)
Ist 9y, ... ,p,_, eine IBasis, fiir die YRS

sogar an jeder Stelle von & den Rang n — 1 hat, und haben die yp, stetige
partielle Ableitungen zweiter Ordnung, so ist

n—1

y=2 ay +a,

y=1

ein vollstindiges Integral im Sinne von 12-1.

(b) Wird ein Integral gesucht, das fiir z; = & gleich einer gegebenen
Funktion w(z,, ..., z,) ist, und kennt man eine IBasis (5) der DGI (1),
so kann man versuchen, eine stetig differenzierbare Funktion Q(u,, ..., Up_y)
so ausfindig zu machen, dafl

Qs ..y, =02, ..., 2,) fir z,=£&
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ist. Dann ist
" @) =2 pi(D), - - - Pus (D)

nach den letzten Zeilen von 3-1 ein Integral der verlangten Art.

Dieses Verfahren kann auch benutzt werden, um noch allgemeinere
,»Anfangsbedingungen® zu erfiillen. Ist etwa bei dem Beispiel von 3-3 (b)
ein Integral w(z, y, z) gesucht, das die Werte

w(z,y,2) =y*—22 fir z=y
annimmt, so sucht man £Q(u, v) so zu bestimmen, da8
Qy,p) =y — 22 fir z=y,
d. h.
(*) Qu,v)=y?—2% fir u=19% v=2¢+ 92+ 22
ist. 1.ost man die beiden letzten Glen von (*) nach y, z auf und trigt man
das Ergebnis in die erste Gl (*) ein, so erhilt man

Qu,w) =2 (u + V;) — .
Das gesuchte Integral ist somit
w(z, ¥, 2) = 2y, v,) = Z(xy:}: Va:y) — 2z — y2— 22 fir 2y > 0;
das obcere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem y = 0 ist.
3.5. Reduktion der Differentialgleichung, wenn einzelne Losungen be-
kannt sind. Hat man bereits Integrale der DGl (1) gefunden, so kann

man die DGI auf eine solche mit einer kleineren Anzahl von unabhangigen
Verinderlichen zuriickfiihren:

(a) Fiir das Gebiet & seien k¥ << » — 1 Integrale

6) Pi(D)s - P (D)
der DGI (1) bekannt, und es sei die Funktionaldeterminante

3(W1,---,V%)

———— F 0.

8\.1::1, oy zk) :%:
Ferner werde das Gebiet & durch
) B=9(%ys . 032, = (2, .. .0 1),

Tpg1 = Zpyqs oo s Ty = Ty

eineindeutig auf ein Gebiet G(Z,, ..., £,) abgebildet!); die von den =,
abhiingenden Funktionen f,,,,...,f, mogen dabei in die von den Z, ab-

héingenden Funktionen f;,,,...,f, libergehen.
Die mit diesen Funktionen gebildete DGl

" oz
(8) X N L E) e =0
v=k+1

1) Das folgt fiir das ganze Gebiet ® bekanntlich noch nicht aus dem Nichtver-
schwinden der vorangehenden Funktionaldeterminante.



cz

3. Lineare homogene DGl J f,(z;, .. ., 2,) o 0. 23
kann dann als eine DGI fiir Funktionen Z angesehen werden, die von den
unabhingigen Verdnderlichen &, ,, ..., & und den Parametern %,, ..., %,
abhingen. Sind nun in & die Funktionen
) V1 By o s By)s o P, (B, ..., &)

Integrale von (8), die in bezug auf ihre simtlichen » Argumente stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung haben und fiir die auch noch
3(5“1 30ty .';’n—l)
& (Terrr - Ens
gilt, so bilden die Funktionen y, ,,...,y, ;, die durch (7) aus den
Funktionen (9) hervorgehen, mit den Funktionen (6) in & eine IBasis
der DGI (1), und zwar ist dann sogar in allen Punkten von ®
O(Wys v Y1)
(Tyy « s Ty_y) +0.
Fiir weitere Reduktionsméglichkeiten mittcls eines Multiplikators (zu diesem

5. 3'8) vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung, Bd. 3,
S. 5631

(b) Beispiel:

+=0 in &

ow ow aw
ar T ¥, T T
Da die erste der charakteristischen Glen 2'(f) = 1 lautet, kann ¢ = z
gewihlt werden. Die charakteristischen Glen lauten dann

= 0.

yYx)y=22, 2'(v)=—2wy.
Aus diesen Glen folgt
yy +22'=0, also 4% 22 = const
lings jeder charakteristischen Grundkurve. Nach 3-2 (b) ist daher ein In-
tegral v, = y? 4 2%
Setzt man nun
T=x, F=9y>+22 zZ=2,

so wird hierdurch der Halbraum gy >0 auf den parabolischen Zylinder
oy,

¥ > z2 eineindeutig abgebildet, und es ist dort 2y = 0. Daher ist das
Reduktionsverfahren (a) anwendbar. Die Gl (8) lautet hier

* 0w __ e V7 — 5200 _

* 52— EVI—22 =0

und hat die charakteristische GI
i3
z=—ti—2,

in der 7 als Parameter anzusehen ist. Sie ist also eine DG] mit getrennten
Variablen; aus ihr folgt, daB?)
. Z 1
Arc sin — 4 = 32
Vg 2

!) Arcsin 4 bedeutet den Hauptwert, d. h. der absolute Betrag ist < ?2— .
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lings jeder charakteristischen Grundkurve konstant, also ein Integral

von (*) ist. Da nach 3-1 jede stetig differenzierbare Funktion eines Integrals

wieder ein Integral ist, ist auch der Sinus dieser Funktion ein Integral, d. h.
—V-g_g—cos%’+l/1 —%isin%a.

Die Riicktransformation in die Variablen z, y, z ergibt somit fiir die ur-

spriingliche DGI1 das Integral

1 .t z?
cp=W (ysm2—+zcos 5)
Da nach 3-1 auch eine beliebige stetig differenzierbare Funktion der beiden
Integrale v, y, wieder ein Integral ist, ist insbesondere auch

2
¢2=¢W—l=ysin—z2— —}-zcos%’
ein Integral.

Die beiden Funktionen w,, y, sind also Integrale der gegebenen DGI,
und zwar, wie man nachtriglich leicht bestatigt, in dem ganzen z, y, 2-
Raum, und sie bilden dort eine IBasis.

(¢) Eine andere Form des Reduktionsverfahrens. Fiir die praktische
Rechnung ist folgende Umgestaltung des Verfahrens im allgemeinen be-
quemer. Aus den charakteristischen Glen war gefunden, daf

y4+2=0CF
fir jede charakteristische Grundkurve ist, d.h. es ist
y=VE 2

Damit wird aus der zweiten der charakteristischen Glen die DGI mit

getrennten Variablen
d=—z l C% _22’

also
.z xt
Arc sin C. +35 =0
fiir jede charakteristische Grundkurve, d.h.
2z 2?
Vot + 2 te
konstant lings jeder charakteristischen Grundkurve. Daher ist y* ein In.

tegral der gegebenen DG, also auch
1

Ve
Damit hat man wieder die schon in (b) gefundene Funktion .

3-6. Der Sonderfall p + 2 f.(z,y) q, = 0. Ist einer der Koeffizienten
von (1) in dem ganzen betrachteten Gebiet 5= 0, so erhilt die DGI nach

v*(z, y, z) = Arc sin

2 2
p=siny* = (ysin%—}—zcos;—).



3. Lineare homogene DGl Y f,(zy, . . ., ) 56% =0. 25

Division durch diesen Koeffizientean und unwesentlicher Anderung der
Bezeichnung die Gestalt

(10) P+ 2 f,(z,9) g =0;

v=1
dabei ist z = z(z, y) die gesuchte Funktion, p = %, q,= é, und es
steht y fir y,,...,y,. Die zugehorigen charakteristischen Glen lauten
jetzt, da t = x gewdhlt werden kann,
(11) Y, (z) =f,(z, ) v=1...,mn).

Uber die Koeffizienten f,(z,y) wird in dieser Nummer vorausgesetzt,
daf sie in einem Qebiet & (x, y) stetige partielle Ableitungen nach den y,
haben.

(a) Grundlegender Existenzsatz. Unter den genannten Voraussetzungen
haben die charakteristischen Funktionen (vgl. IA5:4) @, (%, &, 71, .. -, 7,)
des Systems (11) in ihrem Existenzbereich stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung nach allen # 4 2 Argumenten, und es ist nach E. LINDELOF

O - oo
’5§—+2fv(5’771""’77n)'577: =0

v=1
und
&(@ys - - > Pn)
e T 0.
O(Mys v vs M) =

Bei festem z, bilden also die charakteristischen Funktionen

(12) VlZ Y15 Y) =0 (T, X, Yy, - y,) (B=1,...,0)
eine IBasis der DGI (10) in jedem Gebiet, in dem diese Funktionen exi-
stierenl).

Ist e ein offenes und zusammenhingendes Stiick der Ebene z = z,,
das ganz in ® liegt, so ist ein Existenzbereich g(e) der Funktionen (12)
das Teilgebiet von &, das von den durch e gehenden Charakteristiken
gebildet wird; g(e) soll ein charakteristisches Feld der DGl (10)
heiBen.

(b) Integral mit vorgeschriechenen Anfangswerten (Cauchys Problem).
CaucHys Problem besagt: Es soll ein Integral z = y(z,y) angegeben
werden, das auf der ,Normalebene“ = = z, vorgeschriebene Werte w(y)
annimmt, d. h. es soll p(z,, y) = w(y) sein?).

1) Fir einen allgemeineren Existenzsatz, bei dem die Koeffizienten noch von
Parametern abhingen, s. 4°3.

%) Fir den Fall, daB die Anfangswerte nicht auf einer Normalebene, sondern in
einem allgemeineren Bereich gegeben sind, s. 3-7.
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Erfilllen die charakteristischen Funktionen (12) in g(e) UnGlen
4, <@, < B, und ist w(y) fir 4, <y, < B, (v =1, ..., n) stetig diffe-
renzierbar, so gibt es solche Integrale und fiir den Bereich g(e) genau eines,
nimlich
(13) p(z,y) = o (P (2, 2, 1), . . ., 0, (%, 2, Y)).

Analytisch ergibt sich das daraus, da8 die rechte Seite nach 2 und den y,
stetig differenzierbar und ¢, (%,, ¥y, y) = y, ist, also die rechte Seite fiir
x = x, den Wert w(y) annimmt.

Geometrisch gelangt man zu der IFliche auch so: Man legt durch
jeden Punkt

Loy My - os My =M1y -5 7y)

die Charakteristiken

yv:(pv(x’xO’ﬂl""’nn) (V=1"":n)>

2=y, 1)
und eliminiert die#,. Da aus den ersten » Glen fiir jeden Punkt z, %, ..., y,
der durch sie bestimmten charakteristischen Grundkurve

nv =‘Py(x0: x’ y17 ) i’/,.)
folgt, erhilt man gerade (13).

Ist ® ein Parallelstreifen
a<x<b1), _°°<y13-"1yn<+oo

v .

n ® beschriinkt, so fillt g(e) mit ® zusammen,

%
und sind alle f, oder alle Fo 1
Yx

falls e irgendeine Ebene z = xy mit a < xy < b ist. Man kann dann die
Werte des Integrals auf einer beliebigen Ebene x =z, mit a < 2, < b
vorschreiben. Das Integral ist dadurch eindeutig bestimmt und existiert
in dem ganzen Parallelstreifen ®2).

(c) Uber die Existenz eigentlicher Integrale in beliebigen Gebieten.
Schon in 26 (d) ist darauf hingewiesen, daB fiir die DGI (10) in dem ganzen
Gebiet ® kein eigentliches Integral zu existieren braucht. Dagegen gilt
wieder der folgende Existenzsatz3):

In dem Gebiet ®(x,y) seien dic Funktionen f,(z,y) v =1,...,n)
beschrinkt und nebst den partiellen Ableitungen nach den y, stetig. Es
sei a die untere, b die obere Grenze (@ = — o0, b = -4 0o zugelassen) der

1) Dabei darf @ = — oo, b = -+ oo sein.

2) Fir beschrankte f, bei KaMkE, DGlen, S. 326. Der Beweis 1aBt sich auch
auf den Fall beschrinkter Ableitungen ausdehnen.

3) E. KAMKE, Jahresbericht DMV 44 (1934) 1566—161.
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Abszissen z der in @ gelegenen Punkte z, y. Dann gibt es in jedem Teil-
gebiet g von &, dessen im Innern des Streifens

a<z<b, —oo<yy...,y,<-+o00
gelegene Randpunkte zu & gehéren, d. h. nicht zugleich Randpunkte
von & sind, eine IBasis y,(z,y) (=1, ..., n), fir die in dem ganzen
Gebiet & die Funktionaldeterminante

(V15 - - o5 V)

>0
O(Y1s +++s Yn)

(14)
ist.

Das ergibt sich mit dem

Hilfssatz 11): Es sei & (2;,..., Z,) eine offene Punktmenge im 2z,..., z,-
Raum und g(z,,..., z,) eine abgeschlossene Teilmenge von &. Dann gibt es
eine im ganzen z,,..., T,-Raum mit stetigen Ableitungen jeder Ordnung ver-
sehene Funktion #(z,, ..., #;), welche die UnGlen 0 <& < 1 erfiillt, in ¢ den
Nert 1 und in den nicht zu ® gehorigen Punkten den Wert O hat.

Hieraus folgt der

Hilfssatz 2: Es sei & (2, y) eine offene Punktmenge im , y,, . . ., y,-Raum. Die
Funktion f(z, y) sei in & dem absoluten Betrage nach < 4 und mit stetigen partiellen
Ableitungen r-ter Ordnung (r = 1) nach den y, versehen. Endlich sei g(z, y) eine
offene Teilmenge von &, die mit & keinen im Endlichen gelegenen Randpunkt ge-
meinsam hat. Dann gibt es eine Funktion F(z, y), die im ganzen z, y,, . . ., y,-Raum
definiert, dem absoluten Betrage nach < 4 und mit stetigen partiellen Ableitungen
r-ter Ordnung nach den y, versehen ist und die in g mit f @ibereinstimmt2).

Das ergibt sich, wenn § die abgeschlossene Hiille von g und & eine offene Menge
ist, die g enthélt und selbst in ® enthalten ist, indem man

Fe {ﬂf fiir die Punkte von &
~ | 0 fir die nicht zu & gehérigen Punkte

setzt.
Indem man nun von den f, des obigen Existenzsatzes zu den entsprechenden
Funktionen F, des Hilfssatzes 2 iibergeht, wird aus (10) im Falle ¢ = — oo,

b = + oo eine DGI mit F, statt f,, auf die der Existenzsatz des letzten Absatzes
von (b) anwendbar ist. Es gibt fiir diese DG1 also cine IBasis mit der Eigenschaft (14)
im ganzen &, ¥),..., Y,-Raum. Damit hat man dann insbesondere auch fiir die
DGI (10) in g eine IBasis mit dieser Eigenschaft. — Ist nicht @ = — o0, b = + oo,
so fiihrt eine leichte Erweiterung des Hilfssatzes 2 ebenfalls zum Ziel.

3.7. Die allgemeine Differentialgleichung: Existenz der Infegrale; Inte-
grale mit gegebenen Anfangswerten.

(a) Fiir die allgemeine DGI (1) gibt es hier keinen Existenzsatz, der
dem Satz 2-8 (c) entspriciit, wie das Beispiel E 3-45

@+ —Det+ 9] + (@ +—Dy—a 0 +2: 20 =0

1) BIELECKI, Annales Soc. Polon. Math. 10 (1933) 34f.
%) Vgl. hierzu auch KamMkEg, DGlen, S. 326f.
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zeigt. In dem einfach zusammenhingenden Gebiet &, das aus dem z, y, z-
Raum durch Herausnahme der Punkte z < 0 der z-Achse entsteht, sind
die Koeffizienten beliebig oft stetig differenzierbar und nirgends alle drei
gleich Null. Aber jedes Gebiet, das die Charakteristik 22 4+ y2 =1,z =0
enthilt, hat ein Teilgebiet, in dem jedes Integral der DGl konstant ist.

(b) CaucHys Problem (Anfangswertaufgabe) besagt hier: Fiir ein Grund-
gebiet h(xr), das in einer Parameterdarstellung

x, =u,(t,...,t_,) v=1,...,n)
gegeben ist, ist ein Integral von (1) gesucht, das in § die vorgeschriebenen
Werte
(15) z=u(ty,...,t_4)
annimmt. Die Aufgabe ist unter folgenden Voraussetzungen 1sbar?):

Die f,(r) seien in dem Gebiet G(r), die u, und % in einem Gebiet
a,,...,t, ) stetig differenzierbar. Die Punkte von § mogen zu & ge-
héren, und in T sei die Determinante

filug, ooy, oo o folug, oo w)
du, Ouy
'a'Tl 9 o o ey _'aTl
(I6) e + 0 1),
ou, ou,
Oty_y o Oty_y

Durch die Punkte von §) lege man die charakteristischen Grundkurven?)

(x7) x, =@, Uy, ..., %) v=1,...,n);
diese bestimmen ein. charakteristisches Teilgebiet ¢(T) von ®. Dann
liefern die Glen (17) und (15) eine Parameterdarstellung des gesuchten
Integrals in jedem Teil von ¢(T), der das Grundgebiet § enthdlt und in
dem die Auflésung der Glen (17) nach ¢,¢,,...,t, , stetig differenzier-
bare Funktionen von z,, ..., %, liefert; wegen (16) trifft dieses sicher in
einer hinreichend kleinen und passend geformten Umgebung von § zu.

1) Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, 8. 67ff.; dort S. 60—63
auch Untersuchungen iiber den Fall, daB die Determinante = 0 ist.

2} Vgl. T A 54 und 7-1. Da die rechten Seiten der charakteristischen Glen (2)
die Verianderliche ¢ selbst nicht enthalten, gilt fiir die IKurve, die fiir { = v durch
den Punkt &, ..., &, geht,

@t T by E) =@t —1,0,8&,....8).
In den ¢, des obigen Textes ist 0 fortgelassen und 7 = 0 gewahlt.
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3.8. Jacobischer Multiplikator 1).

Die Theorie des Jacobischen Multiplikators wird zwar gewdhnlich fiir die DGI (1)
auseinandergesetzt, implizite wird aber vorausgesetzt, daB einer der Koeffizienten
stindig = 0 ist. Daher wird hier von vornherein die DGl in der Form (10) ge-
wihlt.

Eine Funktion M = M(z, y), die in einem Gebiet & (z, y) stetig und
== 0 ist, heiBt ein Multiplikator der DGI (10), wenn es ein stetig differen-
zierbares Funktionensystem vy, (z, y), . . ., 9, (, y) gibt, so daB fiir jede
stetig differenzierbare Funktion z(z, y)

9z) __0(z, ¥y, - -, P)
() (G e g} =g

ist. Da M == 0 ist, ist dann

. (P15 - s ¥n)

o O(Yys - o os l’/n)’

und die Funktionen , bilden eine IBasis der DGI (10). Umgekehrt ist (19),

(19)

wie man leicht sieht, fiir jede IBasis y,;,..., 1, mit H; *=0
ein Multiplikator der DGI (10), d. h. es gilt (18).

Unabhéngig von der Kenntnis einer IBasis kann man einen Multipli-
kator auf Grund folgender Tatsachen gewinnen:

Sind die Koeffizienten f,(z,y) in dem Gebiet &(z,y) mit stetigen
partiellen Ableitungen nach den y, versehen, so ist

oM £,)

(20) + 2’ =

eine notwendige Bedingung dafiir, daB eine in & stetig differenzierbare
Funktion M (z,y) dort ein Multiplikator von (10) ist.
Von Umkehrungen dieser Tatsache seien die beiden folgenden genannt:

Sind die f, wieder in ¢ nach den y, stetig differenzierbar und ist in
einem charakteristischen Feld g(e) der DGI1 (10)

so hat die DGl (10) in g den Multiplikator 1.

Sind die f, in dem ganzen z, y-Raum beschrinkt, stetig und nach den
¥y, zweimal stetig differenzierbar, so ist jede iiberall stetig differenzierbare

1) Vgl. etwa SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III,
8. 564f., sowie Bemerkungen von E. KAMKE, Journal fiir Math. 161 (1929) 195—197.
Da dem Multiplikator fiir die wirkliche Lésung der DGI keine groBe Bedeutung zu-
kommt, beschrinke ich mich hier auf einige wenige Angaben.
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Funktion M (z, y), die der DGI (20) geniigt und == 0 ist, ein Multiplikator
von (IO).

Die Kenntnis eines Multiplikators kann zur Auffindung des letzten,
an einer IBasis noch fehlenden Integrals ausgenutzt werden (JACOBISs sog.
,,Prinzip des letzten Multiplikators). Es seien?) fiir die DGI (10) n — 1

0 R
Integrale v, (z, y), ..., y,_;(%, y) mit —(%’—’—%_i)#: 0 und ein Multi-

(Y15 -+ s Yn—1)
plikator M (z, y) bekannt. Fithrt man neue Verinderliche
E(E: g) = Z(CE, y): =z, !71 = !/)1(1'.’ y): L) :’-/-n_] = Wn—l(x: y)s :‘77; = Yn
ein (vgl. dazu 3-5 (a)), so nimmt die DGI (10) die spezielle Gestalt

0z -, 0Z

é’%+g(£3y)a§;=0
an, und die zugehorige charakteristische DGI

7.(%) = g9(%, 1),

in der ¥, ..., J,_, als Parameter anzusehen sind, hat den EuLERschen

D(Wyy - e ey Yo
Multiplikator (vgl. I A 4-13) M : L}—’——l), kann also, nachdem
O(Yrs + - vs Yn—1)

hierin die neuen Variablen 7, eingefiihrt sind, durch blo8e Quadraturen
gelost werden.

3:9. Weitere Bemerkungen. Zu diesen s. 2-q.

3.10. Ubersicht iiber die Losungsmethoden. Es stehen folgende Lo-
sungsmethoden zur Verfiigung:

(a) Charakterisierung der Gesamtheit der IFlichen durch das Studium
der Charakteristiken nach 2:4.

(b) Gewinnung einzelner Integrale oder einer IBasis durch Kombi-
nation der charakteristischen ‘Glen nach 3-3. Hat man ein oder mehrere
voneinander unabhingige Integrale gefunden, so kann die DGI nach 35
auf eine solche mit weniger unabhingigen Verinderlichen reduziert
werden; evtl. kann fiir die Gewinnung einer IBasis auch noch 3-8 benutzt
werden. Aus einer IBasis kann man nach 34 die Gesamtheit aller Inte-
grale erhalten.

(c) Ist ein Integral mit gegebenen Anfangswerten zu bestimmen, so
kann man, wenn bereits eine IBasis bekannt ist oder leicht gefunden
werden kann, nach dem Muster von 3-4 (b) vorgehen. Oder man kann
auch 3:6 und 3-7 benutzen, da die Beweise der Existenzsitze zugleich ein
Verfahren zur Konstruktjon der Losung enthalten (vgl. auch die Beispiele
in 26 (b), (¢) und 2-8 (d)).

1) Auf die Angabe der genauen Voraussetzungen sei verzichtet; die gewéhnlich
angegebenen sind unvollstandig.
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(d) Weiter stehen die in 2-9 erwidhnten Entwicklungsmethoden zur
Verfiigung.

(e) Fiihrt keine dieser Methoden zum Ziel, weil die analytischen Ent-
wicklungen zu kompliziert werden, so kann man die charakteristischen
Glen (2) oder (11) nach einem der in I A § 8 beschriebenen Néherungs-
verfahren losen. Konstruiert man diejenigen Losungen, die den gegebenen
Anfangsbedingungen entsprechen, so erhilt man naherungsweise das ge-
suchte Integral.

4, Die allgemeine lineare Differentialgleichung
L
EI’(‘”U ve Uwﬂ) '.T:; "'fo(wl’ v '9:”7!) z=f(mla oo an)'

4.1. Vorbemerkungen. Die allgemeine lineare DGI fiir eine Funktion
z =2z(%,,...,%,) ist (vgl. I-1) von der Gestalt

(1) S f(@y s 7,) :—: - fo(@ys ez 2= f(2y, .« . .y %)

v=1
oder bei Verwendung der Abkiirzungen p, = :—: und ¢ fiir 2, ..., z,:
n
(12) 2 1@ P+ folx) 2 =f().
v=1

Die DGI moge verkiirzt!) oder im weiterem Sinne homogen heilen,
wenn f(r) == 0 ist. Sie ist homogen schlechthin im Sinne von 31, wenn
auflerdem auch noch f,= 0 ist.

Offenbar gilt folgendes: Sind v, (t), ,(t) irgend zwei Losungen von (1),
80 ist z =y, — v, eine Losung der zugehorigen verkiirzten DGIL. Ist g,
irgendeine Losung von (1), so durchlduft z =y, + y alle Losungen von (1),
wenn y alle Losungen der zugehorigen verkiirzten DGl durchliuft.

4.2. Reduktion auf die homogene Differentialgleichung.
(a) Reduktion auf eine (n + 1)-gliedrige homogene Differentialgleichung.

Da die DGI (1) ein Sonderfall der quasilinearen DGI 5 (1) ist, 1aBt sie
sich nach 5.4 auf eine (n 4 1)-gliedrige homogene lineare DGI

S 1w — @ =0

v=1
zuriickfithren. Die charakteristischen Glen
z,(t) = f, w=1,...,1n),
) =f—z2f,

1) In der Literatur, in der die DGI (1) kaum besonders behandelt ist, wird unter
der verkiirzten DGI die homogene DGl im engeren Sinne verstanden.
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dieser DGl werden auch die charakteristischen Glen von (I) genannt.
Die ersten n dieser Glen konnen fiir sich gelést werden, die Losungen
der letzten Gl findet man dann durch eine bloBe Quadratur.

(b) Reduktion auf eine n-gliedrige homogene Differentialgleichung. Diese
n-gliedrige DGI ist .
(2) va(X) pv =0.

=1

Es kommt darauf an, fiir die DGl (2) in ihrem Definitionsbereich & ()
eine IBasis v, (z), . . ., ¥,—, (r) mit folgenden Eigenschaften zu gewinnen:

In ®(x) ist

3('/’1, e oy 'Pn—l)
O(2yy - -5 Zn—y)

+ 0,

und durch die Transformation

(3) N=910)- s Y1 =Vua(l), Y= Zn

wird das Gebiet ®(x) eineindeutig auf ein Gebiet F(y) abgebildet. Dann
sind die Integrale von (I) genau die nach allen y, stetig differenzierbaren
Funktionen z(r) = {(y), die der DGI

4) 9 () &y, + 90(y) £ =g(y)
geniigen; dabei sind g,, g,, ¢ die Funktionen, die aus f,, f;, f durch die
Substitution (3) entstehen. Die DGI (4) ist eine gewShnliche (also durch
eine Quadratur l6sbare) DGl mit der unabhéngigen Verinderlichen y,
und den Parametern v, ..., y,_;.

Das ergibt sich daraus, da} fiir die GréBen (3)

n

n n—1
YO0 = X8, L%+ hL,, 6t

»=1
ist und die innere Summe auf der rechten Seite nach der Definition der
v, den Wert 0 hat.

Beide Methoden (a) und (b) laufen iibrigens auf dasselbe hinaus. Fiir
Beispiele s. E 214, 2-20.

4.3. Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Ein solcher 1aBt sich in
einem groBen, angebbaren Gebiet nur beweisen, wenn einer der Koeffi-
zienten f, stindig == 0 istl). Dann kann man die DGI durch ihn dividieren,
einer der neuen Koeffizienten wird also 1. In der so spezialisierten DGl
sollen die Koeffizienten aber nun noch von Parametern abhéngen diirfen,
da man das bisweilen braucht (vgl. 6-4), d. h. es wird die DGI

2 Z 2
(5) I ACRI PR XCRTNEES (CRTRP)
y=1 v
behandelt; dabei steht y firr y,, ..., y, und 4 fir 4;, ..., 4,.

1) Vgl. jedoch 56 (b) fiir n = 2.
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Voraussetzung: In dem Bereich
a<zZLbY), —co< Yy Y, < F o0, A“SlygA’: 2)
seien die f, fiir » > 1 bei festem ). beschriinkt2) und alle f, und f stetig,
die partiellen Ableitungen 6; r, 3 ). (»=0,1,...,n) un d f = a—'{- seien
vorhanden, stetig und fir ein 2> 1 noch (k — 1)-ma1 uach allen
m 4+ n + 1 Argumenten stetig differenzierbar. — Die Funktion w(y, 4)
sei im Bereich
— 00 Yy s Y < 00, A”S;»PSA::’)

nach allen m 4 n-Argumenten k-mal stetig differenzierbar.

Behauptung: Fiir beliebige &, A aus den Intervallen
a<éE<SHY, A4, <2, < A%P)
hat die DGI (5) in dem Bereich
esr5b%), —oo<yy, in Y, < +o0
genau ein Integral
z=1y(x,yY;§, %)
mit dem Anfangswert
v, y; 8 ) =w(y, A).
Dieses Integral hat stetige partielle Ableitungen k-ter Ordnung nach allen
m -+ n + 2-Argumenten.

Sind
yv'_“Py(xsE”?l»'--’ 77::’;‘) (v:]-:""n)
die charakteristischen Funktionen?) des Systems
(6) ¥,(x) =1,(x, 4, 4) (v=1,...,n),
so ist das Integral durch die Parameterdarstellung
Y =0 (%, & 00 s Nys A) (r=1,...,n)
z == C—F-{w(nl, e M A) F ff(a:,cpl, cees @, M) e dx}
¢

1) In diesen UnGlen diirfen auch ein oder beide Gleichheitszeichen gestrichen
werden; die entsprechenden Intervallgrenzen diirfen dann — oo oder -+ o sein.

2) Diese Voraussetzung kann auch durch folgende ersetzt werden: Bei festem A

sind die partiellen Ableitungen —é (¥ = 1) beschrinkt.

%) Vgl. FuBnote 1.

) D. h. die IKurven von (6), die durch den Punkt & #,,...,7n, gehen; vgl
TA 54.
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mit Fo="Fo(z,&, M < os Ns 4) =ffo(x:?’1, e Pur A dz
gegeben?).

4.4, Haars Ungleichung?). In dem Pyramidenbereich

g: {2z, o, +4A(z— 8 <Ky, B, —A@x—¢&) (v=1,...,7n)

mit B, —a,>2A(c — &) sei z(x,y) eine stetig differenzierbare Funk-
tion3), die den UnGlen

LN
SAZI’,.,—_,;"+BlzI+0 (4, B>0, C = 0)

—ow(y) <26,y < oy

geniigt, wobei w(y) fir o, <y, < B, (v=1,...,n) stetig differenzierbar
ist und die UnGlen

Ei
oz

w>0, w,’ZO r=1,...,n)
erfiillt. Dann gilt in g
C z— o -
|2(z, ¥)| < 5 (2@ — 1) 4 €260 (i)
mit yv =Y, + A(x_ 5)'
4.5. Zusitze tir de: Fall n =2.
(2) In dem achsenparallelen Rechteck 4 BC D (Fig. 9) seien f(z, y),
g(x,y), h(z,y) stetig differenzierbar und f > 0 (f < 0), ferner sei € eine

die Punkte B, D (4, C) verbindende stetig differen-
0 ¢ zierbare Kurve mit negativer (positiver) Ableitung,

< und auf @ sei eine stetig differenzierbare Funktion
() gegeben. Dann hat die DGI
Fig. 9. in dem Rechteck genau eine Losung, die auf ¢ die

Werte w annimmt?). Das ist fast selbstverstind-
lich, da die durch @ gehenden charakteristischen Grundkurven ansteigen

(abfallen).
(b) In dem Trapez (Fig. 10) 0 < z < a, |y|+ 4 z < b seien f(z, y),
9(z, y), f,» 9, vorhanden und stetig, ferner sei

Cz* D
Ifl< 4, |f/<B lol<s5, lg,|< 5  (k1z0).

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 275ff.

2) A. Haar, Acta Szeged 4 (1928) 103ff. und Atti Congresso Intern. Bologna
1928, II1, S. 5— 10 (dort ist w eine positive Konstante). Der Satz von HaAR ist als
Sonderfall in 12:11 enthalten. Vgl. auch NAGUMO, Journal of Math. 15 (1938) 51—56 ;
J. SZARSKI, Annales Soc. Polon. 21 (1948) 7—25.

3) Es steht wieder y fir y,.. ., Yn.

¢) A. Corucct, Atti Torino 64 (1928—29) 219—234.
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Dann hat die DGI
p=f(z,9)q+9(z, 9 b

in dem Trapez genau ein Integral, das fiir =0 den ,
Wert 0 hat, und fiir dieses ist

. b
ok D 8B G+ .
2l < o 1wl =< g
(¢) Asymptotische Integration von Fig. 10.

f@, y)p+9(z 9 9=1[eh(z,y) + k=, ¥, 0)] 2.
Dabei sollen f, g in einer Umgebung von  =a, y = b regulir analytisch
sein, auBerdem sei k gleichmiaBig in eine asymptotische Reihe

k~27v(x’ y) o™’
v=0

entwickelbar mit Koeffizienten y,, die in der obigen Umgebung ebenfalls
regulir analytisch sind.

Wird @n
z=u(z,y,0) "¢

gesetzt, so wird aus der obigen DGI

volfe, + 99, —h) +fu, +gu,—ku=0.
Wird fiir ¢ eine Losung der linearen DGI

fo.+99,=h
gewiahlt, so bleibt noch die DGl

zu losen. Fiir die Losungen dieser DGl kann man nun, indem man die
charakteristischen Glen aufstellt, eine asymptotische Losungsentwicklung

erhalten?).
5. Die quasilineare Differentialgleichung
L)
ZIV(‘DU eoey Lpy z) '5";':-' =g (wu eo0y &y, z) 3).

5-1. Die Differentialgleichung und ihre Veranschaulichung. Die quasi-

lineare DGI1%) fiir eine Funktion z = 2(x,, . . ., z,) hat die Gestalt
4 ]
(I) va(zli""xn’z)a_:'=g(x1!""xn’z)
y=1 i

1) O. PERrRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 554f.

?) W. STERNBERG, Sitzungsberichte Heidelberg 1920, 11. Abh.

?) Die nachfolgende Darstellung lehnt sich an KaMxe, DGlen, S. 330— 341 an.

4) Tch schlieBe mich der Bezeichnung von COURANT-HILBERT, Methoden math.
Physik II, S. 57 an. Frither wurden diese DGlen linear genannt; planar bei FRANK-
v. Mises, D- u. IGlen I, 2. Aufl. S. 628, 634.
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oder bei Verwendung der Abkiirzungen p, = %z— und ¢ fir =z,,...,,
(ra) 2 L2, =g,
vyl

Sie ist also linear in den Ableitungen der gesuchten Funktion, wihrend
diese selber in nicht-linearer Form auftreten darf.

Im folgenden wird die DGl immer nur in einem solchen Gebiet
®,.,(x,2) des (n+ 1)-dimensionalen r, z-Raumes betrachtet, in dem die
Koeffizienten f, und g stetig sind.

Eine echte Veranschaulichung der DGI ist nur fiir » = 2 mdglich.
Schreibt man dann die DGI in der Gestalt

f(, 9,2 55+ 9(2, 9,9 52 = bz, 9,9), |f] + 9] >0,

se werden durch die DGl jedem Punkt z,, y,, 2, die Flichenelemente
%o, Yo» %> P> 9 zugeordnet, deren Richtungskoeffizienten p, ¢ die Gl

f(x, Yo» 20) P + 9(Zo5 Yos 20) 4 = h(xy, Yo, 2o)
erfilllen. Das sind die simtlichen Ebenen (ohne die zur z, y-Ebene senk-
rechte Ebene), die durch die Gerade

zr— xo=f(xo: YorZ0)t, Y — Yo=9(%g> Yp> %), 2 — 2o = h(%y, Yo, 29) ¢

(t ist Parameter) gehen. Durch die DGl wird also jedem Punkt z,, yq, 2
wie in 2-I ein Ebenenbiischel zugeordnet, aber die gemeinsame Gerade
der Ebenen ist (anders als in 2-1) jetzt im allgemeinen nicht parallel zur
z, y-Ebene.

5.2. Charakteristiken und Integralfliichen.

(a) Unter den zu der DGI (1) gehdrigen charakteristischen oder
LaGRANGEschen Glen versteht man das System der n -4 1 gewdhnlichen
DGlen
) {§m=ﬁm@ (r=1,...,),

Z(t) =g9(,2)

(man beachte, daB es bei der letzten Gl g und nicht etwa —g heift).
Jede Losung

3) 2 =01(t); .- T =g, (), z=0()

dieses Systems heiBt eine Charakteristik der partiellen DGl (1); die
durch die ersten » Glen (3) bestimmte Kurve im g-Raum heit auch
charakteristische Grundkurve.

Zwischen den Integralen und den Charakteristiken von (1) besteht,
entsprechend 3-2, folgende Beziehung:
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(b) Die Funktion x(r) sei in dem Gebiet &,(r) mit stetigen partiellen
Ableitungen versehen, und die Punkte g, * = x(r) mogen zu &, , ge-
horen. Unter diesen Voraussetzungen ist die Funktion z = x(x) im Ge-
biet &, genau dann ein Integral der DGl (1), wenn durch jeden Punkt
&, ..., &,, ¢ der Fliche z =y mindestens ein Charakteristikenstiick geht,
das ganz der Fliche angehort, d. h. wenn

p(t) = 2(pr(®), - - -, P (1))
fir ein durch &,, ..., &,, { gehendes Charakteristikenstiick (3) gilt.

5-3. Beispiele fiir die Losung der Differentialgleichung durch geome-
trische Charakterisierung der Integralflichen. Nach 5-2 (b) sind die In-
tegrale von (1) die stetig differenzierbaren Flichen z = %(x), die sich aus
Charakteristiken aufbauen lassen. Haben bei einer speziellen DGl die
Charakteristiken eine gut iibersehbare Gestalt, so kann man die DGI
auf Grund jener Tatsache bereits als gelost ansehen. Einige Beispiele
mogen das erldutern.

(a) a—g-%-lr-b%:c mit |a|+ |b]>0.

Die charakteristischen Glen sind
) =a, y@t)=0b, 2 =c.
Die Charakteristiken sind daher
z=¢&+ at, =n+bt, 2=(+ct,
wobei &, 77, { beliebig gewihlt werden kénnen. Die Charakteristiken bilden
also eine Schar von parallelen Geraden, die wegen |a|+ |b| > 0 nicht
senkrecht zur z, y-Ebene sind, und die IFlichen sind die stetig differen-

zierbaren Zylinderflichen z = yx(z, y), deren Erzeugende parallel zu jenen
Geraden sind.

(b) (x—a):—:+(y—b)%=z—c.
Die charakteristischen Glen sind
@) =xz—a, yt)=y—>b, 2@t =z—c¢,
und die Charakteristiken
zr—a=0C,¢d, y—b==C¢, z—c=C;¢,
d. h. die Charakteristiken sind die sémtlichen Strahlen, die von dem Punkt
a, b, ¢ ausgehen. Die IFlichen sind daher die stetig differenzierbaren
Kegel (Konoide) z = x(«, y) mit der Spitze im Punkt a, b, c.
(€) (bz—rcy) = —}—(cx—az)%j:ay—bx mit |a| + |b] +|¢|> 0.
Die charakteristischen Glen sind

() =bz—cy, yY@t)=crx—az, 2(t)=ay—bz.
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Aus ihnen folgt fiir jede Charakteristik
ax' +by +¢2'=0, z2’+yy +22 =0,

also ist

ax+by+cz=-const und =224 y2-} 22 = const
lings jeder Charakteristikl), d. h. jede Charakteristik gehort einer Ebene
az+ by + cz=C, und zugleich einer Kugel 22 4 y2 4 22 = C} an, ist
also ein in jener Ebene liegender Kreis (der auch in einen Punkt entartet
sein kann). Die IFlichen sind also die stetig differenzierbaren Flichen
z2=yx(z,y), die aus diesen Kreisen aufgebaut werden kénnen, d. h. sie
sind die stetig differenzierbaren Rotationsflichen (oder Teile von solchen),
deren Rotationsachse durch den Nullpunkt geht und senkrecht zur Ebene
azx+ by + cz=0 ist.

(d) (bz-——cy—l—A)g;—{—(cx-—-az—}—B)%:ay———bx—{—C.

Die IFlichen sind gewisse Schraubenflichen. Das 148t sich nach dem
Muster von (c) zeigen. Die Rechnung wird jedoch einfacher, wenn man
mit Vektoren rechnet. Wird

a=(a,b,0), ﬂ:(A7B>C): g:(x,y,z)

gesetzt, so lauten die charakteristischen Glen

*) @) =Aa+axry.
Damit nicht der Sonderfall (a) oder (c) vorliegt, wird a0 und &= 0
vorausgesetzt.

Es soll bewiesen werden, daB jede Charakteristik ¢ = r(¢) eine Schrau-
benlinie ist, deren Achse durch den Endpunkt Q

des Vektors ::aa

ist (Fig. 11). Fir einen beliebigen Punkt
P = P(x) der Charakteristik ist der Vektor

geht und parallel zum Vektor a

axf
a2

-— =
y=02P=¢—

und das Quadrat des Abstands r = r(¢), den der
Punkt P von der oben eingefiihrten Achse hat,
Fig. 11. ist, von einem konstanten Faktor abgesehen,

1) Hieraus folgt mit 5-4 oder auch mit 5-2 (b), daB z = VO’—::’—y’ und,

falls ¢ 4= 0 ist, auch z = g—_a:—_by ein Integral der DGI ist.
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2
r2=(a><y)2=(ax;—a><"—:,—a)

=(0><!)2—2(axz)(ax“$ﬂ)+(ax“_:’ﬂ 2

= (ax 1 — 2(a X 1) = [a(a f) — A2 4 const

=(axXr)?+2(aXr) A4 const

= (A + a X x)? + const.
Da nach (¥*)

dAtaxpr=2(A+axp(axy)=2r(@xy)=0
ist, ergibt sich in der Tat, daB 2 konstant ist. Alle Punkte der Charakte-
ristik haben also von der Achse einen festen Abstand. Weiter ist
2= (8- a X x)>= const
und
ar’' =a(A + a X t) = a A = const,

also bilden die Tangenten in einem Kurvenpunkt mit der Parallelen zu a
stets gleiche Winkel, d. h. die Charakteristiken sind die Schraubenlinien
mit der festen Achse, die parallel zu a durch den Punkt © geht, und die

IFlichen der partiellen DGI daher die Schraubenflichen, die sich aus diesen
Schraubenlinien aufbauen lassen.

5.4. Losung der Ditferentialgleichung durch Reduktion aut eine lineare
homogene Differentialgleichung. Durch das Reduktionsverfahren 12-3 (a)
entsteht aus der DGI (1) die lineare homogene DGI?)

@ 35w gn + o) 5 =0

v=1
fir w = w(g, 2) als gesuchte Funktion. Lost man fiir ein Integral w dieser
DGI die Gl w = 0 nach z auf, so erhilt man unter den nétigen Voraus-
setzungen eine Losung von (1). Genauer gilt folgendes:

Es sei w=1y(x,2) in &,,,(z,2) ein Integral der homogenen DGI (4).
Ferner sei x(r) in &,(xr) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) x ist in @, stetig differenzierbar;

pB) die Punkte r,z = x(r) gehoren dem Gebiet ®,,, an;

) in keinem Teilgebiet von &, ist y,(z, x(z)) = 0;

0) y(z, 2(¢)) ist konstant in G, .

Dann ist x(z) in &, ein Integral der quasilinearen DGI (1).

1) Das Plus-Zeichep in der folgenden Gl ist richtig.
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Die charakteristischen Glen der linearen DGI (4) sind nach 3-2 gerade
die charakteristischen Glen (2) der quasilinearen DGI (1).

Zu der Frage, ob man nach diesem Verfahren durch Variation der In-
tegrale v von (4) samtliche Integrale von (1) erhalten kann, s. KAMKE,
DGlen, S. 333f. und Nachtrag zu Nr. 172.

Beispiel: (y+z)2g—2—z(y+22) ziy=xz.

Es soll eine IFliche angegeben werden, die durch die Raumkurve z = 22,
y = 0 geht.

Man versucht zunichst, Integrale der Zugehdrigen linearen homogenen

DGl

] 0 0
(y+2°5, —2(y+ 205 +a25 =0

zu erhalten. Die charakteristischen Glen dieser DGI sind
gt)=(y+2% yYO)=—=2(@y+22, Z{¢)==xz.
Aus ihnen folgt
(y+22 4+ +2)2=0, 22’ +yy —22=0.
Nach 3:3 hat die homogene DGl daher die Integrale
iz, y,2) = (¥ +2)2, v(2,9,2) =2+ y*— 2%
und zwar bilden diese Funktionen eine IBasis. Fiir eine beliebige stetig
differenzierbare Funktion Q(u, ) ist auch
* y(z,¥,2) ='Q(1P1(x’ Y,2), ya(2, ¥, z))
ein Integral der homogenen DGl. Kann man die Gl y = 0 nach z auflésen
und erfiillt die Losung z = (=, y) die vorher genannten Voraussetzungen,
so ist y ein Integral der gegebenen quasilinearen DGl. Dieses Integral
soll hier fiir y = 0 den Wert z = 22 haben, d. h. es ist z aus
Q(u,v)=0
zu bestimmen, und diese Gl soll insbesondere erfiillt sein fiir
u=1yp,(2,0,2%) =a!, v=1y,(z,0, 2% =22 — 2t
Aus diesen Glen folgt (u -+ v)2 = u. Fiir Q(u, v) = (v + v)®? — u ist also
die Anfangsbedingung erfiillt, und aus (*) wird
y=0"+9+y2’—(y+2)e=.
Indem man schlieBlich 9 = 0 nach 2z auflost, erhilt man das gesuchte
Integral.
5.5. Der Sonderfall p + Efv(w! y,2) q,=g(x, y, 2).
(8) Allgemeine Sitze iiber die Existenz von Integralen mit gegebenen
Anfangswerten (CAUCHYs Problem) fiir groe, angebbare Gebiete sind wie
bei der linearen DGI auch hier wieder nur fiir den Fall bekannt, daB einer
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der Koeffizienten f, von (1) in dem ganzen betrachteten Bereich == 0 ist.
Dividiert man durch diesen Koeffizienten, so erhilt die DGl (1) bei un-
wesentlicher Anderung der Bezeichnungen die Gestalt

(5) T+ 3 h@ A 5 =g(z,u,2);
v=1 v

dabei steht y fir y,, ..., y,, und z = z(z, y) ist die gesuchte Funktion.
Die charakteristischen Glen (2) lauten, da ¢t = = gew#hlt werden kann,

(6) {yﬁ(z):f,(x, y,2) v=1,...,m),
Z(z) =g(z, Y, 2).
Legt man fiir eine gegebene Funktion w(,, ..., »,) die Charakteristiken
durch die Anfangspunkte
E s e s My =000, - -5 M)
und untersucht man, wann die Charakteristiken sich zu einer IFliche
zusammenschlieBen, so gewinnt man z. B. den folgenden
(b) Existenzsatz: In dem Bereich
7)) |t —&| <a, y,z beliebig
seien die Funktionen f;,...,f,, g stetig und mit beschrinkten stetigen
partiellen Ableitungen erster Ordnung nach den y, und z versehen; die
absoluten Betrige aller dieser Ableitungen seien << 4. —- Ferner sei w(y)
eine Funktion, die fiir alle y, beschrinkte stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung hat; die absoluten Betrige aller dieser Ableitungen seien < C.
Dann hat die DGI (5) fiir
c=—21 10 (1 + _r+1
m+1)4 °8 YESY
in dem Bereich
|z — &| < Min (a,a), Yy beliebig
genau ein Integral z = y(x, y) mit den Anfangswerten
25 y) =w(y).
Dieses Integral ist in einer Parameterdarstellung — die Parameter sind
Nys .+ . N, — durch
2=, & M5 s s O, - - 5 7)),
=0z &m0y, am,) =1,...,0)
gegeben; dabei sind
Y =@, (&, &m0 01, ) w=1,...,1n)
2=, &, M, - - M, C)
die zu dem System (6) gehorigen Charakteristiken (vgl. I A 5:4)1).

1) E. KaMkE, DGlen, 8. 336—340 und Nachtrage zu diesen Seiten.
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Zieht man die aus 122 fiir die DGI (5) sich ergebenden 2 n 4 1 charakte-
ristischen Glen heran, so 1a8t sich zeigen, daB die oben eingefiihrte Zahl «
vergroBert werden kann, und zwar kann man setzen

1 R
“_A———(C’+1) fir n=11),

1 n(C+1) .. 2
oc__(n—__i)—A—log—n—(—;q_—l— fir n > 2 2).

DaB iiberhaupt eine solche Zahl « eingefithrt werden muB, obwohl die
Charakteristiken, wie leicht zu sehen ist, bei den Voraussetzungen des
Existenzsatzes in dem ganzen Bereich

z |z—&|<a existieren, ergibt sich
schon im Fall n =1 daraus, daB ein

zundchst schlicht iiber der z, y-Ebene

liegendes Charakteristikenband sich

mit Entfernung von x = £ verdrehen

kann, so daB es dann nicht mehr

schlicht iiber der =z, y-Ebene liegt
\ (vgl. Fig. 12).
. (¢) Allgemeine Gebiete. Ist die
. // / DG] nicht in dem speziellen Bereich (7),
* l 7

sondern in einem allgemeineren Ge-
a biet ®,,,(x,y,z) gegeben, so kann
Fig. 12. man nach dem Muster von 3:6 (c) den
Definitionsbereich der Xoeffizienten

auf einen Bereich (7) oder auf den ganzen z, y, 2-Raum ausdehnen und
auf diese Weise mit Hilfe von (b) einen Existenzsatz fiir ein Teilgebiet von

®, .  herleiten?3).
. . 9z oz

(d) Beispiel: ﬂ—,—_a_y =z.
Es soll ein Integral z(z, y) mit dem Anfangswert 2(0, ) = w(y) bei ge-
gebenem w gefunden werden.

Die charakteristischen Glen sind ¥(x)=1, 2'(z)=x=.

Die durch den Punkt &, 7, gehenden Charakteristiken sind

y=@z,&n0)=2—¢+n,

- z=¢(xs 59”9 C) =Ce$-€.

1) J. PERAUSOWNA, Annales Soc. Polon. Math. 12 (1934) 1—5.

3) T. WazEwSKI, Annales Soc. Polon. Math. 12 (1934) 6—15. E. KAMKE, Publi-
cations de I’Institut Math. de I’Acad. Serbe 4 (1952) 61—68 [mit vielen unberichtig-
ten Druckfehlern}.

3 Vgl. auch O. PERRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 5567ff. (n = 1, trapez-
formiges Gebiet, Methode: Iterationsverfahren).
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Daher ist

y=z+17, z=¢o0)
eine Parameterdarstellung fiir das gesuchte Integral. Hier kann man den
Parameter 1 noch leicht entfernen und findet

z=¢ w(y — )
als gesuchtes Integral, und zwar auch dann, wenn w nicht alle Voraus-
setzungen des Existenzsatzes erfiillt.
5-6. Die allgemeine Differentialgleichung, inshesondere auch fiir n =2.
(a) Die Anfangswertaufgabe (Caucmys Problem) fiir die DGl (1)
lautet hier wortlich wie in 37 (b): Fiir ein Grundgebiet h(x), das in
einer Parameterdarstellung
h: z, =u,(t, .. .rt_4) r»=1,...,n)
gegeben ist, soll ein Integral angegeben werden, das in f vorgeschriebene
Werte »
8) z=u(ly,...,t,_,)
annimmt. Die Aufgabe ist unter folgenden Voraussetzungen losbarl):
Die f,(z, z) und g(x, z) seien in dem Gebiet &(x,z), die %, und u in
einem Gebiet T(t,,...,7,_,) stetig differenzierbar. Die Punktmenge

B(x, z), die aus den Punkten § und (8) besteht, mdge zu & gehoren. SchlieB-
lich sei die Determinante

filug, oo ug,uw), oo f(uy, e, u,, %)
duy du,
—a—t: 3 ¢ o ooy -éz
() 2 O I I R +0
ou, Oy
Oty_y o oy,

in dem Gebiet T.
Durch die Punkte von f lege man die Charakteristiken?)

xv=¢v(t’u]""’u"1u) (1’=1,...,n')

(z0) z2=0@ (t,uy, ..., u,,%).

Die ersten n dieser Glen bestimmen ein charakteristisches Grundgebiet g(T).

Dann liefern die Glen (10) eine Parameterdarstellung des gesuchten
Integrals in jedem Teil von g(T), der das Grundgebiet §) enthilt und in
dem die Glen (10) Punkte von & liefern und die Auflésung der ersten

1) Vgl. CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 57ff.; 8. 60—63
auch Untersuchungen {iber den Fall, daB die Determinante (9) Null ist.
%) Die Bezeichnungen sind entsprechend 3-7 gewahlt.
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n Glennacht,t,, ..., ,_, stetig differenzierbare Funktionen von z,, ..., z,
liefert; wegen (g) trifft dieses sicher in einer hinreichend kleinen und passend
geformten Umgebung von § zu.
(b) Fir den Fall » = 2 und die DGI
o0z __ h(z,y)

oz

gilt noch folgender Satz:

Die Funktionen f, g, h seien in dem Gebiet & (z, y) stetig differenzier-
bar, und es sei |f| + |g| > 0; ferner durchlaufe A(u) fir u;, < u < u,
den Bereich aller reellen Zahlen und habe eine stetige Ableitung == 0. —
Dann hat die DGl ein Integral in jedem einfach zusammenhingenden
Teilgebiet g von &, das keinen im Endlichen gelegenen Randpunkt mit &
gemeinsam hat und in dem f, g beschrinkt sind?).

Fir A(uw) =u, logu, tgu, cgtu lautet die rechte Seite der DGI:
h, zh, hcos?z, — hsin?z.

5.7. Reihenentwicklungen.

(a) Bei Zulassung komplexer Verinderlicher gilt folgender Existenz-
satz: In der expliziten Form (5) der DGI seien die Koeffizienten f, (z, y, z)
und g(z, y, 2) regulire Funktionen der Verianderlichen x, y,,...,y,, z in
einer gewissen' Umgebung der Stelle &,7,,...,7,,{, d. h. sie seien in
absolut konvergente Reihen entwickelbar, die nach natiirlichen Potenzen
von x — &, y, —1,, 2 — { fortschreiten. Ebenso sei w(y) eine gegebene
reguldre Funktion von ¥, ..., y, in einer gewissen Umgebung von
Nys -+ > Ny, und es sei

@My, - M) = g.
Dann hat die DGI (5) genau ein Integral, das in einer hinreichend kleinen
Umgebung von &,7%,,...,7, eine regulire Funktion von z,y,,...,y,
ist und fir z = & die Werte
2§, y) = o(y)
annimmt 2).
Die Koeffizienten der gesuchten Potenzreihe

2= 0,0 (E—E (G — ) (Y — )™

1) E. KamMgE, Math. Zeitschrift 41 (1936) 66. Vgl. auch M. CiBrarIO, Atti
Accad. Lincei (6) 18 (1931) 26—31; dort ist die rechte Seite alilgemeiner, dafiir wird
die Existenz des Integrals nur in einem charakteristischen Feld g behauptet.

2) Vgl. CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S.31—44. ForsyTa,
Diff. Equations V, Kap. 1. GoursaT, Equations du premier ordre, Kap. 1.
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erhilt man durch Eintragen dieser Reihe in die DGI (5) und Vergleichen
entsprechender Potenzen unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen.

(b) Fir die Benutzung allgemeinerer Reihenentwicklungen s. 10-5.

5.8. Ubersicht iiber die Losungsmethoden. In einer Reihe von Fillen
wird man durch die Methoden von 5:3 und 5:4 zum Ziel kommen. Gelingt
es nicht, auf diesem Wege die gesuchte Losung zu erhalten, so kann man,
wenn die Anfangswerte des Integrals gegeben sind, die charakteristischen
Glen nach einem der in I A § 8 beschriebenen Verfahren lésen und erhilt
dann nach 5-5 oder 5-6 die gesuchte Losung in einer Parameterdarstellung.

6. Systeme linearer Differentialgleichungen.?)

6-1. Der Sonderfall p,=f, (x;,...,2,), (v»=1,...,n). Das ein-

fachste System linearer DGlen ist von der Gestalt

0z

é;;:fv(z) ('V-:].,...,n),
wo wieder ¢ fiir z;, ..., z, steht und z = z(r) die gesuchte Fugktion ist.
Sind die f, in dem Gebiet & (r) stetig differenzierbar, so ist jede Lésung
des Systems sogar gweimal stetig differenzierbar. Da dann

B2z o

oz, 0, Iy 0%,

ist, muB
24, _l,

oz, 0=,

(Integrabilititsbedingung)

gelten. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist das System in jedem einfach
zusammenhéngenden Gebiet & auch wirklich 16sbar, und man kann den
Anfangswert { von z noch fiir einen beliebigen Punkt &, ..., £, von 6
beliebig vorschreiben. Die Losung des Systems ist dann

e=C+ [ (fuday -+, da,).

&, tn
Dabei ist das Integral iiber eine stetige rektifizierbare Kurve zu er-
strecken, die in & den Punkt &,,...,&, mit z,, ..., x, verbindet;

sein Wert hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt, nicht von dem spe-
ziellen Verlauf der Kurve ab.

Bei einem konkret gegebenen System wird man etwas anders vorgehen:

man wird erst alle Funktionen bestimmen, welche die erste G1 des Systems

1) Zu diesem Abschnitt vgl. ForsyTn, Diff. Equations V, Kap. 3. GOURSAT,
Equations du premier ordre, Kap. 2.
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erfiillen; dann die Teilmenge dieser Funktionen, die auch noch die zweite
Gl erfiillen usw.
0z
oz,
fullt. Aus der ersten Gl findet man z =z, z, + ¢(x,), und aus der
zweiten Gl weiter ¢’ (z;) = 0, also schlieBlich z =z, z, + C.

6-2. Das allgemeine lineare System. Die Klammerbildung.
(a) Das allgemeine lineare System ist von der Gestalt?!)

S 0z . epas .
Beispiel: 7z, = Yo = x,. Die Integrabilititsbedingung ist er-

(1) kZ'f"”‘(z) +A%0e=g¢"0 (=1,...,m),
-1
wobei wieder ¢ fiir z;, ..., x, geschrieben ist und z = z(z) die gesuchte
Funktion ist. Wird unter F* der Operator
y" fl‘r fl‘v
i
verstanden?), so kann fiir (1) auch kurz
(1a) Ptz =gt r=1,...,m)

geschrieben werden. Statt von einem System spricht man, vor allem in
der technischen Literatur, auch von gekoppelten DGlen.
LiBt sich das System (1) nach m der Ableitungen auflésen, so nimmt

es, wenn jetzt die unabhéngigen Verinderlichen mit x,, ..., z,, 4;,..., 9,

bezeichnet werden (es ist r:m), die Gestalt

(2) g—Zf""(zy +4% 2+ 96y (w=1,...7)
“ k=1

an, wobei hier ¢ und y fir =, ..., , und ¥,, ..., y, geschrieben ist.

Man nennt (2) die explizite oder kanonische Gestalt eines Systems
linearer DGlen.

Integral eines Systems ist jedes gemeinsame Integral aller DGlen des
Systems. Die Gesamtheit der Integrale ist also eine Teilmenge der Inte-
grale jeder einzelnen Gl und kann daher (vgl. 6-7 (b)) durch Einengung
der Integrale einer einzelnen Gl erhalten werden.

Uber die Koeffizienten der Systeme (1) und (2) wird durchweg voraus-
gesetzt, daB sie in dem betrachteten Gebiet ®&(r) bzw. &(r, y) stetig
differenzierbar sind.

1) Es ist zweckmaBig, hier zur Unterscheidung der Funktionen obere statt
untere Indizes zu benutzen und mit unteren Indizes Differentiationen anzudeuten,
p_ otk

= ist
0%,
%) Offenbar ist FA(uv) = vFru + uFry —frOuv,

so daB also z. B. f‘;;
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Fiir jedes Integral z des Systems (1) ist
3) F(Ftz—g¢")— F(Fz—g)=0,

da die Klammern Null sind. Fiir beliebige, zweimal stetig differenzierbare
Funktionen z heben sich bei Ausfithrung der bei den Operatoren F auf-
tretenden Differentiationen die zweiten Ableitungen von z fort. Die Glen (3)
lauten dann, ausfiihrlich geschrieben:

W SRS =L e e =T )

e=1 ‘k=1
=k§ @5 S~ N+ 0 — g 0,

haben also wieder die Gestalt der Glen (1). Von der Gl (4) sagt man,
sie sei durch Klammerbildung [u, ] aus der u-ten und »-ten Gl des
Systems (1) entstanden. Es besteht also die grundlegende Tatsachel):

(b) Jedes Integral des Systems (1) muB auch die durch Klammer-
bildung entstehenden Glen (4) fir 1 < u, v < m erfiillen?) 3). Man bildet
diese Glen am einfachsten auf Grund von (3), indem man die zweiten
Ableitungen von z unberiicksichtigt 1aBt4).

Fiir das System (2) lauten die Glen (4)

e=1 k=1

- ; H v yol @
& X{Nsrt— - rearg 2
+ 3 st - ph -+ 1) e
+ X @ = G e A =g =0
=1

1) Der obige Beweis gilt nur fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen z.
Die Tatsache gilt aber auch fiir Funktionen z, die nur einmal stetig differenzierbar
sind. Erster Beweis von E. ScaMIDT, Monatshefte f. Math. 48 (1939) 426—432. Ein-
facher bei O. PERRON, Mathem. Annalen 117 (1941) 687—693 und A. OsTROWSKI,
Commentarii math. Helvetici 15 (1942) 217—221. In diesen Arbeiten ist g# = f#0 = 0.
Nach brieflicher Mitteilung von O. PERRON gilt der Satz aber auch fiir belie-
bige g#; fu0.

2) Da [u, v] und [v, u] sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden und [u, u]
die Gl. 0 = 0 bedeutet, geniigt es, die Glen (4) fir 1 < u <% < m aufzustellen.

3) Die Glen (4) sind nicht ein Sonderfall der in 14-6 aufgestellten Glen (14);
dagegen sind die Glen (5) ein Sonderfall der Glen (2) von 14-1.

4) Fiir Beispicle s. etwa E 5.6 und 5-11.
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6-3. Involutionssysteme und vollstindige Systeme.

(a) Das System (1) heit Involutionssystem, wenn die Glen (4)
fir alle stetig differenzierbaren Funktionen z erfiillt sind, d. h. wenn die
Koeffizienten von (1) die sog. Integrabilititsbedingungen

S URIP =R =0 @y =1 ami0=0,1,..,m),
© {5

n
E(g;;ka__g; fﬂk)=fuogv__fvog# (,u,‘l’=1,...,m)
= B x

erfilllen. Insbesondere ist also das System (2) ein Involutionssystem,
wenn die zu ihm gehérigen Integrabilititsbedingungen

8
g(f;';f“‘—f;;fﬂ")= B—fal wv=1,..,10=0,1,...,9)
7 {7
;(%‘kf”"——g;,,f"") =gi — 9., +/°F—%" (wrv=1,...1)
=1

erfiillt sind; das System (2) wird dann auch ein JAacoBIsches System
genannt.

Uber die Erhaltung eines Involutionssystems bei Transformation der
unabhiingigen Verdnderlichen s. 6-5.

(b) Das System (1) heilt vollstindig (systéme complet), wenn jede
der durch Klammerbildung entstehenden Glen (4) fiir beliebige z nur eine
lineare Komposition der Glen (1) ist, d. h. wenn

PPz — ) — P —¢) = 3] () (2 — &)
=1

mit geeignet gewihlten (von ux und » abhingenden) Funktionen 4, (r) fiir
beliebige stetig differenzierbare Funktionen z ist.

(¢) Um die Losung eines gegebenen Systems (1) vorzubereiten und
einen Anhaltspunkt iiber die Menge der Losungen zu erhalten, bildet man
aus (I) in folgender Weise ein vollstindiges System:

Ist eine der Glen (1) in ®(x) fiir beliebige stetig differenzierbare Funk-
tionen z eine lineare Komposition der iibrigen, z. B.
Frz—g" = 3] 2, (Fz—¢°)
e+u
fiir passend gewihlte Funktionen 4, (x), so kann die Gl fortgelassen werden.
In dieser Weise sei das System (1) auf moglichst wenige Glen reduziert
(reduziertes oder linear unabhingiges System).
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In der Literatur findet man die Behauptung, daB jedes reduzierte System aus
hdchstens = + 2 Glen besteht!). Zur Begriindung (falls eine solche gegeben wird)
wird angefiihrt, daB fiir je » 4- 3 Glen die Matrix der Koeffizienten

(frO, fu1, .., frn, gw) m=1,...,n+3)

mehr Zeilen als Spalten umfaBt, also eine Zeile sich aus den iibrigen linear kompo-
nieren 1aBt und somit fiir m > n + 3 eine Zeile des Systems (1) gestrichen werden
kann. Es ist richtig, daB fiir jedes feste r eine Zeile sich aus den iibrigen linear
komponieren 1aB8t; aber es ist nicht richtig, daB das fiir eine feste Zeile in dem ganzen
Gebiet & (r) oder auch nur in einer hinreichend kleinen Umgeburig eines beliebigen,
jedoch fest gewihlten Punktes z, gilt. Das letzte ist jedoch dann richtig, wenn die
Matrix an der Stelle r, einen Rang hat, der der héchste in einer gewissen Umgebung
von p, auftretende Rang ist.

Nach 6-2 (b) muB jede etwa vorhandene Losung des Systems (I) auch
die durch Klammerbildung entstehenden Glen (4) erfiillen. Das System (1)
kann daher durch diejenigen Glen (4) ergéinzt werden, die sich nicht aus
den Glen (1) linear komponieren lassen. Es entsteht dann wieder ein System
von der Gestalt (1), das jetzt m; Glen umfassen mége. Ist m; >m, so
wird das eben geschilderte Erginzungsverfahren (wobei die Koeffizienten
als hinreichend oft stetig differenzierbar vorausgesetzt werden) von neuem
auf das System der m; Glen angewendet; usf. Fiihrt das Verfahren nach
endlich vielen Schritten zu keinen neuen Glen?), so hat man ein vollstin-
diges System erhalten, das man nun evtl. nach 65 (¢) noch in ein Invo-
lutionssystem {iiberfithren kann.

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des erhaltenen voll-
stindigen und somit des urspriinglichen Systems ist jedenfalls, daB es,

als algebraisches GlsSystem fiir die GréBen z, Ea?z’ ces :Tz betrachtet,
1 n

16sbar sein muBl. Ergibt sich dabei, daB alle z, = 0 sein miissen, so kann

das System hochstens die Lésung z = const haben.

Fiir Beispiele s. E 5.

1) Vgl. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 66. SERRET-SCHEFFERS,
Differential- und Integralrechnung I1I, S. 566f., 569f. CARATHEODORY, Variations-
rechnung, 8. 33. In Wirklichkeit wird die Behauptung fir f#0 = gt = 0 ausge-
sprochen und lautet dann, daB das reduzierte System aus hochstens m Glen be-
steht, wobei iiber das Gebiet, fiir das die Behauptung gelten soll, nichts gesagt
wird.

2) In der Literatur findet man die Behauptung, daB dieser Fall stets eintritt und
daB ein reduziertes vollstindiges System hochstens n + 2 Glen umfaBt (vgl. etwa
GOURSAT, a. a. 0., S. 67; SERRET-SCHEFFERS, a. a. 0., 8. 569; CARATHEODORY,
a. a. 0., 8. 33). Diese Aussage beruht auf demselben FehlschluB, der oben fiir die
linear unabhéngigen Systeme aufgezeigt ist.
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6-4. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Jacobische Systeme. A.Mayers
Losungsverfahren. In dem Bereich
(8) e, <z,xb' (e=1,...,7), y beliebig
seien die Koeffizienten f#* des Systems (2) fiir k¥ > 1 beschriinkt?), alle
¥ und g* stetig differenzierbar, und es seien die Integrabilititsbedin-
gungen (7) erfiillt. Ferner sei eine Funktion w(y) gegeben, die fir be-
liebige y stetig differenzierbar ist. — Dann hat das System (2) in dem
Bereich (8) fiir beliebige &, aus den Intervallen e, <&, b, 1) genau ein
Integral z =4(x, y) mit dem Anfangswert y(&;,...,¢&,, y) =w(y)3).

Der Beweis wird am einfachsten bei Verwendung der A. MaYERschen
Transformation?). Bei dieser werden die unabhingigen Verinderlichen x
als Funktionen von r 4 1 unabhingigen Verinderlichen u, u,,...,u,
dargestellt, und zwar wird

9 z, =& +uu, (e=1,...,7)
gesetzt. Fir Z(uw,w,, ..., %,,y) =z(r,y) erhilt man dann aus dem
System (2)
(10) Z,,=2F"zyk+1«'°z+a

k=1
mit

r r
F"=‘Z:uaf"k (k=0,1,...,9), Gzés;'uag‘-’,
o= o=
und aus den Anfangsbedingungen fiir z folgt

(11) Z(0,uy, .. u,Y) =w(y).
Die Gl (10) ist eine lineare DGI fiir Z, bei der u, y als unabhingige Ver-
énderliche und u,, ..., u, als Parameter anzusehen sind.

1) Hier kann an beliebigen Stellen das Gleichheitszeichen auch fehlen, und es
darf dann an solchen Stellen a, = — oo bzw. bo = - oo sein.
2) Diese Voraussetzung kann auch durch die Forderung ersetzt werden, daf

alle Ableitungen ff;: fiir £ > 1 beschriankt sind.

3) Fiir einen allgemeineren Satz, bei dem die Koeffizienten von (2) und w noch
von Parametern abhingen diirfen und der schirfere Differenzierbarkeitsaussagen
enthilt, s. E. KaMxE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 2756ff.

4) A. MAYER, Mathem. Annalen 5 (1872) 459f., setzt 2, —§&, = u, b, (u,, ..., u,)
und wahlt insbes. auf S. 460

z,—& =% ud =z, —§ =uu, firv>1
(ein % ohne Index tritt also nicht auf). Ebenso verfahren spitere Autoren. Dabei
wird iibersehen, daB man auf diese Weise keine volle Umgebung des Punktes
&, ..., & erhalten kann, da fir 2z, = &, notwendig alle z, = §, sind. Die obige all-
gemeinere Form der MavERschen Transformation findet man bei CARATHEODORY,
Variationsrechnung, S. 26.
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Fiir die Losung der Aufgabe (10), (11) stehen die Methoden von 4 zur
Verfiigung. Ist eine nach allen r 4 s + 1 Argumenten stetig differenzier-
bare Losung Z dieser Aufgabe gefunden, so ist

2, y=Z(1,2,—&,...,2,—&,,y)
die gesuchte Losung des Systems.

Damit ist das System (2) auf eine einzige DGI zuriickgefiithrt. Theore-
tisch ist dieses Verfahren sehr bequem, bei der Anwendung auf konkrete
Beispiele kann das anders sein, zumal wenn das System nicht von vorn-
herein in der expliziten Gestalt (2) gegeben ist.

c 0z dz 0z dz

Beispiel?): 5:—c:=z+ﬁ’ 5;2=z+%
fiir die Funktion z = z(x,, %,. ). Das System ist ein Involutionssystem.
Fiir Z(u, u,, 4y, y) erhdlt man die DGl
*) Z, = (u, -+ u) (5, + Z).

Die zugehorige dreigliedrige lineare homogene DGI fir W = W (u, y, Z)
(vgl. 42 oder 5-4) ist
Wu_ (uy + u) Wy + (ul + ’uz)Z Wz =0.
Fiir diese Gl ist
Ze, (wtuw)uty
eine IBasis, Losungen sind also z. B. fiir eine beliebige stetig differenzier-
bare Funktion Q die Funktionen
W=2e — Q[+ u)u+yl,
also fiir (*) die Funktionen
Z =" Q(u; + up) u + yl,
also fiir das gegebene System di: Funktionen
z=e Qx4 7+ y),
falls & = &, = 0 gewiihlt wird.
6-5. Eigenschaften vollstindiger Systeme.
(a) Jedes vollstindige System (1) geht durch die Transformation
Z(II, MR xn) =C(y1’ ] yn)’ yvz X»(xl’ MRS} xn) (‘V = 1’ sy n)
wieder in ein vollstindiges System iiber, wenn die x, in ®(x) zweimal

stetig differenzierbar sind, ®(r) eineindeutig in ein Gebiet des y,, ..., y,-
Raumes iibergefithrt wird und

3(%1’ ety Zn) 4___0

0(Zys ..., Zy)

1) L. BIEBERBACH, DGlen, 3. Aufl,, 8. 314, wo das Beispicl jedoch nicht richtig
bebandelt ist.
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istl). War (1) ein Involutionssystem, so ist auch das neue System ein
Involutionssystem.

(b) Jedes System, das einem vollstindigen System algebraisch dqui-
valent ist, ist selber vollstindig. Genauer gesagt: Es sei (1) ein vollstindiges
System, und es seien 4,,(x) (4, v==1,....m) in &(r) stetig differenzier-
bar und die Det |4,,|= 0. Wird

G =3 A, F, WO =3 4,060 @=1...,m

k=1 k=1
gesetzt, so ist auch
G* z = b (1) (u=1,...,m)
ein vollstindiges System?).
(¢) Uberfiihrung eines vollstindigen Systems in ein Involutionssystem:

Das System (1) sei in ®(r) ein vollstindiges System mit m < n. Ist in
dem ganzen Gebiet ® eine feste m-reihige Unterdeterminante der Koeffi-

zientenmatrix
f " (u=1,...,m;v=1,...,7n)
von Null verschieden, etwa

Det | f“*| 0 (u,v=1,...,m),

. 5:—:« eindeutig auflésbar und in dieser
m

aufgelosten Form ein Involutionssystem?).

so ist das System (I) nach ;—;1, ..
1

6.6. Homogene Systeme. Das System (I) ist ein homogenes System,
wenn alle f#% = 0 und alle g¢“ = 0 sind, d. h. wenn das System die Gestalt

n

(12) 2f"”(x)§f;=0 mw=1,...,m)

y=1
hat; dabei wird iiber die f** vorerst nur vorausgesetzt, daB sie simtlich
in einem Gebiet ®(x) stetig sind.
(a) Sind (1), .. ., ¥*(r) Integrale von (12), so ist fiir eine beliebige
stetig differenzierbare Funktion 2(uy, ..., u,), die fiir den Wertebereich
der " definiert ist, auch Q(y?, .. ., ") ein Integral von (12).

1) ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 80f. GoursaT, Equations du premier ordre,
S. 68f., 92.

2) FORSTYH, a.a. 0., 8. 79. GOURSAT, a.a. 0., 8. 69f., 92. SERRET-SCHEFFERS,
Differential- und Integralrechnung III, S. 572ff. CarRaTHEODORY, Variations-
rechnung, S. 34.

3) FORSYTH, a. a. 0., S. 81f. GOURSAT, a. a. 0., 8. 70. SERRET-SCHEFFERS,
a.a.0., S. 573f.
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(b) Ist m < n und der Rang der Koeffizientenmatrix (f**) in keinem
Teilgebiet von ¢ durchweg << m, so sind fiir je » — m | 1 Integrale
Yi(T), ..., Y""™1(¢r) des Systems (12) alle (n — m 4 1)-reihigen Deter-
minanten der Matrix?)

a(,pl, v, ,I,n—m+1)
0(2y, ..., Zy)

in & identisch Null.

DaB die Integrale dann auch in dem Sinne von 2-7 voneinander abhéngig sind,
ist bisher nur unter weitergehenden Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit
der y* sichergestellt; vgl. dazu 2-7 (d) FuBn. 1, aber auch 66 (f).

(¢) Ist m <n und hat die Matrix (f*”) in keinem Teilgebiet von &
durchweg einen Rang < m, so heiBen n — m Integrale 9'(r), ..., ¥" ™(r)
des Systems (12) eine Integralbasis (Fundamentalsystem von Integralen)
von (12), wenn die Funktionalmatrix

oy, ..., y"™)
0(Zys -« -y .1:,,7—
in keinem Teilgebiet von & durchweg einen Rang < #n — m hat.

(d) Hat das System (12) in & die IBasis ¢!, ..., "™, so besteht die
Gesamtheit der Integrale von (12) gerade aus den stetig differenzierbaren
Funktionen (r), fiir welche die Matrix

oy, ¥, ...,y ™)
O(®ys - v0 Tp)

in & iberall einen Rang < » — m hat. Vgl. auch (f).

(e) Existenz einer IBasis. Fiir das homogene?) JacoBische System (2)
gibt es unter den Voraussetzungen von 6-4 in dem Bereich (8) eine IBasis
YY), - ¥(E, Y) mit
iy, ..., ¥')
——— =% 0.

(Y1 s Ys) +
Das folgt aus dem Beweis zu 6-4, da es zu der homogenen DGI (10) nach
36 (a) eine IBasis gibt.

(13)

(f) Nochmals zur Gewinnung aller Integrale aus einer IBasis. Es sei
wieder ein homogenes JACOBIsches System (2)unter den Voraussetzungen
von 6-4 gegeben. Ist 9!(r,y),...,%’(L, y) eine k-mal stetig differenzier-
bare IBasis, fiir die (13) gilt und die Glen

(14) N =¥ (Lo> Y) b=1,...,9)

fiir xg = (§;, . . ., &) und fiir beliebige 7, eindeutig nach den y, auflésbar

') Zu der Bezeichnung der Matrix s. 2+7 (c).
3) D. h. f#0 =gr = (.
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sind, so ist die Gesamtheit der k-mal stetig differenzierbaren Integraie
, erade durch
v v & Py =20, ..., ¢
gegeben, wenn Q(uy, . .., u) alle k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
durchliduft, die fiir den Wertebereich der 3" definiert sind. Die Voraus-
setzung iiber die Auflosbarkeit der Glen (14) ist insbesondere erfiillt,
wenn ’(Xy, y) = ¥, ist; die Integrale werden dann auch Hauptintegrale
(intégrales principales) genannt.

6.7. Reduktion homogener Systeme. Sind Teillssungen %! (x), .. ., " (z)
des homogenen Systems (12) bekannt, so kann man versuchen, das System
durch Einfithrung der neuen unabhingigen Verinderlichen

(15) )1 =1/’1(?:'), e Y= V’h(lf), Yrr1 = Thg1s ++ o> Yo = 2y
zu vereinfachen. Es ergibt sich so:

(a) Fiir das in G(r) gegebene System (12) mit stetig differenzierbaren
Koeffizienten f#" seien h Integrale y!(x), ..., ¥"(r) bekannt, fiir die

a(yl, ..., ph
O(xy. ... xp) +0

ist. Durch die Transformation (15) werde das Gebiet ®(r) eineindeutig
auf ein Gebiet H(y) abgebildet; dabei mogen die Funktionen f*” (r) in
g**(y) iibergehen. Dann sind die Losungen des Systems (12) gerade die

stetig differenzierbaren Funxtionen z(x) = J(y), die dem System

n

6 ur 3; =90 =1,...
(16) Yewg, (W=1...,m
geniigen, in dem ¥, ..., ¥, als Parameter zu betrachten sind?).

Ist das System (12) vollstindig oder ein Involutionssystem, so gilt
dasselbe nach 6-5 (a) auch fiir das System (16), falls die y" sogar zweimal
stetig differenzierbar sind.

Beispiel: Pt Pp—2p3=0

Ty P+ TPy — (T + %) Ps + 2y Py = 0.
Das System ist vollstindig FEin Integral ist offenbar y = x; + x, + 3.
Fiir
(X, 000 %) =C(Yis - - 5 Ya)y Y1 =0 F Ty X, Y2 = Ty,
Ys = T3, Y=
geht das System iiber in
£, — 28, =0, 90, +wm—y)l, +vl, =0,

1) Vgl. GOURSAT, Equations du premier ordre, 8. 89, oder KaMKE, DGlen 1930,
S. 324; die dort nur fiir eine DGI gegebene Herleitung 14Bt sich unmittelbar auf
Systeme iibertragen.
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29+ 99—y

und fiir dieses findet man z. B. nach (b) das Integral v 1. Damit
4

bekommt man fiir das urspriingliche Systern die IBasis
Xy —X
z, + x, + 2, 2:«:4 L

(b) Einengungsverfahren. Fiir eine der DGlen (12), etwa die m-te,
sei eine IBasis y!(z), ..., ¥" () bekannt. Dann ist fiir eine beliebige
stetig differenzierbare Funktion (¥, ..., ¥,_,) auch (', ..., p"?)
ein Integral der m-ten DGl. Man kann versuchen, den Bereich dieser
Funktionen { so einzuengen, daB { (4%, . . ., 4" ") auch den iibrigen DGlen
des Systems (12) geniigt. Man trigt zu dem Zweck z(r) = {(y;, . . ., ¥,_,)
mit y, = y"(r) in das System (12) ein und sieht zu, ob man damit ein
DGlsSystem fir {(yy, ..., ¥,_,) erhilt.

Bei etwas abgeindertem Vorgehen lifit sich dariiber folgendes be-
weisen :

In dem Gebiet ® () sei (12) ein Involutionssystem, insbes. seien also die
Koeffizienten stetig differenzierbar. Fiir die m-te Gl sei 9'(), ..., " (z)
eine IBasis von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit

oy, ..., p"!
(9"

O(%y, ooy Tpy_y)

Durch

(17) H=90, - % =970 5, =1,

moge das Gebiet &(r) auf ein Gebiet R(y,, ..., y,) abgebildet werden,
bei dem mit je zwei Punkten ¥, ..., 4, 1, ¥, und 4, ..., y,_,, ¥* auch
deren Verbindungsstrecke zu f gehortl). SchlieBlich sei in keinem Teil-
gebiet von @& der Koeffizient f™" = 0. Dann sind die Integrale von (12)
gerade die Funktionen z(r) ={(y!, ..., "), wo {(y, ..., ,_,) die
Losungen des Systems

n—1 ac
(18) Y ¢t = =0 =1 ...,m—1)
durchlauft; dabei ist

n

g!"‘_—_Zf"’zp:v =1, ...,m—1;k=1,...,0—1),

r=1
und diese Funktionen héingen nach Ausfiihrung der Substitution (17) nur

VOl ¥y, . . ., Y,_, ab. Das System (18) ist wieder ein Involutionssystem?2).
Fiir Beispiele s. E 5-2ff.

1) Ist dieses nicht von vornherein der Fall, so ist & passend zu verkleinern.

) Vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integtalrechnung III, 8. 574
bis 577. Beweisskizze auch bei Goursar, Equations du premier ordre, S. 70f.
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(¢) Fiir eine der DGlen des Systems (12) sei ein Integral bekannt.
Man kann dann versuchen, nach 3-5 eine IBasis fiir diese DGl zu finden,
und weiter das Verfahren (b) anwenden. Oder man kann nach einem
Verfahren von JAcoBIY) versuchen, aus der einen Losung der einen DGl
zu einer gemeinsamen Losung des ganzen Systems zu gelangen, um dann
das Verfahren (a) anzuwenden.

Das System (12) werde hierfiir abgekiirzt in der Gestalt

(19) Frz=0 (u=1,...,m)
mit

Pe= 3710 5

r=1
geschrieben; das System sei ein Involutionssystem, d. h.
(20) P z=FF: firlLp,05m

fir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen z(r). Ferner sei
w(z) ein hinreichend oft stetig differenzierbares?®) Integral der ersten der
Glen (19).

Bei dem JacoBischen Verfahren versucht man nun zu einer gemein-
samen Ldsung der beiden ersten Glen (19) zu gelangen, sodann zu einer
gemeinsamen Ldsung der drei ersten Glen usw., bis man schlieSlich zu
einer gemeinsamen Losung aller Glen (19) gelangt.

Nach der Integrabilititsbedingung (20) ist F1 F2ql = F2Flyl =0, da
nach der Voraussetzung F1 ¢! = 0 ist. Daher erfiillt y2 = F2y! ebenfalls
die erste der DGlen (19). Entsprechend ergibt sich, daB alle (schrittweise
konstruierbaren) Funktionen

w=F2yl, YP=Fy? p'=Fy3 ...
die erste der DGlen (19) erfilllen. Nach 6:6 (b) und (f) kann damit ge-
rechnet werden, daB fiir ein j < n — 1 die Funktion y*! sich als stetig
differenzierbare Funktion der 4, . ..,y darstellen liBt, etwa

(21) YD) = UM, ..., ¢);
dabei sei
oy, ..., ¥)
——==F0
o(zy, - - -5 %) +

Man versucht nun eine stetig differenzierbare Funktion ¥y, ..., ¥;) so
zu bestimmen, daB

(22) @) =Y, ... ¥)

1) Vgl. GOURSAT, a. a. O., S. 77—81.
%) Von einer genauen Formulierung der Voraussetzungen, unter denen das nach-
folgend beschriebene Jacosische Verfahren zum Ziel fithrt, wird abgesehen.
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auch die zweite der Glen (19) erfiillt!), d. h. da8

n j .
Z’fz"Z'I’v,,'Pi,=°

y=] e=1
ist. Diese DGI 148t sich auch in der Gestalt
j
21’ ¥, Pyt =0
e-
schreiben, oder nach der Definition der y*
i
Z yet! Y’y =0
e=1 ¢

und schlieBlich nach (21)
-1

37y er + U@, ..., 9) nyj =0,

e=1

Wird

YO =9, 'l”(E) =Y
gesetzt, so lautet diese Gl
j-1

Zye-&-l T”c+ Uy, - - - ¥) ?I’yj = 0.

o=1
Hat man eine nicht-triviale Losung ¥(y,, ..., y,) dieser linearen homo-
genen DGI1?) gefunden, so ist (22) eine gemeinsame Losung der beiden
ersten Glen (19).

Nun versucht man aus y eine gemeinsame Ldsung der drei ersten
Glen (19) zu erhalten. Wie am Anfang des ersten Schritts folgt aus (20),
daB die Funktionen

=2 =Py, P=Fy...
die beiden ersten Glen (19) erfiillen. Es sei

lk+1 =V(Eh.. . Zk)
eine stetig differenzierbare Funktion der k ersten 2. Man sucht dann
eine Funktion X(y;,..., %;) so zu bestimmen, daB X(x,..., y*) auch
der dritten Gl (19) geniigt. Fiir X erhilt man wieder eine lineare homo-
gene DGl In dieser Weise fihrt man fort. Wenn das Verfahren nicht
vorzeitig zum Stillstand kommt, erhdlt man schlieBlich eine nicht-triviale
Losung des ganzen Systems (19).

1) Nach 6:6 (a) geniigt x von selbst der ersten Gl (19).
2) Ubrigens lauten ihre charakteristischen Glen
Y =90 YO =95 4(0)=Tly,..., ),
und diese gind gleichwertig der einen DGI j-ter Ordnung

PO = Uy, 9l ., f5-0).
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Dieses Verfahren ist umstidndlich, kann aber manchmal doch von
Nutzen sein, da es nur die Kenntnis einer Losung von einer der DGlen (19)
oder (12) voraussetzt.

Beispiel: Es sei das Involutionssystem

Pst+ 20 =0, P+ 20 =0, p+ (32]+ 23) py =0
gegeben!). Eine Losung der ersten Gl ist ! = z, 23 — z,. Mit dieser wird
P=Fyi=—n P=Fy=—1,

also j = 2, U = — 1. Damit erhilt man fiir ¥(y,, y,) die DGI
Y, — ¥, =0
mit der Losung ¥ = 2 y; + ;. Daher ist eine gemeinsame Losung der

beiden ersten Glen .
X == 2(xy 23— x,) + 73.

Weiter wird
P=F=—622 P=FPr2=—122=—]—2.
Daher ist k=2, =V (¢, x?) = — m_x‘-;, und man erhilt fiir X
die DGI o
92X, —V—249,X, =0
mit der Losung
1 3
Xy, 92) = 41 + 3V6 (—¥9)*.

Damit erhiilt man als gemeinsame Losung der drei gegebenen DGlen
X (x 2%) = 2(zy 23 — ) + xé + 21,:13'

6-8. Reduktion des allgemeinen Systems. Das System (1) habe im Ge-
hiet & (r) stetig differenzierbare Koeffizienten und sei dort vollstindig. Fiir
das zugehorige homogene System (12), das dann auch vollstindig ist,
sei eine jetzt mit 1/:"‘“ (¥), - .., ¥"(r) bezeichnete IBasis bekannt, fiir die

d(pmt1, ..,

A('l’ ") +0

O(Tipg1s o> Tn)
ist und das Gebiet ®(xr) durch
(23) B =% oY =T Y =V"T@ L Y =)
eineindeutig auf ein Gebiet H(y) abgebildet wird. Ferner sei in & (r)
(24) Det | f#*(r)| 0 (e.v=1,...,m).
Dann sind die Integrale von (1) die stetig differenzierbaren Funktionen
2(x) = {(y), die dem DGIsSystem

m
4 ’

(25) YW el =ke  @=1...,m

y=1

1) Zu dem Beispiel vgl. auch E 5-18.
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geniigen; dabei sind ¢g**, h* die Funktionen, die sich durch Eintragen von
(23) in f**, g* ergeben. Das System (25) ist, wenn die y" zweimal stetig
differenzierbar sind, nach 6-5 (a) wieder vollstindig und kann wegen (24)
in der Form

o8

a_y” V”(U)C“*‘a”(y) (,u'::l,-~-’m)

geschrieben werden; nach 6-5 (c) ist es in dieser Form ein Involutions-
system. Sind alle y* = 0, so erhilt man

¢ =f2 0 (Y) dy, + QWs1s - )
p=1
wo £ eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist1).

6.9. Ubersicht iiber die Losungsmethoden. Ist ein System (I) gegeben,
so ist zundchst festzustellen, ob es vollstéindig ist. Ist dieses nicht der Fall,
so ergénze man es nach 6-3 (¢) zu einem vollstindigen System. Danach
wird man zuniichst das zugehorige homogene System 13sen. Dafiir stehen
die Methoden von 6:6 oder das A. MaYERsche Verfahren von 6-4 zur Ver-
fiigung. Dieses letzte ist dann besonders vorteilhaft, wenn es sich darum
handelt, eine Losung mit gegebenen Anfangswerten zu finden. Ist das
gegebene System selbst nicht homogen, so kann man nach 6-8 Losungen
des homogenen Systems heranziehen.

I

7. Systeme quasilinearer Differentialgleichungen.

7-1. Ein Sonderfall.

(a) Fir eine gesuchte Funktion z = z(r) sei das System

oz "
(1) axvzf(g,z) v=1,...,n)
gegeben, wobei wieder ¢ fiir z;, ..., x, geschrieben ist?). Die f* mogen

in dem betrachteten Gebiet G (r, z) stetig differenzierbar sein. Dann

1) Vgl. Goursar, Equations du premier ordre, S. 92f.
%) Das System (1) wird haufig auch als sog. totale DGI

n
dz =}’ f"(1,2) dz,
r=1
geschrieben. Doch bedeutet das grundsitzlich nicht dasselbe. Dic totale DGI ist
ndamlich eine abgekiirzte Schreibweise fiir

dz i dz
- =2 (1 2) =
dt ,E - dt
und es sind Funktionen z (t). z,(f), ..., z,(f) zu bestimmen, die dieser DGl ge-

niigen.
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ist jedes Integral von (1) sogar zweimal stetig differenzierbar, also
0%z %z

oz, oz, 0z, om,
jedes Integral des Systems

(2) fo + 2P =1, + 11 I<p r<n).
Sind diese Glen identisch in ¢ und z erfiillt, so heiBt (1) ein Involutions-
system; die Glen (2) heiBen die Integrabilititsbedingungen von (1).

Sind die f” bei festem &;,...,&,,{ in dem Quader

|z, —¢l<a<oo (=1,...,n), lz—¢|<b < oo

stetig differenzierbar und beschrinkt, etwa | f*] < 4, und sind die Inte-
grabilititsbedingungen (2) erfiillt, so hat das System (1) fiir

Hieraus folgt bei Beriicksichtigung der Glen (1) fiir

o = Min (a, n_bZ)
in dem Bereich
lx‘,——fv!<a r=1,...,n)
genau ein Integral z = y(r) mit dem Anfangswert

Y- 6) =013,

(b) Das Integral kann man z. B. konstruieren durch schrittweise Losung
der Glen. Man betrachtet dafiir zunéchst die erste Gl von (1) in der spe-

1) Der Fall, daB die f* noch von Parametern abhangen, 1a8t sich entsprechend
behandeln.

2) Der Satz (b) ist wiederholt und nach verschiedenen Methoden bewiesen
worden:

(a) Durch schrittweise Losung der einzelnen Glen (oder SchluB von n auf » 4 1),

(b) mit Hilfe der A. MaYERschen Transformation,

(c) durch ein Iterationsverfahren,

(d) durch Potenzreihenansatz fir regular analytische f”.

Zu (a) vgl. die Skizze bei BIEBERBACH, DGlen, 3. Aufl.,, S. 299—301 sowie
oben im Text (b).

Zu (b) vgl. CARATHEODORY, Variationsrechnung, S. 26—29. A.J. MACINTYRE,
Proceedings Edinburgh math. Soc. (2) 4 (1935) 112—117. Ferner oben im Text (c).

Zu (c) vgl. W. NIKLIBORC, Studia mathematica 1 (1929) 41—49. L. BRUWIER,
Bulletin Liége 8 (1939) 105—116.

Zu (d) vgl. Goursar, Equations du premier ordre, S. 105—107.

Ein andersartiger Beweis (Integration lings beliebiger Kurvgn, was als eine
Verallgemeinerung des Maverschen Verfahrens angesehen werden kann) ist ge-
geben von T. Y. THOMAS, Annals of Math. 35 (1934) 730—734. W. Maver — T. Y.
THOMAS, Math. Zeitschrift 40 (1936) 6568—661. — Fiir eine Milderung der Voraus-
setzungen, insbes. der Integrabilititsbedingungen s. P. GiLris, Bulletin Liége 9
(1940) 197—212. Fiir weitere Bemerkungen s. auch W. WIRTINGER, Sitzungs-
berichte Wien 118 (1909) 1373—1377; Monatshefte f. Math. 84 (1926) 81—88.
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ziellen Form
0
52, =@ b 602)

mit der Anfangsbedingung
Z(Sl, 52: ey En) = C-

Diese DGl ist eine gewohnliche DGI, ihre Losung sei z = ¢!(z,). Der
zweite Schritt besteht in der Losung der DGI

7
a;; =f2(x1’ 12: 53: LIRS ] 5,': Z)

mit der Anfangsbedingung
2(xy, &35 &5y - - -, &) = @),

wobei jetzt z, als Parameter angesehen wird. Das ist wieder eine Aufgabe
aus der Theorie der gewohnlichen DGlen. Die Losung sei ¢?(z,, z,). Beim
niichsten Schritt handelt es sich um die Losung der Aufgabe

0z
5;; =f3(z15 xz; x3) 543 AR 57;; Z),
2(xy, X9, &3, . . ., &) = 9% (2, 7)),

wobei x,, r, als Parameter angesehen werden. Zuletzt ist die Aufgabe

0z
7z, =f"(x, ..., %,,2),

-1
2(xy, 005 X1, 8,) =@ (T, .. L, 2, y)

zu losen. Ihre Losung z =y(x,, . . ., ,) ist, wie sich mit den Integrabili-
titsbedingungen ergibt, das gesuchte Integral des Systems (1).

(¢) Die A. MavErsche Methodel). Setzt man

Z(u, Uy, ..y u,) =2(0) mit z,=§ +uu, @F=1...,n),
so folgt aus dem System (I)
Y ST
(3) ﬁ = 2 uyf )
r=1
und aus der Anfangsbedingung
4) ZO0,uy,...,u,)=2C.

Die DGl (3) kann als eine gewShnliche DGl mit den Parametern u,, ..., u,
angesehen werden. Ist Z eine Losung, die der Anfangsbedingung-(4) ge-
niigt, so ist

z=2Z(,2,—&,...,x,—§,)

das gesuchte Integral des Systems (1).

1) Vgl. 64.
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7-2. Das allgemeine quasilineare System. Dieses hat die Gestalt

(5) ) g =g, 2) (w=1,...,m)

r=1
und ist ein Sonderfall von 14. Es gelten also die dort angefiihrten Tat-
sachen. Das System kann durch Anwendung der Transformation 12-3 (a)
auf das homogene System

Y puv 2 3
(6) 2 (a5 =0
v=1 v

zuriickgefiithrt werden, und zwar erhilt man die Integrale von (5) aus den
Integralen w =y(r, z) des Systems (6) durch Auflésen von y = 0 nach z.

Genauer formuliert gilt folgendes:

Die Funktionen f"*(r,z), g“(r,z) seien in dem Gebiet &, ,(r, z)
stetig, w = y(r, 2) sei in ®,,, ein Integral des homogenen Systems (6).
Ferner sei x(r) in ®,(xr) eine stetig differenzierbare Funktion, fiir welche
die Punkte r,z = x(z) in &,,, liegen, wenn ¢ zu &, gehort, und fiir die’

(2, 2(x)) = const,
v,(x, x(r)) in keinem Teilgebiet = 0 ist.

Dann ist z = y(r) ein Integral des Systems (5)).

§ 2. Die nichtlineare Differentialgleichung
) =0.

8z 08z
F(w’ Y, ~, .8713’ 'a—y

8. Einleitende Bemerkungen. 2)

8-1. Die Differentialgleichung und ihre Veranschaulichung. Die all-
gemeine partielle DGI erster Ordnung fiir eine gesuchte Funktion z = 2(z, y)
von zwei unabhiingigen Verinderlichen z, y hat die Gestalt

\ oz oz\
(1) F(x, Y, 2, ax’ay) =0

. . . 7 oz
oder, wenn wieder die Abkiirzungen p = ?%, 7= oy benutzt werden,

(1a) F(x,y,z,p,9) = 0;

1) Vgl. ForsyTa, Diff. Equations V, 8. 97—99. GoursaT, Equations du premier
ordre, S. 94f. Vgl. ferner auch 5-4.

?) An Literatur sei genannt: COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II,
S. 63—81. BieBERBACH, DGlen, 3. Aufl,, S. 267—290. ForsyTH, Diff. Equa-
tions V. GoursaT, Equations du premier ordre. Horn, Partielle DGlen, S. 161
bis 191. KamkE, DGlen, S. 342—377. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und
Integralrechnung III, S. 591—646.
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dabei ist F = F (z, ¥, 2, p, q) eine gegebene Funktion, die in diesem ganzen
Abschnitt stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach allen fiinf
Verinderlichen in einem Gebiet &(z, y, z, p, q) des z, ¥, 2z, p, ¢-Raumes
hat!). Die nach einer der Ableitungen aufgelosten Glen

(2) p=f(z,9,2,9) oder ¢=f(z9,z,p)
heiBen explizite DGlen, die Gl (1) eine implizite DG, wenn sie nicht eine
dieser Formen hat. Zu der Definition der Integrale s. 1-1 und 8-8.

Durch die DGl wird jedem Punkt =z, y,, 2, des z, y, 2-Raumes eine
Schar von Flichenelementen x,, ¥,, 2y, , ¢ (vgl. dazu 2-1) zugeordnet,
zwischen deren Richtungskoeffizienten p, ¢ die Gl

F(xo, Y9, 20, 9, 9) =0
besteht. Um ein anschauliches Bild vor Augen zu haben, nimmt man an,
daB die durch diese Gl dem Tragerpunkt 2, ¥,, 2, zugeordneten Flichen-
elemente gerade die Tangentialebenen einer allgemeinen Kegelfliche mit
der Spitze (sommet) %, y,, 2, bilden (Fig. 13). Diesen Kegel nennt man

/ﬁ » ®
&) A
Fig. 13. Fig. 14.

Mongeschen Kegel oder Richtungskegel oder Elementarkegel
[cone (T)] der DGl. Durch die DGI (1) oder (2) wird also jedem Punkt
z, ¥y, 2, falls die Gl fiir diesen Punkt iiberhaupt durch Zahlen p, ¢ erfiillt
werden kann?), ein Richtungskegel zugeordnet. Die DGI selbst wird
durch ein Kegelfeld reprisentiert entsprechend dem Richtungsfeld bei
einer gewohnlichen DGI (Fig. 14).

Die Aufgabe, die G (1) oder (2) zu losen, besagt bei diesgr geometrischen
Deutung: es soll eine stetig differenzierbare Flache z = y(z, y) gefunden
werden, fiir die in jedem ihrer Punkte x, y,z die Ableitungen p = y,,
g =1v, ein zu 2, y, z als Trigerpunkt gehoriges Flichenelement ergeben,
das die Gl (1) oder (2) erfiillt, d. h. in jedem Punkt z, y, 2 der Fliche

1) Vgl. 8. 65, Fubn. 1.

2) Ist z. B. F = p? - ¢* 4 1, so gibt es keine (reellen) Flichenelemente, welche
die Gl (1) erfiillen. Bei der Veranschaulichung wird von solchen Fillen abgesehen.
Sie sind aber, von gelegentlichen Einschrankungen abgesehen, in den folgenden
Nummern dieses Abschnitts, die ja keine Existenzsitze enthalten, keineswegs aus-
geschlossen. Ferner beachte man, daBl auch der Fall F =0 bisher nicht ausge-
schlossen ist.
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2z = y(x, y) soll die Tangentialebene der Fliche zugleich eine Tangential-
ebene des Richtungskegels sein.

Ist die gegebene DGl eine quasilineare, etwa

3) f(x’ ¥,2) p+9g(z, y’z)q=h(x: Y, 2) (lfi + |g|>0),
so artet der zu x,, y,, 2, gehorige Richtungskegel in die gerade Linie
z—2g=Jol, Y—Yo=0ot, 22— % =hot

aus, wobei ¢ ein Parameter ist und f, g,, b, die Werte von f, g, 2 an der
Stelle xy, ¥, 2, bedeuten. Aus den Tangentialebenen des Richtungskegels
werden die Ebenen des durch diese Gerade (Biischelgerade) gehenden
Ebenenbiischels (ohne die zur z, y-Ebene senkrechte Ebene). Die Cha-
rakteristik (vgl. 5.1) von (3) durch einen Punkt z,, y,, 2y hat zur Tan-
gente die zu diesem Punkt gehorige Biischelgerade, d. h. die Biischel-
geraden legen dasselbe Richtungsfeld wie die charakteristischen Glen fest.

8-2. Geometrische Festlegung der Charakteristiken. Die linearen und
quasilinearen partiellen DGlen erster Ordnung lassen sich insofern auf
Systeme gewohnlicher DGlen zuriickfiihren, als ihre IFlichen aus den
Charakteristiken aufgebaut werden konnen (vgl. 2:3 und 5.2). Entspre-
chendes ist auch bei der DGl (1) moglich.

Fiir die quasilineare DGI (3) hat, wie eben festgestellt ist, jede Charak-
teristik in jedem ihrer Punkte die zu diesem Punkt gehérige Biischelgerade
zur Tangente, d. h. jedem Raumpunkt z, y, z ist eine bestimmte Richtung
zugeordnet, und dieses Richtungsfeld wird analytisch durch die charakte-
ristischen Glen dargestellt. Bei der Ubertragung dieser Dinge auf die
DGI (1) begegnet man zunichst der Schwierigkeit, daB hier jedem Raum-
punkt x, y, z ein Richtungskegel mit seinen unendlich vielen Seitenlinien
zugeordnet ist. Hat man jedoch bereits eine IFliche z = y(x, y), so
1Bt sich dem Punkt z,, y,, 2, dieser Fliche eindeutig eine Richtung zu-
ordnen, niamlich die Gerade, lings welcher die im Punkt x,, y,, 2, an die
Fliche z = y(», y) gelegte Tangentialebene den zu z,, y,, 2, gehorigen
Richtungskegel beriihrt. Diese Gerade legt also eine Richtung fest, die
entsprechend dem linearen Fall zur Festlegung der Richtung der Charakte-
ristiken dienen kann. Die Gerade, d. h. die Richtung der Charakteristiken
liegt hier aber erst dann fest, wenn man die Richtungskoeffizienten
P =,(%g, ¥o)> ¢ =9, (Zg, Yo) oder allgemeiner iiberhaupt zwei dem Punkt
%y, Yo, %o zugeordnete Richtungskoeffizienten p,, g, kennt. Diese Rich-
tungskoeffizienten werden hier also auch noch bestimmt werden miissen;
d. h. neben den drei Funktionen z(t), y(t), z(f) sind noch zwei Funktionen
Pp(t), ¢(t) zu bestimmen. Diese fiinf Funktionen

4) z==x(), y=y(t), z=2(), p=p(t), g=q(t)
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sind im Fall der DGI (1) das Analogon zu den Charakteristiken der linearen
DGI (3)1). Fiir ihre Festlegung hat man nach dem Vorangehenden die Be-
dingung

(«) Fir jeden Punkt zy= (), ¥y = y(ty), 2o = 2(t,) soll die Tangente
der Raumkurve z = z(f), y = y(t), 2 = z(¢) Mantellinie des zu =z, y,, 2,
gehorigen Richtungskegels sein, lings welcher das FElichenelement (4)
fiir ¢ =1¢, diesen Kegel beriihrt.

Da aus den Charakteristiken IFlichen aufgebaut werden sollen, wird
auBerdem noch gefordert:

(B) Die Flichenelemente (4) gehdren einer IFliche an (sind einer IFliche
,,eingebettet ).

Diese letzte Forderung wird bei der analytischen Formulierung der
Charakteristikendefinition im allgemeinen jedoch durch die schwichere
ersetzt:

(B*) Die Fliachenelemente (4) gehoren einer Fliche z = y(x, y) an, fiir
die F(z, y,y, ¥,, y,) konstant ist.

8-3. Definition des Streifens. Schon die Forderung, daB die Flichen-
elemente (4) iiberhaupt irgendeiner stetig differenzierbaren Fliche z =1y(z, y)
angehéren (in sie ,eingebettet” sind), ergibt eine Bedingung fiir diese
Funktionen, nimlich die sog. Streifenbedingung

(5) Z(8) =p@) 2" () + q(t) ¥ ),
wie sich durch Eintragen der Funktionen (4) in z = y(z, y) und Differen-
tiation nach ¢ ergibt. Das fiihrt zu der Definition:
Unter einem Streifen wird eine Menge
von Flichenelementen (4) verstanden, die in
einem Intervall « < ¢t << 8 als stetig differen-
zierbare Funktionen von ¢ gegeben sind und
dort die Bedingung (5) erfiillen. Die durch Fig. 16,
die drei ersten der Funktionen (4) bestimmte

Raumkurve heiBt der Triger des Streifens (Fig. 15). Die Trigerkurve
kann — fiir konstante z, ¥,z — auch in einen Punkt entarten.

1) Im Anfang mag es etwas stéren, daB z, P, q¢ in mehrfacher Bedeutung vor-
kommen, namlich erstens als unabhéngige Veranderliche, wenn von der Funktion
F(z, 9, 2, p, ) oder dem Gebiet &(x, y, 2, p, ) gesprochen wird; zweitens z, p, ¢ als
Funktionen von z, y in der DGI (1), wobei noch p = z,, ¢ = zy ist; und drittens
als Funktionen einer Veranderlichen 7 in den obigen Clen (4). Man wird jedoch bald
bemerken, daB es nicht schwer ist, diese verschiedenen Bedeutungen auseinander
zu halten, und daB ihre Unterscheidung durch verschiedene Bezeichnungen un-
ndtig umsténdlich ware.
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oz’ 3y

8-4. Detinition des charakteristischen Streifens.

(a) Die allgemeine DGI (1). Unter den ndtigen Differenzierbarkeits-
voraussetzungen folgt aus 82 («), wenn |F,| 4 |F,| > 0 ist,

Z@):y@):ZW)=F,:F,:(p(t) F, + q(t) F,),
wobei in F,, F, die Funktionen (4) einzutragen sind. Durch geeignete
Transformation des Parameters ¢ erhilt man hieraus die ersten drei der
nachfolgenden Glen (6). Aus () ergeben sich, wenn man die dort auftretende
Gl F = const partiell nach z und nach y differenziert, die beiden letzten
der Glen (6). Ohne Riicksicht auf die bei dieser Herleitung benutzten
Voraussetzungen wird nun definiert:

Die Funktion F(z, y, 2z, p, g) habe in dem Gebiet &(z, y, z, p, q) des
x,Yy, 2, p, ¢-Raumes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Die
Funktionen (4), die fiir « << ¢ << § stetig differenzierbar sein und nur Punkte
von & liefern sollen, heiBen ein charakteristischer Streifen oder
auch kiirzer eine Charakteristik der DGI (1), wenn sie die fiinf gewdhn-
lichen DGlen
(6) {x:(t)=Fp, y@)=F, z"(t)=P(t)Fp+Q(t)F,

rW)=—F,—p®)F,, {O)=—F,—q@)F,
erfiillen; dabei sind als Argumente in den Ableitungen von F die Funk
tionen (4) einzutragen. Die Glen (6) heiflen die charakteristischen
Glen der partiellen DGI (1).

Da nach den Voraussetzungen iiber F nur feststeht, daB die rechten Seiten des
Systems (6) stetig sind, kann es durch dasselbe Anfangselement z,, ..., g, mehr
als einen charakteristischen Streifen geben; ist dagegen F sogar zweimal stetig

differenzierbar, so gibt es nur einen solchen Streifen. Fiir weitere Vorkommnisse
bei den charakteristischen Streifen s. 8:6.

Bei CouRANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 64 treten noch folgende
Bezeichnungen auf: Jede durch die drei ersten Glen (6) bei beliebigen Zahlen
%,...,q gegebene Richtung im Raum heiBt eine charakteristische Rich-
tung. Eine Raumkurve, die in jedem ihrer Punkte eine charakteristische Rich-
tung hat, heilt Fokalkurve oder MoNceEsche Kurve. Jeder Streifen, der
die ersten drei der Glen (6) und die Gl F = 0 erfillt, heiBt ein Fokalstreifen.

(b) Die explizite DGI. Ist.die partielle DGI in der expliziten Gestalt
@ P=f(z,9,2,9)

gegeben, so kann man die fiinf charakteristischen Glen (6) durch drei Glen
ersetzen. Die erste Gl lautet jetzt nidmlich 2’ (¢) = 1; daher kann t = 2
gewihlt werden. Da ferner fiir das eigentliche Ziel des Aufbaus der IFlichen
aus charakteristischen Streifen nur solche Flidchenelemente (4) in Betracht
kommen, die der partiellen DGI geniigen, kann man in der dritten Gl (6)
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p durch f ersetzen. Man hat dann die drei Glen
®) Y@ =—Jfp 7@ =f—qfy, {@=Ff+4af,

zur Bestimmung der drei Funktionen y(z), z(z), ¢(x). Diese drei Glen
werden ebenfalls als diecharakteristischen Glen der DGI (7) bezeichnet.
Zur Bestimmung eines charakteristischen Streifens ist noch

() P(z) = f(z, y(), 2(), ¢())
hinzuzunehmen.

Man beachte, daB die obige Definition sich nicht durch bloBe Speziali-
sierung der Definition von (a) ergibt, sondern wegen der auf die Forderung
8-z () hinauslaufenden Bedingung (9) eine neue Festsetzung ist.

(¢) Einordnung der Charakteristiken der linearen DGI in die Definition
(a). Fiir die lineare DGI (3) lauten die ersten drei der Glen (6)

) =f yO)=9,. Z2O)=pf+q9.
Da fiir den Aufbau der IFliche aus Charakteristiken nur solche Flichen-
elemente in Betracht kommen, die der partiellen DGI (3) geniigen, kann
in der letzten der obigen Glen p f - ¢ g durch A ersetzt werden. Damit
hat man die in 5-2 eingefiihrten charakteristischen Glen der DGI (3).

8.5. Andere Herleitungen der charakteristischen Glen. Die Festlegungen
der Charakteristiken durch die Forderungen () und (8) bzw. (8*) von 8-2 hat den
Vorzug der Anschaulichkeit, aber den Nachteil, daB dieses Verfahren sich kaum
auf allgemeinere Falle (mehrere gesuchte Funktionen von mehr als zwei unabban-
gigen Verinderlichen, DGlen hoherer Ordnung) iibertragen laBt. Daher werden
hier noch drei andere Verfahren skizziert. Das dritte ist das kiirzeste und am leich-
testen auf allgemeinere Fille iibertragbar.

(a) Man sucht nach Streifen (4), die zugleich mehreren IFlichen,
etwa z =y(z, y) und z = x(z, y), angehoren. Diese Integrale mogen sogar
zweimal stetig differenzierbar sein und auBerdem sollen in keinem Teil-
intervall von o < ¢ << 8 alle drei Differenzen

Yoz~ Xzz> Yoy — Xzy> Vyy — Xyy

nach Eintragen von z(t), y(t) identisch Null sein.

Dann folgt aus (1) nach Eintragen der Integrale durch Differentiation
nach z und y
(IO) {F3+szz+Fpipzz+quyz=0’

Fo+ Py, +Fpy,y+Fiy,, =0,

sowie zwei weitere Glen mit y statt . Werden hierin jetzt die Funktionen (4)
eingetragen, so stimmen nach Vorauséetzung die Funktionen F, F,, F,,
F,,F,, v,,y, der obigen Glen mit den-entsprechenden Funktionen iiberein,
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die in den mit x gebildeten Glen auftreten, und es ergibt sich
{('pzz — Xz Fp + (wy:c - xyz) Fq =0,

(y)zy - Xzy) Fp + (wyy - Zyy) Fq =0
mit den eingetragenen Funktionen (4).

Anderseits ist

12) 20 =y(=®),y0), PO =v,(xt),y®), 90) =y, (z@), y@);.
und dieselben Glen gelten mit y statt y. Hieraus folgt durch Differentiation
die Streifenbedingung

(11)

(13) Z=pa +qy,
ferner
(14) P=v.,2+y,y, ¢=v9,7+y,¥y

und zwei weitere Glen mit y statt . Aus diesen vier Glen folgt

(wxz - sz) x + (wxy - Zzy) y' =0,

Wyz— 2ya) @+ (W, — %yy) ¥ =0.
Aus diesen beiden Glen und (11) folgt, da in keinem Teilintervall alle
Klammern = 0 sind und da y,, = v,,, 1,, =, , ist,

yF,—2F,=0.

Ist |2'] + |y’'| >0, so liBt sich daher durch passende Wahl der Varia-
blen ¢ erreichen, dall die beiden ersten Glen (6) erfiillt sind, also wegen (13)
auch die dritte Gl. Dann besagen die Glen (10) nach Eintragen der Funk-

tionen (4) d
pl(t) = i %(x(t), y(t)) = Fz - sz’

¢ =2 p,(20),y®) = —F,— qF,
und das sind die beiden letzten Glen (6).

(b)1) Es sei z=1y(x, y) eine zweimal stetig differenzierbare IFliche
der DGI (1), und (4) ein dieser TFliche angehdrender Streifen. Wird z =y
in (1) eingetragen, so erhilt man wie in (a) die Glen (10) und (12) bis (14).
Werden nun in (10) die Streifenfunktionen (4) eingetragen und dann die
Glen (14) zu den Glen (10) addiert, so erhilt man
{p’ +F,+pF, =y, —F) 4y, (4 —F),

¢ +F,+qF, =y, —F)+vy,(y—F).
Die Glen (13) und (15) gelten fiir jeden IStreifen der IFliche. Die beiden
letzten Glen vereinfachen sich wesentlich, wenn der Streifen so gewilhlt
wird, dafl

(15)

x'=Fp,

ist, und zwar erhélt man dann gerade wieder die charakteristischen Glen (6).

y =F,

1) CARATHEODORY, Variationsrechnung, S. 37.
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(¢) Es sei eine Raumkurve x=2(t), y =1y(t), 2=2(t) gegeben. Man
fragt, wann sie sich in eindeutiger Weise zu einem IStreifen (vgl. 8-7)

(4) r==z(), y=y@), z=z20), p=pF, ¢=4q()
erginzen liflt, d. h. zu einem Streifen, dessen Flichenelemente simtlich
die DGI (1) erfiillen. Das ist genau dann der Fall, wenn sich p(t), ¢(f)
als stetig differenzierbare Funktionen so wihlen lassen, daB die Streifen-
bedingung

px +qy —2=0
und die Gl

F(z,y,2,p,9)=0
erfiillt ist.

Erfiilllen die beiden Zahlen p, = p(f,), 9, =¢(t) die beiden obigen
Glen, so gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen sicher stetige
Funktionen p(t), ¢(t), die diese beiden Glen erfiillen, wenn die in bezug
auf p, g gebildete Funktionaldeterminante der linken Seiten

[ ’
a y
0
(16) IFP \'Ffli :*:
ist. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfiillt, ist vielmehr
xl yl
(17) =0
F, F,

fiir einen Streifen (4) und ist auBerdem | F,| 4- | F,| > 0 oder |2’| + |y'| > 0,
so ist bei geeigneter Wahl des Parameters ¢

' =F,, y =F,.
Das Gegenteil zu der UnGl (16) fiihrt also gerade auf die beiden ersten
der charakteristischen Glen (6). Die dritte der Glen (6) ist nichts anderes
als die Streifenbedingung. Die beiden letzten Glen erhilt man wie in 8-4.

8:6. Regulire und singulidre Flichenelemente und charakteristische
Streifen. Ein Flichenelement x,, ¥y, 2o, P, go heiBt regulir oder sin-
guldr in bezug auf die DGI (1), je nachdem

|Fp| 4+ |Fy| >0 oder =0
an der Stelle z,,- . ., g, ist.

Fir jeden charakteristischen Streifen, der mindestens ein regulires
Flichenelement enthilt, besteht weder die Trigerkurve noch ihre Pro
jektion auf die z, y-Ebene aus nur einem Punkt; das folgt unmittelbar
aus den beiden ersten Glen (6).

Enthélt ein charakteristischer Streifen ein singulires Flichenelement, so kann
er verschiedenartige Eigenschaften haben, wie die folgenden Beispiele zeigen. Das
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singulare Flachenelement ist in jedem Fall 0, ..., 0, und es wird der charakteri-
stische Streifen untersucht, der durch dieses fiir { = 0 hindurchgeht.

(@) P+ ¢=2+y.

Die charakteristischen Glen sind

x'=2p, y=2¢q, Z=2p+4+2¢, p=1, ¢=1.

Aus den beiden letzten Glen folgt p = ¢ = ¢, also aus den beiden ersten Glen
x = y = t%. Die Tragerkurve besteht also nicht bloB aus einem Punkt.

) +z+(@g+1)y==2

Die charakteristischen Glen sind

=2 y=y, Z2=2p+yq PpP=-—1, ¢=—-1.

Aus den beiden ersten Glen folgt # = y = 0, also aus der dritten auch z = 0,
wiahrend die beiden letzten p = ¢ = — t ergeben. Die Tragerkurve besteht hier
aus nur einem Punkt, diesem sind aber noch unendlich viele Richtungskoeffizienten
zugeordnet.

(c) PP+ ¢®— xp— yqg+ z =0 (CratrauTsche DGI 11-12).

Die charakteristischen Glen sind

¥=2p—2%, Y=2q—y, 2=2p4+2¢—-2p—ygq, p =0, ¢ =0.

Aus den beiden letzten Glen folgt »p = ¢ = 0, also aus den drei ersten Glen
2=y =2z=0. Der charakteristische Streifen besteht hier also aus einem
einzigen Flichenelement.

(d) PP+ ¢*+ 2*+ y* = 0.

Die charakteristischen Glen sind

=2p, §¥=2¢q, 22=2p2+2¢ p=-—22 ¢=-—2y.

Aus ihnen folgt so+yy +pp+qq =0

also

#2+y+p+¢=0,
d.h. 2 =y =p=¢q=0. Aus der dritten charakteristischen Gl folgt dann z = ¢
bei beliebigem ¢. Singulare Flichenelemente sind daher

z=0, y=0, z=¢, p=0, ¢=0.
Zugleich sind dies die einzigen Integralelemente. Es gibt also keine IFliche, wie
auch aus der DGI unmittelbar zu ersehen ist.

8.7. Charakteristiken, Integralstreifen und Integralflichen. Ein Flichen-
element z, y, 2, p, ¢ heiBt ein Integralelement (IElement) der DGI (1),
wenn F(z, y, z, p, q) = 0 ist, und ein Streifen (4) ein Integralstreifen
(IStreifen), wenn er nur aus IElementen besteht.

(a) Die Funktion F(z,y,z,p,q) ist lings jedes charakteristischen
Streifens der DGI (1) konstant, d. h. es ist

F(z(), y(t), z(t), p(t), ¢(t)) = const?);
1) Denn es ist
ditF(z(t)’ v q) =F & + Fyy + F,2' + Fp 9"+ Foq'.
Tragt man hierin (6) ein, so erhalt man 0, d. b. F (x(t), ..., ¢(t)) ist konstant.
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der charakteristische Streifen ist daher ein IStreifen, wenn er mindestens
ein IElement enthilt.

Fir die explizite DGI (7) ist jeder charakteristische Streifen trivialer-
weise ein IStreifen, da (vgl. 8:4 (b)) die Gl (g) besteht.

(b) Ist z=1y(x, y) im Gebiet g(x, y) ein Integral der DGI (1), das
sogar zweimal stetig differenzierbar ist, und ist

(18) Zos Yo, ¥ (Zos Yo)s ¥ (Tos Yo)» ¥y (Zo» Yo)

ein beliebiges Flichenelement dieser IFliche, so gehoren alle charakteri-
stischen Streifen?) (6), die dieses Flichenelement enthalten, der TFliche an,
solange die beiden ersten Koordinaten x, y des Streifens (6) Punkte
von g liefern?). Die IFlichen der genannten Art lassen sich also aus charak-
teristischen Streifen aufbauen. Dasselbe gilt fiir die explizite DGl (7).

Hieraus folgt unmittelbar:

(¢) Sind z=1vy(x,y) und z==x(r,y) im Gebiet g(z,y) zwei sogar
zweimal stetig differenzierbare IFlichen mit einem gemeinsamen Flichen-
element (18), so gehéren alle charakteristischen Streifen von (1), die das
Fliachenelement (18) enthalten, beiden IFlichen an, soweit z(f), y(f)
Punkte von g liefern.

Ist das gemeinsame Flichenelement regulir, so haben daher beide
IFlichen nach 8-6 eine Kurve gemeinsam, die nicht in einen Punkt ent-
artet ist.

8-8. Partikuliire, singuliire, vollstindige, allgemeine Integrale. In bezug
auf die Integrale der DGI (1) ist eine Reihe von Bezeichnungen in Gebrauch,
die allerdings z. T. entbehrlich sind.

(2) Ein partikulires Integral der DGI (1) ist nichts anderes als
ein Integral der DGl. Die Bezeichnung ,,partikulires Integral*“ ist daher
iberfliissig.

(b) Ein Integral der DGI (1) z =y(z, y) heiBt singulir, wenn es
nur singulire Integralelemente (vgl. 8-6, 8-7) enthilt, d. h. wenn die drei Glen

(19) F(z,y,2,p,9 =0, F,:=O’ Fq=0
fiir
(20) 2=y, P=7vy, 9=y,

1) Ist F sogar zweimal stetig differenzierbar oder ist durch eine andere Bedingung
die eindeutige Losbarkeit der charakteristischen Glen (6) bei gegebenen Anfangs-
werten gesichert, so gibt es nur einen derartigen Streifen.

2) Zur Frage der Verringerung der Differenzicrbarkejtsvoraussetzungen s.
A. HAAR, Acta Szeged 4 (1928) 103—114. T. WazEwsK1, Annales Soc. Polon.
Math. 13 (1934) 10—12; Math. Zeitschrift 43 (1938) 521—532.
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Yy
bestehen. Triagt man (20) in (19) ein, so ergibt sich durch partielle Diffe-
rentiation, daB fiir singulare Integrale, die sogar zweimal stetig differenzier-

bar sind, auch noch die Glen
(21) F,+pF,=0, F,+qF,=0
bestehen.

Ein Integral, das kein singulires Flichenelement enthilt, wird wohl
auch regulir genannt. Ein Integral kann natiirlich sowohl regulire als
auch singulire Flichenelemente enthalten.

Die singulidren Integrale einer gegebenen DGI (1) erhilt man, indem
man aus den Glen (1g) oder (falls man zweimal stetig differenzierbare
IFlichen sucht) aus (19) und (2I) alle Integralelemente z, y, z, p, ¢ be-
stimmt und untersucht, ob sich aus diesen stetig differenzierbare Flichen
z = y(z, y) zusammenbauen lassen.

Beispiel: pg=z.

Die singularen Flachenelemente werden aus

z=pg 9=0, p=0
erhalten; sie sind also z = p = ¢ = 0 bei beliebigem =z, y und schlieBen sich zu der
singuldren IFliche z = 0 zusammen. Fiir weitere Beispiele s. 11-12.

(c¢) Ein vollstindiges Integrall) (intégrale compléte) der DGI (1)

ist eine zweiparametrige Menge von Integralen

(22) z=wy(x, y; a,b_);
dabei soll y nebst y,, y, in einem Gebiet des z, y, @, b-Raumes nach allen
vier Argumenten stetig differenzierbar sein und die Matrix (zu der Be-
zeichnung s. 27 (c))
oy vz ¥y
9(a, b)
in jedem Punkt des Gebiets den Rang 2 haben?).

Die Bedeutung eines vollstindigen Integrals, das iibrigens durch die
DGI keineswegs eindeutig bestimmt ist, beruht darauf, da man aus ihm
durch bloBe Differentiations- und Eliminationsprozesse weitere Integrale
herleiten kann (vgl. 9-5). Es entspricht etwa der IBasis bei linearen homo-

genen DGlen.

1) ForsyrH, Diff. Equations V, 8. 171. Vgl. z. B. Goursar, Equations du
premier ordre, S. 134ff. HorN, Partielle DGlen, S. 182f.

%) Man hat auch noch gefordert, daB durch z, y, v, ¥, ¥, zugleich alle IEle-
mente der DGI (1) geliefert werden. Doch ist diese Forderung wohl nirgends kon-
sequent durchgefithrt. Durch sie wiirde die praktische Verwendbarkeit des voll-
stindigen Integrals unnotig erschwert werden.
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(d) Allgemeine Integralel) (intégrales générales) werden solche
Integrale genannt, die von einer willkiirlichen Funktion abhéngen. Dabei
wird diese Abhingigkeit anscheinend meistens so aufgefalt, daB in (c)
b =g@( ) mit einer willkiirlichen Funktion ¢ gesetzt wird. SinngeméifBer
wire die Forderung, daB die Integrale von einem willkiirlich gegebenen
Anfangsstreifen abhingen sollen. Ein Bediirfnis fiir die Bezeichnung
»allgemeines Integral“ liegt nicht vor.

9. Losungsverfahren von Lagrange.?)

9-1. Vorintegrale. Nach 4-2 oder 5-4 erhilt man unter gewissen Vor-
aussetzungen ein Integral z = x (=, y) der quasilinearen DGI

(*) f(x) yaZ)P+9(x, yaz)q=h(x’ y,Z),

indem man fiir ein Integral w = y(x, y,2) der zugehdrigen linearen ho-
mogenen DGI

(*%) f@ 9.9 55 + 902, 9,2 5 + h(z, 9,2 55 =0

die Gl ¢ = C nach z auflést. Integrale y von (**) sind dabei solche stetig
differenzierbaren Funktionen, die lings jeder Charakteristik von (**) oder,
was dasselbe ist, lings jeder Charakteristik von (*) konstant sind.

Das Losungsverfahren von LAGRANGE ?) fiir die DGI
(1) F(z,y,2,p,9) =0
besteht in der Ubertragung des eben skizzierten Verfahrens auf die DGI (1).

(a) Uber die im folgenden vorkommenden Funktionen F(z, y,z,u,v),
G(z,y,2,u,v), H(x, y,2z,u,v) wird vorausgesetzt, daB sie in einem
Gebiet & = G (x, y, 2z, u, v) stetig differenzierbar sind.

Die Funktion G(z, y, 2, u, v) heiBlt ein Vorintegral (intégrale premiére)
der DGI (1), wenn G lings jeder Charakteristik von (1), d. h. fiir jede Losung
z(t), y@), z(t), u(t), v(t) des DGlsSystems

@) {x'(t):——Fu, y@)=F, Zl)=uF,+vF,
wW(it)=—F,—uF,, v{t)=—F,—vF,

1) Vgl. z. B. ForsyTH, a. a. O,, S.171. GOURSAT, a. a. O., S. 137. HoRrN,
a.a. 0., S.185.

2) Zur Literatur vgl. S. 62, FuBn. 2.
3) Das Verfahren wird auch nach MoNGE und CHARPIT genannt. Vgl. dazu die

historischen Bemerkungen bei SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integral-
rechnung III, S. 717f.
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konstant ist. Das besagt nach 3-2 dasselbe wie: G soll ein Integral der
linearen homogenen DGI

ow 0 2 9
) Fugy +Fogy + @F +0F) 0 —(F, +uF) 5
2
—(F,+oF) > =0

sein oder
(4) [F(z,y,2,4,9), G(z,y,2,%,v)] =0 in &;
dabei ist
() [F,01=—[€,Fl=(F,+uF)G, +(F, +vF)G,

— (@ +u@)F,— @G, +vG)F,
der aus F und G gebildete JacoBische Klammerausdruck. Von Funk-

tionen F, @, die (4) erfiillen, sagt man auch, sie ldgen in Involution
zueinander.

Nach 8- (a) ist F(z, y, 2z, u, v) selber ein (triviales) Vorintegral der
DGI (1)1). Fiir die Gewinnung weiterer Vorintegrale ist die lineare DGI (3)
zu losen; dazu vgl. 3.

(b) Fiir die praktische Auflésung von DGlen ist noch eine Erweiterung
des Begriffs der Integrale niitzlich.

Die Funktion G(z, ¥, 2, u, v) heiBt ein Vorintegral von (1) im weite-
ren Sinne, wenn @ lings jedes charakteristischen Integralstreifens von (1)
konstant ist. Eine Funktion G ist genau dann ein Vorintegral im weiteren
Sinne, wenn die Gl (4) fiir jedes Integralement x, y, 2, , v von (1) er-
fillt ist.

Beispiel: (zp +yg—2)? = (P + &) f(2* + ¢°)-

Die charakteristischen Glen sind
o' =2z(zp+yg—2—=2pf, Yy =2yp+tyg—2—24qf,
Z=20p+yq(zp+yq—2—2"+ ¢/,
=2z +¢)f, ¢=2y0@+)/f
Aus den beiden ersten folgt
yp—a'g=2yp—29(zp+yq—2),
und aus den beiden letzten

, , . (yp—=gq)
—zq¢ =0. L2 =2(xp + —z).
*) yp q Daher ist yP—7q (xp+yq

Bei Beschrankung auf charakteristische IStreifen kann zur Umformung der charak-
teristischen Glen die gegebene DGl berangezogen werden. Aus dieser und der
dritten charakteristischen Gl folgt

Z=2z(zp+yqg—2).

1) Das ergibt sich auch unmittelbar aus der Gl (3), der w = F offenbar geniigt.
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Damit ergibt die Gl (%) wp—szay _7
yp—=g z
Ls ist somit
h .'/2’:3’9
ein Vorintegral, und zwar im weiteren Sinne, da zu seiner Aufstellung die gegebene
partielle DGl selber benutzt worden ist.

Ist @ firr die DGI (I) ein Vorintegral im weiteren Sinne und sind
p="U(x,9,2), ¢g=V(x,9,2) in einem Gebiet &(z, y,2) gemeinsame
stetig differenzierbare Losungen der beiden Glen F = 0 und @ = 0, so ist

[F,@]=0 in 6,
wenn hierin p = U und ¢ = V eingetragen wird.

Sind G und H fiir die DGI (1) Vorintegrale im weiteren Sinne und sind
z2=vy(z,9), p=U(x,y), ¢g= V(z, y) in einem Gebiet G(x,y) gemein-
same Losungen der drei Glen F =0, G = 0, H = 0, so ist

[F,@]=0 und [F,H]=0 in 6,
wenn hierin z =19, p= U, ¢ = V eingetragen wird.

(¢) Das Verfahren fiir die Losung der DGI (1) gabelt sich nun, je nach-
dem es gelingt, auBer dem trivialen Vorintegral F' zwei oder nur ein weiteres
Vorintegral ausfindig zu machen.

log |yp —zgq| —log |z| oder auc

9-2. Gewinnung von vollstindigen Integralen aus zwei nicht-trivialen
Vorintegralen. Sind auBer dem trivialen Vorintegral F der DGI (1) noch
zwei weitere Vorintegrale G und H bekannt, so wird durch das am Anfange
von g1 skizzierte Verfahren folgendes Vorgehen nahegelegt: Man lost
die drei Glen
®6) F(x,y,z,u,v)=0, G(x,y,z,u,v) =0, H(zx,y,z,u,v)=0
nach z, u, v auf. Erhalt man dabei stetige Funktionen u = u (z, y) , v = v (z, y)
sowie eine stetig differenzierbare Funktion z =z(z, y), so kann man
fragen, ob z, = u, z, = v ist. Trifft das zu, so ist offenbar z(x, ) eine
Lésung der DGI (1) und sogar eine gemeinsame Losung der drei DGlen

(7) F('x’ Y,2,p, q) =0, G(:L, Y,2,P, Q) =0, H(x’ Y,2,P,9) = 0.
Nun haben jedoch schon zwei Glen der Gestalt (1) nicht immer eine ge-
meinsame Losung, wie das triviale Beispiel p = 0, p = 1 zeigt. Wie leicht
nachzurechnen ist, gilt der Satz:

(a) Ist y(x,y) in g(z, y) ein sogar zweimal stetig differenzierbares
Integral der beiden DGlen
(8) F(z,y,2,p,9) =0, G(z,9,2,p,9) =0,
so erfiillt y in g auch die DGl

(9) [F(Z, Y,2,D, q)’ G(z: Y,2,D, q)] = 0.
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Eine notwendige Bedingung fiir die simultane Losbarkeit der beiden
Glen (8) ist somit, daB sogar die drei Glen (8) und (9) eine gemeinsame
Losung haben?).

Fiir die Durchfithrung des oben skizzierten Verfahrens wird neben der
Bedingung (9) und entsprechenden fiir ¥, H und @, H jedenfalls noch zu
verlangen sein, da die drei Glen (6) voneinander unabhiingig sind, etwa
in dem Sinne, daB die Funktionaldeterminante von F, @, H in bezug auf
z, u, v nicht Null ist. Dann gilt in der Tat der Satz:

(b) Die Funktionen
(10) =y, y), v=U=9, v="V(s,9)
mogen in g(z, y) stetig differenzierbar sein, fiir die Punkte von g nur
Punkte von ® liefern und die drei Glen (6) erfiilllen. Ferner sei fiir die
Funktionen (10)

(x1) [F,G1=0, [F,H =0, [G,H]=0 in g(z,y),
und in jedem Teilgebiet von g
o(r,G, H)
(12) —am— = 0.
Dann ist

U(=, ?/)=%($: y), V(z, y):wy(x’ Y),
also y(z, y) in g(x, y) ein gemeinsames Integral der drei DGlen (7) und
insbesondere ein Integral der DGI (1).

Die Voraussetzungen (11) und (12) bleiben erfiillt, wenn man @ und H
fiir zwei beliebige Konstanten a, b durch G — @ und H — b ersetzt. Man
hat dann die Funktionen (10) durch Lésung der Glen
(13) F(z,y,2,u,v) =0, G(x,y,2z,u,v)=a, H(z,y,z,u,v)=0b
zu gewinnen und erhilt so in gewissen Bereichen ein vollstindiges In-
tegral z = y(x, y; a, b) von (I).

(e¢) Anwendungsvorschrift. Bei der Anwendung von (b) zur Losung
einer gegebenen DGI (1) stellt man zuerst die charakteristischen Glen (2)
auf (die man nun auch wieder wie in 8-4 (6) mit den Buchstaben p, ¢ statt
u, v schreiben kann) und sucht durch Kombination dieser Glen zwei stetig
differenzierbare Funktionen @ und H zu gewinnen, die lings jeder Charak-
teristik oder lings jedes charakteristischen Integralstreifens konstant sind,
d. h. zwei Vorintegrale im eigentlichen oder im weiteren Sinne. Dabei ist
darauf zu achten, daB die drei Funktionen F, G, H voneinander unab-

1) Die Gl (9) braucht jedoch neben den beiden Glen (8) keineswegs eine neue Be-
dingung zu sein. Denn ist z. B. G ein Vorintegral der GI(1), so gilt nach 9:1 die G (4)
sogar identisch in allen fiinf Verdnderlichen.
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hingig sind. Die beiden ersten der Glen (11) sind dann reichlich erfiillt,
nimlich identisch in z, y, 2, u, v bei eigentlichen Vorintegralen, aber auch
bei solchen im weiteren Sinne nach 9-1 (b) wieder in dem durch (b) ge-
forderten Umfang. Man 16st nun weiter die Glen (6) oder allgemeiner (13)
nach 2, u, v auf. Ob die so gefundene Funktion z = y(x, y) ein Integral
der DGI (1) ist, kann man dann durch Eintragen dieser Funktion in (1)
feststellen oder dadurch, daB man untersucht, ob auch die iibrigen Voraus-
setzungen von (b) erfiillt sind.
Beispiel: Fir die DGI
(14) pg=z2
lauten die charakteristischen Glen
Z{t)=v, Y{)=u, Z({)=2uv, w({l)=u, v()=v.
Aus diesen Glen folgt
wW—y=0, v—a'=0, vv—uv=20.
Daher sind die Funktionen # — y, v — z und, wenn man sich auf ein Gebiet be-
schrankt, in dem v &= 0 ist, 1: stetig differenzierbare Funktionen, die lings jeder

Charakteristik von (14) konstant sind, d. h. Vorintegrale von (14). Dazu kommt
noch das triviale Vorintegral z — wv. Jede stetig differenzierbare Funktion von
diesen ist wieder ein Vorintegral. Wihlt man etwa

F=z—uv, G=u—y, H=%—1,
so ergeben die Glen (6) die Funktion z = y?, und diese ist kein Integral von (14).
Das ist kein Widerspruch zu (b), da hier [G, H] = '% = 0 ist. Wahlt man dagegen
F=z—uv, G=z—v, H=y—u,

8o erhdlt man aus den Glen (13) das vollstindige Integral z = (z — a) (y — b).
Wihit man die Vorintegrale

F=z2z—uv, G=a(z—v)+ y— u, H=;."',

g0 erhilt man aus (13) mit b, a statt a, b das vollstindige Integral
i l 2
2_4_5,(“2:—*- y — b)2.

9-3. Gewinnung von vollstindigen Integralen aus einem nicht-trivialen
Vorintegral!). Ist fiir die DG] (1) nur ein Vorintegral G im eigentlichen
oder im weiteren Sinne gefunden, das von dem trivialen F unabhingig
ist, so kann man trotzdem ein vollstindiges Integral gewinnen. Zu dem
Zweck 16st man die Glen

(15) F(z,y,z,u,v)=0, G(z,y,2,u,v)=a

1) Vgl. Goursat, Equations du premier ordre, S. 134f. Kamkr, DGlen,
S. 3681f.
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bei beliebigem a nach u, v auf; gibt es iiberhaupt ein Zahlensystem =, .. ., 1y,
das beiden Glen geniigt, und ist die Funktionaldeterminante

a(F,0)

26
in einer Umgebung jener Stelle, so haben die beiden Glen (15) in einer
Umgebung der Stelle x,, y,, 2, eine stetig differenzierbare Losung

u=U(z,y,2), v=V(x,9,2).

Mit dieser bildet man das DGlsSystem?)
0z 0z
(16) a_x=U(x’ Y,2), %:" V(z,y,2)
und sucht eine gemeinsame Lésung z = y(x, y). Da aus den Voraus-

setzungen die Integrabilitdtsbedingung
Uv,4+vU,=V,+UV,

fiir eine volle Umgebung des Punktes z, y,, 2, folgt, gibt es (vgl. 7:1)
eine solche gemeinsame Losung, und zwar kann man fiir y(,, ¥,) noch
einen beliebigen Wert b in einer hinreichend kleinen Umgebung von z,
vorschrejben. Die Funktion z =y(z, y; @, b) ist dann ein gemeinsames
Integral der Glen (16) und ein vollstindiges Integral von (1). Der Existenz-
bereich des Integrals ist im allgemeinen groBer, als die Voraussetzungen

erwarten lassen.
Beispiel 12): pqg==z.
In 9-2 (c) waren die Vorintegrale u — y, v — «, u/v gefunden. Wahlt man G =u — y,
so lauten die Glen (15) hier v =2, « — y = b, d. h. man hat
0z 0z z

Frink iUl 9y y+b

zu lésen. Man findet mit u/v =a

2=(z+a)(y +b).
Dasselbe Ergebnis erhalt man mit dem zweiten Vorintegral. Mit dem dritten erhélt
man ein vollstandiges Integral in der Gestalt

_1 y

2
Beispiel 2: Es sei wieder die DGI
(zp+yg—2P ="+ &) f(=* + &)

von 9-1 (b) gegeben. Dort war (yp — zg)/z als Vorintegral im weiteren Sinne ge-
funden. Wird dieses gleich A gesetzt, so bekommt man durch Auflésung dieser

1) Uber die Schreibweise als totale DGl dz = Udx + V dy s. 8. 59, Fufin. 2.
%) Fiir ein Beispiel, bei dem das Verfahren nicht zu einem vollstindigen Integral
fiihrt, s. E 6°97.
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und der gegebenen Gl nach p, ¢ die beiden Glen

dlogz Ay z z
2z _7_’_+r’—fir’(r'-—f) V_E’

— Yy Y
o

mit 12 = 2?4 32, B = (4% 4 o) f— A2f2. Hieraus kann man log z berechnen,
indem man statt z, y Polarkoordinaten einfiihrt. Vgl. auch E 6107,

9-4. Gewinnung einer einparametrigen Schar von Integralen aus zwei
nicht-trivialen Vorintegralen. Es kann vorkommen, daB man neben den
trivialen Vorintegralen zwei weitere Vorintegrale @, H erhilt, die jedoch
nicht in Involution sind. Dann gelingt es manchmal, durch Spezialisierung
der Konstanten a, b in (13) zu einer einparametrigen Schar von Integralen
zu gelangen.

Beispiel: pq=z+|y+z.

Aus den charakteristischen Glen
z’=q, y=p, Z=2pg, P=p+1, ¢=q¢+1

findet man die Vorintegrale

- _ g P*1
pP—qg+2—y, g+1’

die jedoch nicht in Involution sind. Stellt man trotzdem die Glen (13) auf, d. h.
die Glen
pg=2z+y+z, p—qtar—y=2a, p+1l=0bg+1),

8o erhidlt man aus den beiden letzten Glen
O@—)p=bly—=z)+2ab—-b+1, b—1)g=y—2+2a—-b+1.
Da p =1z, ¢ =2y, also p, = ¢, sein soll, folgt aus diesen Glen b = — 1. Fiir

diesen Wert hat man dann
2z, =y—z+2a—2, 2zy=z—y—2a—2,
also

r = — (EE:?/_)’

taz—y—(z+y +1l-a

Damit ist wenigstens eine einparametrige Schar von Integralen einfacher Bauart
gefunden.

9.5. Gewinnung weiterer Integrale aus einem vollstindigen Integral.
(a) Es sei

(17) Z=1p(:t, Yy, a, b)

in der Umgebung einer Stelle x,, y,, @, by 1) ein vollstindiges Integral
der DGI (1). Das Verfahren, durch das man aus diesem weitere Integrale
bilden kann, liuft geometrisch auf die Konstruktion von Hiillflichen zu
der gesamten Menge oder zu eiuer Teilmenge der IFlichen des vollstéin-

1) Das Folgende bezieht sich auf eine hinreichend kleine Umgebung dieser Stelle.
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y
digen Integrals hinaus und kann analytisch als Variation der Konstanten
bezeichnet werden.
Sind
(18) a=ua(z,y), b=pB(z,y)
stetig differenzierbare Funktionen, so folgt aus (17) durch partielle Diffe-
rentiation
2; =Y, +Waa':c +Wbﬂx’ zy =!py +1pa “'y +wbﬂy’
und diese Funktionen erfiillen zusammen mit (17) offenbar wieder die
DGI (1), wenn

(19) 'Paaz"*_'/)bﬁz:o’ %%'F%ﬂ,,=0
ist.

(b) Diese Glen sind trivialerweise erfiillt, wenn y, = y, =0 ist. Sind
diese Glen identisch in z, y erfiillt, so erhdlt man eine singulire IFliche
als Hiillfliche zu der Gesamtheit der IFlichen. Fiir die Gewinnung
dieser IFlichen ist allerdings das direkte Verfahren von 88 (b) im all-
gemeinen bequemer. Wichtiger ist der folgende Falll):

(c) Sind ®(a,bd), a(z,y), f(z, y) stetig differenzierbare Funktionen

und ist
QQPHQDA,MML%MmW=m

(20) (25 45 @, B) By (es B) — wo( 2> 5 s B) By, ) = O,

so ist
z=y(z, y;a(z, ), f(2, 9)
ebenfalls ein Integral von (1), und zwar die Hillflache zu den Flichen (17)
mit @(a, b) = 0. Ist P gegeben, so dienen die beiden Glen von (20) zur
Berechnung von «, 8, falls Losungen dieser Glen existieren.
Beispiel: pg=-=z.
Nach 92 (c) ist
z=(z—a)(y— D)

ein vollstindiges Integral. Wahlt man

d(a,b) =ia+pbdb mit [A] 4 |u|>0,
8o ist die erste der Bedingungen (20) erfilllt. Die beiden Glen von (20) lauten

Ao+uBp=0, Mz—a)—uly—p =0

und ergeben
_Az—upy _ Az —py
*="2i ﬂ__—2—,u—_'

1) Zu diesem Fall gelangt man auf folgende Weise: Ist oy By — oy Bz =0, s0
folgt aus (19), daB y; = yp = 0 ist, also der vorhergehende Fall vorliegt. Ist da-
gegen a B, — ay By =0, so sind die Funktionen a(z, y), B(z, y) nach 2:7 (a)
voneinander abhangig. Wird diese Abhangigkeit durch eine Funktion ®(a, b)
vermittelt, so kommt man gerade auf den Fall (¢) mit den VoraussetZzungen (20).
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Damit erbalt man fiir Ax &= 0 das Integral
. 1 2
z= gy Az 4+ ny?
(d) Uber das Vorkommen eines gegebenen Integrals unter den durch
ein vollstindiges Integral bestimmten Integralen.

Es sei y(z, y) eir Integral der DGI (1). Dieses ist nach (a) unter den
durch das vollstindige Integral (17) bestimmten Integralen enthalten,
wenn fiir geeignete, stetig differenzierbare Funktionen «(z, y), (2, y)

(21) V&Y L) =X V=2 V=2
und
(22) '/’a“z"i"/’bﬂz:o’ 'Pa“y'*-wbﬁy:o
ist1).

Praktisch wird man so vorgehen, dal man «, f aus (21) berechnet und
untersucht, ob fiir diese Funktionen «, 8 auch die Glen (22) erfiillt sind.

Wird das vorige Beispiel gewahlt und

ca.b) = (2 —a) (g — _Gztuyr
Wz yia,0) = (r—a) (y—b), x(sy) = ""pr
gesetzt, so lauten die Glen (21)
_ o Azt py)p Azt py Az +py
und ergeben
lz— —2
a = a(z, ?/) = —"E’zﬂ) b= ﬂ(xy y) = Mé—h—j'

Fir diese Funktionen sind die Glen (22) ebenfalls erfiillt.

9-8. Integralfliche durch einen gegebenen Anfangsstreifen (Cauchys
Problem) 2). Fiir eine Umgebung der Stelle 7, sei ein IStreifen

(23) c=w(1), Yy=wy(1r), z=w3(r), P=0w4(r), ¢=ws(7)

gegeben; es ist also die Streifenbedingung

(24) 0 = w0, 0] + w5
und
(25) F(wy, ..., 05) =0

vorausgesetzt. Gesucht ist eine IFliche, die den Streifen (23) enthilt?).

1) Vgl. ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 172—178.

?) Vgl. auch Goursat, Equations du premier ordre, S. 150ff. G. HoHEISEL,
100. Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft fiir Vaterlandische Kultur, 1927,
8. 104.

3) Ist statt eines Anfangsstreifens eine Anfangskurve fiir die IFliche gegeben,
so hat man diese zu einem Anfangsstreifen (23) zu erganzen, fiir den (24) und (25)
erfillt sind.
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Ahnlich wie in g5 (a), jedoch unter Einschaltung einer Funktion

t(z, y), versucht man diese IFliche aus g'5 (17) durch den Ansatz
a=ua(t), b=@F), t=t(z,y)
mit stetig differenzierbaren Funktionen zu erhalten. Die Funktion (=, y),
die sich aus (17) durch Eintragen dieser Funktionen ergibt, ist (vgl. 9-5)
offenbar wieder ein Integral von (1), wenn
(20) V(@ ¥ 0 f) &’ + 9, (%, g5, f) f =0
fiir «(t), B(t), t =1t(z, y) ist; sie enthdlt den Anfangsstreifen (23), wenn
w(7) =p(2, y; 2(7), B(2)),
(27) w,(7) =9, (%, y; a(7), B(2)),
w5 (v) =, (2, y; 2 (v), B(7))

fir x = w,(7), ¥y = wy(7) und
(28) t(wy, W) =T
ist. Die Glen (27) dienen zur Bestimmung der Funktionen «(f), B(t), die
Glen (26) und (28) zur Bestimmung von ¢(z, ¥).

Ist (27) fir 7 =1, *=wy(T)), ¥ = w,(7,) und irgend zwei Zahlen
ay, by statt a(z), f(r) erfillt und ist auBerdem

Fp(wl(ro)’ R wS(TO)) =*= O’ Ve :*: 0’ L) :t: 0’ 'pawyb - wb'pya :*: 0
oder

Fq(w1('fo), cees ws(To)) +0, v,+0, v,+0, YV, — VP, +0
mit & = w;(T,), ¥ = ws(Tg), @ = @y, b = by, so sind «(t), f(f) durch (27)
in einer Umgebung von 7, eindeutig als stetig differenzierbare Funktionen
mit o (7y) = ay, B(Tg) = by bestimmt. Es ist nun noch ¢(z, y) aus (26) zu
bestimmen; es ist dann (28) von selbst erfiillt.

Beispiel 1: pg==2.
Nach 92 (¢) ist z= (x — a)(y — b) ein vollstindiges Integral. Es wird eine
IFlache gesucht, die den IStreifen

z2=0, y=t, z=12 p=—t-, g=2t
enthilt. Die Glen (24) und (25) sind erfiillt. Die Glen (27) lauten hier

t=t—b, 2t=—a

t’=—a(t—b), E

und liefern
Die Gl (26) lautet nun

und liefert
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Damit wird z " z
a=3-%y F=35-3

2
z=(y+§).

Beispiel 21): pg=acxy.

und das gesuchte Integral

In der DGI lassen sich die Variablen trennen (s. 11°5). Ein vollstindiges Integral ist
a
* = 2 — 2
(*) z=Aaz*+ a4 + B.
Es wird die IFliche gesucht, welche die Anfangskurve
x=¢& y=7n, z=ow() fir —co<n<+oo,
also (vgl. S. 81, FuBn. 3) den Anfangsstreifen

abn

wl(n)’ q = w,(n)

z=¢§ y=1, z2=o0(, p=

enthilt, wobei w’(n) # 0 vorauszusetzen ist.
Die Glen (27) lauten hier, wenn 4, B statt «, f beibehalten wird,

o= A+ L+ B =24t o)=Y

o’ (1) g4’
und ergeben
x%x A=_.g.n_’ — _»as‘!n_ﬂ ’ .
") gwm T w2 W
Die Gl (26) lautet somit
(1) (no” — o) [an*(z® — &) — (¥ — 1°) 0?] = 0.

Ist 0" — o’ == 0, so ist daher 7 als Funktion von z, y aus
an*(z? — &) = (4 — 7°) 0”
zu bestimmen und dann in (**) und (*) einzutragen; z. B. erhdlt man so fiir
() =17 .
z=y |a(a®— &) + 1.
Ist nw”’ — o’ =0, so ist w =an*+ f mit irgendwelchen Konstanten «, B.
Die Gl (1) kann nun nicht zur Bestimmung von 7 = 7(%, y) dienen. Man er-

hilt jetzt aber aus (**)

a a
A= — B=pf— — &
4o’ b 4015

und somit als gesuchtes Integral, wie die Probe bestatigt,

o (@ — )t ay + B

z=4a

10. Existenzsdtze und weitere Lésungsverfahren.

10.1. Ubertithrung einer beliebigen Anfangswertaufgabe in eine ,,Nor-
malaufgabe* 2). CaucHYs Anfangswertaufgabe besagt: Fir die DGI

(1) F(x» Y2049 = 0

1) GoursaT, Equations du premier ordre, S. 163.
%) Vgl. Goursar, Equations du premier ordre, S. 20ff.
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ist eine IFliche z = (=, y) gesucht, die einen gegebenen IStreifen

(2) T=0,(8), Yy=0,08), z=w3(s), P=wy(8), ¢=w;(s)
enthilt, wo die w,(s) fiir « < s < B stetig differenzierbar sind. Uber die
Funktion F wird wieder die in 8-1 genannte Voraussetzung gemacht. Fer-
ner sei

(3) F (0, ..., 05) 0, — F (w0, ..., 05) 0] 0,

d. h. wenn man die Trigerkurve des Streifens (2) und die.Trigerkurve des
charakteristischen Streifens 8-4 (6) auf die z, y-Ebene projiziert, so soll die
erste Projektion keine der anderen Projektionen beriihren. Fiir s =g,
moge der Streifen (2) das IElement 2y, y,, 29, Do 9o €Tgeben.

Aus (3) folgt insbesondere, dall der Streifen (2) nur regulire Flichen-
elemente enthélt und |w;|+ |w;| > 0ist. Ist etwa w; == 0 an der Stelle s,
und somit auch in einer Umgebung dieser Stelle, so liflt sich die aus (1)
und (2) bestehende Anfangswertaufgabe in eine ,Normalaufgabe1) der
speziellen Gestalt
4) p=f(z,929), =0, y=n, 2(0,y)=0
iiberfithren.

Man 16st zu dem Zweck die Gl % = w,(s) nach s auf und wahlt # als
unabhingige Verinderliche. Dann erhalten die Glen (2) die Gestalt

(5) =0, y=7n, z=0@), p=1(), ¢=0w@).
Fithrt man nun bei der stetig differenzierbaren Funktion z(z, y) die Trans-
formation
Z(X,Y)=z2(x,y) —o(y), X=2—0¢(y), Y=y
aus, so wird aus der DGl (1) fiir 2z die DGI
F(X4+0oXY), Y, Z+0(Y), Zy, Zy — Zy o' (Y) 4 o' (Y)) =0,
fir Z, die man, wie sich aus der transformierten Bedingung (3) ergibt,

nach Z, auflésen kann und die somit die erste der Glen (4) mit grofen
statt kleinen Buchstaben liefert. Aus den drei ersten Glen (5) werden

1) Unter einer Normalaufgabe sei eine Anfangswertaufgabe verstanden, die aus
einer expliziten DGl
P =f(%, 9,2 9)
und einer Anfangsbedingung
z=§& y=n, z(5n)= o)
bei festem & und variablem # oder
q=f(z, Y, 297’)
und
z=4§, y=1n, 2,0 =wl
bei festem # und variablem £ besteht.
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die letzten drei Glen (4), wihrend die letzte Gl (5) in die aus der letzten
Gl (4) folgende Gl Z; (0, Y) =0 iibergeht und die vorletzte Gl (5) eine
Folge der ersten Gl (4) wird.

Ist w](f,) 3= 0 statt w;(t,) == 0, so kann man offenbar in entsprechender
Weise vorgehen.

10.2. Allgemeiner Existenzsatz. Cauchys Charakteristikenverfahren?).
Der Abschnitt g enthélt zwar Methoden, durch die man in einer Reihe von
Fillen bestimmt gegebene DGlen (1) 16sen kann. Unter welchen allgemeinen
Bedingungen ein Integral sicher existiert, dariiber ist dort jedoch nichts
gesagt. Die folgenden Existenzsitze beziehen sich auf CAucHYs Anfangs-
wertaufgabe:

Die linke Seite F(x,y,z, p, q) der DGl (1) sei in einem Gebiet
®(x, y, 2, p, q) zweimal stetig differenzierbar. Es sei

(6) z=120(s), Yy=1(s), 2=2%(8), P=1p(s), 9=(9)

fir « < 8 < B ein gegebener IStreifen der DGl (1)?), fiir den

?) F, yy(s) — F, x5(s) 3= 0

ist, wobei in F,, F, die Funktionen (6) einzutragen sind3). Gesucht ist
eine IFliche, die den Streifen (6) enthilt.

Diese Aufgabe ist unter den angegebenen Voraussetzungen ,,im kleinen*
lésbar, und zwar ist das erhaltene Integral sogar zweimal stetig differenzier-
bar?). Man kann es auf folgendein Wege erhalten:

Da F zweimal stetig differenzierbar ist, sind die rechten Seiten der
charakteristischen Glen 8:4 (6) stetig differenzierbar, ihre Losungen sind
also durch die Anfangswerte x,, . . ., g,, die etwa fiir { = 0 angenommen
werden mogen, eindeutig bestimmt. Diese Losungen seien

T=x(t Xy, .., q9)s ---» T=¢q(t, 2o, ..., qp)-
Als Anfangswerte werden die durch den IStreifen (6) gegebenen gewiihlt,
d. h. es werden die Funktionen

X(s,t) =a(t, 2o(s), ..., 4(8), ..., Q(3,8) =g (¢, %(8), - . -, go(8))

1) Vgl. BiEBERBACH, DGlen, 3. Aufl,, S. 295—299. CouraNT-HILBERT, Me-
thoden math. Physik II, S. 66—08.

2) Man kann auch von einer stetig diffcrenzierbaren Raumkurve x = z,(s),
Yy = Yo(8), 2= 2,(s) ausgehen und — wofern das méglich ist — durch stetig differen-
zierbare Funktionen p,(3), ¢,(s) 8o erginzen, dafl die Funktionen (6) die Streifen-
bedingung und die Gl (1) erfiillen.

3) Fur die geometrische Bedcutung der UnGl (7) s. 10-1. Aus (7) folgt, daB der
Anfangsstreifen (6) nur regulare Fliachenelemente enthilt.

4) Ob es nur ein Intégral gibt, hangt von der Gestalt des Gebiets ab.
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gebildet. Man kann zeigen, da diese Funktionen in ihrem Existenzbereich
lauter IElemente der DGI (1) liefern. Wegen der Voraussetzung (7) lassen
sich die Glen

z=X(s,1), y=7Y(s1)
sicher in jedem Teilintervall a < oy < 8 < B, << fiir alle hinreichend
kleinen ¢ eindeutig nach s, ¢ auflosen: s = s(=, ¥), ¢ = ¢(x, y). Durch Ein-
tragen dieser Losungen in z = Z (s, f) erhilt man das gesuchte Integral der
DGI (1).

Beispiel: pg=1.
Fiir diese DG, die vom Typus 11-2 ist, sei der IStreifen
x=8, y=2¢8, z=2¢%, p=s, q=% (s> 0)
gegeben. Die charakteristischen Glen sind
Z(t)=q, ¥v®)=p, ) =2pg, P)=0, ¢'(t)=0.
Die Charakteristik mit den Anfangswerten x,, ..., g, fir ¢ = 0 ist somit
=2+ qot, Y=Y+ Pty 2=2PyGot+ 2, P=Pos 9= o

Durch Eintragen des Anfangsstreifens erhalt man

t
z=—8~+8, y=s8t+s, 2=2t+2s, p=s, g.—:%,

also z = 2%. Da aus den beiden ersten Glen y = x s? folgt, ist das gesuchte

Integral .
z=2)zy fir >0, y>0.

10-3. Der Sonderfall p = f(x, ¥, 2, q); Cauchys Charakteristiken-
verfahren. Ist die explizite DGI
@) P =f(2, 9,29
gegeben und wird fiir diese eine Fliche gesucht, die durch eine gegebene
Normalkurve geht, d. h. durch eine Kurve, die parallel zur y, z-Ebene-ver-
lauft, so 1aBt sich fiir den Existenzbereich des Integrals unter geeigneten
Voraussetzungen eine Abschitzung geben.

(a) In dem Gebiet
) |z —&| < a, 9, 2, ¢ beliebig
moge f(z, ¥, 2, g) zweimal stetig differenzierbar sein, ferner mdgen diese
Ableitungen dem absoluten Betrage nach kleiner als eine Zahl A sein,
die > 1 angenommen wird. — Die Funktion w(n) sei fir alle n defi-
niert, zweimal stetig differenzierbar und erfiille eine UnGl.

|o' )] + |0 ()| < B.
Dann hat die DG (8) genau eine IFliche z = y(z, y), welche die Kurve
z=¢§( y=1n, z=o0@) (-0 +x)
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enthilt, mindestens in dem Gebiet

|x—§|<Min(a, —oo <y< +o0

1
34 (B+ 1)) ’
existiert und dort sogar zweimal stetig differenzierbar ist.

Man erhilt die IFliche, indem man fiir die charakteristischen Glen

(10) Y@ =—1f, Z@=Ff—qf, 4@ =Ff+4qf,
die IKurven
(11) y=Y(x,n), z=2(z,n), 9=0¢(,n)

bestimmt, die durch die Anfangspunkte

z=§, y=mn, z=0@), ¢ .—_—a)’(yl)
gehen, und die erste der Glen (iI) nach n auflost. Ist n = y(z, y) die
Losung, so ist z=Z(z, x(, y)) das gesuchte Integral, die beiden ersten
Glen (11) geben dieses Integral also in einer Parameterdarstellung?).

(b) Ist die Funktion f nicht in einem Gebiet (g), sondern in irgendeinem
endlichen Gebiet gegeben, so kann man zu einem Existenzsatz gelangen,
wenn man den Definitionsbereich von f auf einen Bereich der Gestalt (9)
so erweitern kann, dafl dort wiederum die Voraussetzungen des Satzes (a)
erfiillt sind 2).

(¢) Auch wenn die ziemlich einschneidenden Beschrinktheitsvoraus-
setzungen fiir die Ableitungen von f und w nicht erfiillt sind, erhdlt man
auf Grund der Methode von (a) in vielen Fillen das Integral in einem aus-
gedehnten Gebiet.

Beispiel 1: p=¢, w(n =n.

Aus den charakteristischen Glen
'=—2q, 2Z2=—¢, ¢ =0
folgt
g=2n, z=n"—4(z =8}, y=n—4(z— &,

1) KAMKE, DGlen, S. 352—358; dort ist noch |f| < A vorausgesetzt; das ist
aber unnotig, da sich f nach dem Mittelwertsatz mittels der Ableitungen aus-
reichend abschitzen laBt.

Fiir eine andere Festlegung des Existenzbereichs des Integrals s. T. WAzEWSKI,
Annales Soc. Polon. Math. 13 (1934) 1—9; 14 (1935) 149—177. Zur Diskussion der
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen fiir f und w s. WAZEWSKI, a. a. 0. 13 (1934)
10—12; Math. Zeitschrift 43 (1938) 521—532.

Zur Frage der eindeutigen Bestimmtheit des Integrals vgl. A. Haar, Acta
Szeged 4 (1928) 103—114.

Tir historische Bemerkungen s. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integral-
rechnung III, 8. 719f.

?) Vgl. hierzu die Hilfssitze von 36 (c) sowie KAMKE, DGlen, S. 359—362.
T. WazeEwsK1, Annales Soc. Polon. Math. 14 (1936) 149—177.
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also aus der letzten Gl

e Y fir m—i<l
(hat wervry B A

und somit
- - y
z=y(z,y) = i—i@—9"

Beispiel 2: p=1logg mit ¢>0, w(n) =75* mit >0.
Aus den charakteristischen Glen

1
y’=—3. ¥ =1logg—1, ¢ =0

folgt
g=27, z=(log29n—1)(z— &)+ 7% y=5——+q.

Aus der letzten Gl folgt
y!
-+ ——+—-- fir 3‘—§<—2—
(die Quadratwurzel ist posmv zu nehmen, damit y = 7 fir = § wird). Daher
erhdlt man fir z — & < das Integral in der Parameterdarstellung
z=(log27n — 1) (z — &) + 72, y_§2_nf

10.4. Ansetzen einer Potenzreihe im Fall analytischer Funktionen!).
Es handelt sich wieder um die Anfangswertaufgabe fiir die explizite
DGI (8). Die vorkommenden Funktionen und Verénderlichen kénnen jetzt
komplex sein.

In einer Umgebung der Stelle %, ¥y, 29, g sei f(#, ¥, 2, q) eine regulire
Funktion der komplexen Variablen z, y, z, ¢, d. h. in eine absolut konver-
gente Potenzreihe

J@ gz = ) G, @— )@= %' &= )" @ — o
P
entwickelbar. Ferner sei w(y) in einer Umgebung von y, eine regulire
Funktion der komplexen Variablen y und ¢

@ (%) = 20, @' (%) = -
Dann hat die DGI (8) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle
Z,, ¥, genau eine Losuyg z = (2, y), die in dieser Umgebung regulir, d. h.
durch eine absolut konvergente Potenzreihe

v, y) = 3 ¢, ,(@—x) (y—4)

o

1) Vgl. Horn, Partielle DGlen, 2. Aufl.,, S. 161—166. Goursat, Equations du
premier ordre, S. 2— 6. O. PERRON, Math. Zeitschrift 5 (1919) 154—160; dort auch
einige historische Bemerkungen.
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darstellbar ist, und die fiir x = xz, die Werte

(12) ¥(%, §) = @ (¥)
annimmt?).
Die Koeffizienten ¢, , der gesuchten Funktion z sind

1 oht? 2
Cu v = u! ! (6:&“ 3y')0’
wo der Index 0 bedeutet, daB = = x,, y = y, einzutragen ist. Die ¢, ,
sind also bekannt, wenn diese Werte der Ableitungen berechnet sind.
Aus (12) folgt

(22). =" w-
0
Aus der DGI (8) folgt
0
(52, = (@0 01 70, 90

und weiter durch v-malige Differentiation nach y
oNntrz o 9z (=,
(W)o= (ay”f (= 5262 0, ;y y))).,'
Weiter differenziert man (8) nach z und sodann »-mal nach y; auf diese
Weise erhilt man
03+ »
(Wa_y‘)o‘

Indem man in dieser Weise fortfahrt, erhdlt man alle Ableitungen von z
an der Stelle z,, y,.

10.5. Aligemeinere Reihenentwicklungen?2). Die Verinderlichen sind
jetzt wieder reell. Es sei eine explizite DGI (8) in der Gestalt

(13) p=) 3 f..=yd

u=0 »=0

gegeben; gesucht ist ein Integral, das fiir = 0 gleich der gegebenen
Funktion w(y) ist.
Formal verlduft der LosungsprozeB so: Man geht mit dem Ansatz

(14) 2= _)_? (2, 9)
o=
in die Gl (13) hinein. Dabei sei
(15) ®1 (0, y) = w(y), und fiir e= 2: QP‘,(O, y) =0;

. 1) Zur Diskussion der analytischen Fortsetzung des Integrals s. GOURSAT,
Equations du premier ordre, S. 11ff.
1) 0. PERRON, Sitzungsberichte Heidelberg, 1920, Abhdlg. 9. Vgl. auch I A 2+4.
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dann erfillt z sicher die Anfangsbedingung. Durch Eintragen von (14)
in (13) und Ausmultiplizieren der Potenzen erhilt man

> 29, u! v! o\ 295\"s
- = Mo, pf __1. oo i .
(x0) e=1 oz 2/‘1!‘"/‘1!”ﬂ"”’slf"”q)l 'r(ay) (3y) ’

dabei ist iber alle ganzen Zahlen 4 > 0, v == 0 und
et p=p ety =y

zu summieren. Die rechte Seite bringt man durch Umordnen in die Ge-
stalt einer einfach unendlichen Reihe, so dafl die obige Gl

6%

x

b5
L

(x7) =2, @, (%, )

e
]
—

o= e
lautet; dabei soll in jedem ), eine endliche oder unendliche Anzahl von
Gliedern der rechten Seite von (16) zusammengefaBt sein, und zwar so,
daB o, kein @, enthilt (also w; =0 oder fy, ist) und im iibrigen jedes w,
hochstens ¢, . . ., @,_; enthilt.

Die Gl (17) und damit auch (13) ist nun formal erfiillt, wenn die g,

so gewiithlt werden, dafB3

99,
2 = @e e=1,2,...)

ist. Das ist aber moglich, und zwar ergibt sich wegen (15)

@, =o(y) oder @ = 6/' foo(@, y) dz 4+ o (y).

Nun kann w, berechnet werden, da es hichstens von ¢; abhiangt und dieses
soeben berechnet ist; damit erhilt man

e frwz dx.
0

Weiter kann jetzt w; berechnet werden, da es héchstens von den jetzt
schon bekannten ¢,, @, abhingt; man erhilt

T
(p3=0fw3dx.

In dieser Weise kann man fortfahren und erhilt somit schlieBlich die for-
male Losung (14).

Dieses Verfahren fithrt auch wirklich zu der gewiinschten Losung, d. h.
die mit den Funktionen ¢, gebildete Reihe (14) konvergiert in einem Be-
reich

(18) 0ae<Le, 0Ky
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gleichmiBig!) und ist dort das gesuchte Integral, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

@) f,., (% y), F, (2, y) sind in (18) stetig, haben dort stetige partielle
Ableitungen jeder Ordnung nach y, und fiir diese gilt

aiad n=0,) 2,..)),

und die rechts stehenden Ableitungen wachsen bei festem y monoton mit «
{Konstanz zugelassen);

B) w(y), L(y) sind in 0 < y < b beliebig oft stetig differenzierbar
und erfiillen die UnGlen
|0 (9)] < 2™(g) (n=0,1,2,...);
(y) die DGI
Z v oo oz\»
Eriam 2 2 Fu,v(x: y) Z* (6:1/)
p=0 v=0
hat im Bereich (18) ein Integral Z(z, y) mit stetigen partiellen Ableitungen

oz or 0Z 0.1
3"’ Gy 0z (n=0,1,2,..)),
und es ist
otz em o7
= —— e > —
Z(os y) Q(?/), oy 3 oy" 0z P> 0 (n 0, 1, 2,...).

Durch Spezialisierung ergibt sich hieraus fiir

)

Wenn die f, ,(, y) in dem Bereich (18) stetig sind und stetige partielle
Ableitungen jeder Ordnung nach y haben, wenn auBerdem fiir ein ¢ > 0
und ein 4 >0

’aﬂf;‘,v

= ) )

14 ch+Y (l_g)p-nwl
b

ist, so liefert das vorher geschilderte Verfahren mit w(y) =0 in der
Reihe (14) ein fiir £ = 0 verschwindendes Integral, das im Bereich

I<z<a(y), 0Sy<b

1) Es bestehen auch die Glen

oMz B g, 5n+_1_z _ a1 g

oyt 4 eyn’ oynox < aytox
mit gleichmaBig konvergenten rechten Seiten.
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mit
YT c __ Y\2
a(y) = Min {a, 84 (1 'b') }
existiert.
(B) Die obigen Voraussetzungen sind insbesondere erfiillt, wenn fiir
die f, , Entwicklungen

Ju s (% Y) =k2—{: () ¥
mit

= (1) ()

bestehen.

(C) Fiir den Fall, daB w(y) == 0 ist, sei verwiesen auf PERRON, a.a.0.,
S. 22—27. Dort findet man S. 21f. auch Restabschdtzungen fiir die
Reihe (14).

Beispiel: p=g
mit der Anfangsbedingung z(0, y) = ev.

Macht man hier noch spezieller den Ansatz

-]
2=} w,(y) 2 mit w, = ev,
y=(
80 findet man
o0
(19) z= Y c, 2" ety
y=0
16 50
mit ¢, =¢;, =1, ¢, =2, ¢5 = 3 € = FLRREE Allgemein ist

P+ 1eppy = 2 (r+1)(s+ 1)epc,,

r48=v

und?) die Reihe (19) konvergiert mindestens fiir |ze¥| < —;— .

10-6. Ungleichungen und Abschitzungen. Hierzu s. 12-11.

10.7. Ubersicht iiber die Lésungsmethoden.

(A) Sind fiir die Integrale keine bestimmten Eigenschaften vorgeschrie-
ben, so kann man das Verfahren von LAGRANGE anwenden. Man sucht ein
nicht-triviales Vorintegral (s. 9°I) zu erhalten und verfihrt weiter nach 9-3
oder, falls man sogar zwei solche Vorintegrale erhilt, nach g-2. Man kann
auf diese Weise sogar ein vollstindiges Integral und aus dicsem nach g-5
noch weitere Integrale erhalten. In Sonderfillen kann man auch die in
Nr. 11 beschriebenen Losungsmethoden benutzen. Ein Beispiel, das nach
verschiedenen Methoden behandelt ist, findet man in E 6-36.

1) Briefliche Mitteilung von O. PERRON.
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(B) Ist eine Fliche gesucht, die durch eine gegebene Anfangskurve oder
einen gegebenen Anfangsstreifen geht, so hat man folgende Moglichkeiten :

(a) Ist ein vollstindiges Integral bekannt, so kann man nach g-6 ver-
fahren.

(b) AuBerdem hat man die Verfahren von 10-2ff. Gegebenenfalls wird
man sich dabei auf eine geniherte Losung der charakteristischen Glen be-
schrinken miissen, um nach 10-2 oder 10-3 die gesuchte IFliche gendhert
zu erhalten.

(C) Ist eine implizite DGI gegeben, so kénnen singulire Integrale auf-
treten. Diese konnen nach 8-8 (b) gefunden werden.

11. Lésungsverfahren fiir einige Sonderfdlle.

11.1. F(x, y, 2,p) =0 oder F(x, y, 2, q)=0. Die erste Gl kann
als gewohnliche DGl mit der unabhingigen Verdnderlichen z und dem
Parameter y behandelt werden. An Stelle einer Integrationskonstanten
tritt dann eine willkiirliche, stetig differenzierbare Funktion von y auf.
Entsprechendes gilt fiir die zweite Gl.

11.2. F(p, q) = 0. Fiir jedes Zahlenpaar a, b, das die Gl F(a, b) = 0

erfiillt, ist die Ebene
z=azxz+by+c

bei beliebigem ¢ ein Integral. Ist F' in der Umgebung einer Stelle p = a,,
q = by zweimal stetig differenzierbar und ist auBerdem |F,| 4 |F | >0,
so bilden jene Ebenen fiir alle hinreichend nahe an a,, b, gelegenen a, b
ein vollstindiges Integral der DGI.

Nach den charakteristischen Glen

) =F,, yO)=F, ZW)=pF,+q¢F, p@)=0, ¢t)=0
ist die fiir ¢t =0 durch das Flichenelement z,, y,, %, @, b gehende Cha-
rakteristik

p=a, ¢=0b,

{x— zo=F,(a,b)t, y—y,=F,(a,b)t, z—2zy=(aF,4bF)t.
Ist |F,(a,b)| +|F, (a,b)| > 0, so ist also die Charakteristik eine gerade
Linie, die der Ebene

z— 2y =a(x — xo) + b(y — ¥,
angehdrt; allen Punkten dieser Charakteristik ist dasselbe Richtungs-
element zugeordnet; die derselben Ebene z =a x 4 b y 4 ¢ angehdrenden
Charakteristiken mit iibereinstimmenden Richtungselementen a, b sind
untereinander paraliel. Regulire IFlichen sind somit sicher alle stetig
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differenzierbaren Flichen z = y(z, y), die aus Charakteristiken der obigen
Art mit F(a, b)) = 0 aufgebaut sind; diese IFlichen sind abwickelbare
Flichen (Torsen). Beschrinkt man sich auf IFlichen, die sogar zweimal
stetig differenzierbar sind, so gibt es nach 8-7 (b) auch keine anderen re-
guliren 1Flichen.

Ob es singulire IFlichen oder IFlichen gibt, die einzelne singulire
Flichenelemente enthalten, ist im Einzelfalle noch zu untersuchen.

11.3. F(2,p, q) =0 ). Fiir beliebige a, b mit |a| + |b| > 0 macht
man den Ansatz
z2=C_{(¢) mit E=azxz+by.
Dann wird p =a {'(¢), ¢ = b{'(£) und somit aus der DGl die gewshn-
liche DGI
F@,al',b0)=0.
Diese sei nach ¢’ auflésbar: {’ = f({). Dann wird fiir f 3= 0
4
f)

Zu demselben vollstindigen Integral gelangt man auch nach g-3.

=¢(+c=azxz+by+tec.

Die erhaltenen Lésungen sind Zylinderflichen, deren Erzeugende
parallel zur z,y-Ebene sind. Denn die Losung 2 ist eine Funktion von
azx + by allein. Wird

E=ax+by, n=bx—ay
gesetzt, so geht das &, #-System aus dem z, y-System durch Drehung um
den Winkel arc tg-g und Streckung im Verhiltnis a2 + 6%2:1 hervor.

Die Funktion z = { (&) ist also eine Zylinderfliche, deren Erzeugende par-
allel zur 7-Achse ist.

Beispiel: 9(p%z + ¢®) = 4.

Mit der obigen Substitution erhélt man
3¢ Va2t + b2 = + 2,
also
3 .. 2¢ .

(a2§+b2)“=ia2(5+c) fiir a=1=0, €=iﬁ+c fiir a=0’

also
@2+ 0P =at@z+by+ 0o baw. z==2y+o.

1) Vgl. FOrsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 382—384.
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11.4. p={f(x,q) oder g =g(y,p)?). Setzt man bei der ersten
Gl ¢ = a, so erhilt man das vollstindige Integral
z=ff(x,a)d:z:+ay+b.
Fiir die zweite Gl findet man entsprechend
z=fg(y,a)dy+az+b.
Diese vollstindigen Integrale sind Zylinder, deren Erzeugende parallel zur
y, 2-Ebene bzw. zur z, z-Ebene sind.

11.5. f(x,p)=g(y, q) und F [f(z, p ¢ (2)), 9(y, q ¢ (2))] = 0;
Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Bei der ersten DGI
setze man fiir eine beliebige Konstante a

f(,p)=a, g(y,9)=a
und lose dieses DGlsSystem. Nur eine andere Form dieser Methode ist

der Ansatz z = v (2) 4 v(y). Man erhilt dann fiir %, v die gewdhnlichen

DGlen , ,
f(:c,u) =a, ¢y v)=a.

Im allgemeinen erhélt man durch diesen Ansatz ein vollstéindiges Integral.
Die Methode g-3 fithrt zu demselben Ergebnis.
Fir die Losung der zweiten, allgemeineren DGI s. 13-3.

116. f(x,p) +9(y, ) = 2. Mit dem Ansatz z = u(z) + v(y) er-

hilt man
J(z, o' (2)) — u(x) = v(y) — g9(y, v (%)).

Lost man mit beliebigem a die gewShnlichen DGlen
[z, u)—w=a, v—g(y,?)=na,

80 erhilt man fiir die gegebene DGI im allgemeinen vollstindige Integrale.
11.7. p=[(%, q); F(%,p, 9/ Tp+yYq —z) =02, Die erste

DGI ist ein Sonderfall der zweiten. Aus den charakteristischen Glen der

DGI folgt , ,
zp () +yqd()=0,

also auch
d
a@—zp—99 =0,

d.h. 2— 2 p—ygq ist ein Vorintegral. Man bekommt also nach g-3 In-
tegrale der gegebenen DGI], indem man die beiden Glen

zp+yg=z+a, F(%,p,q,a)=0

nach p, ¢ auflést und aus den beiden so entstehenden Glen z berechnet.

1) Vgl. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 141.
%) JurLia, Exercices d’analyse 1V, 8. 174—178.
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118. F(xp +y q,2,p,q)=01). Aus den charakteristischen Glen
der DGI folgt, daB g/p ein Vorintegral ist. Man bekommt also nach 9-3
ein vollstindiges Integral der gegebenen DGl durch Losung des DGls-
Systems

F(p(x+a?/)>zs p:ap) =0, g=ap.

119. p*+ @* =f(x* + y%, yp — ® q) ?). Aus den charakteristischen
Glen ergibt sich, daB yp — x g ein Vorintegral ist. Nach ¢:3 hat man,
indem man y p — = q = a setzt, z aus

ay  zR _ yR
=+, 9=——+7-
mit
r=atty?, R=rf(r,a)—a?
zu bestimmen. Hieraus erhilt man das vollstindige Integral

z=—aarctg= —|—f dr 1+ b.

Man kann die DGl auch auf Polarkoordinaten g, ¢ transformieren,
indem man
z(z,y) ={(0,9), x=pcos?, y=psind

setzt. Man erhilt dann die DGI
8+ 585 =1(e% — o),
die von dem Typus 11°4 ist. Mit {; = — a erhilt man hieraus
t=—abd [2VeFe% a)—a* de +o.
11-10. Gleichgradige Differentialgleichungen. Hierunter seien folgende

Fille zusammengefaBt:

®) 3 1) 91 la0) " b ) = 0

oder allgemeiner
PLf(z) P, 9(y) g, 2] = 0.

a9 =0, =[5 n=[7L
wird aus der DGI] der Typus 11-3

St b ) =0 baw B, 8= 0.

y=]

Fiir

1) JuLia, Exercices d’analyse IV, S. 169—171.
3) GoursaT, Equations du premier ordre, S. 148f.
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Beispiel: (cof, x)“ + (sinq, T 25,
Fir z(z,y) =L@ 7), E=5 + ,sin22, 7 =2 — L sin2y erhdlt man
(1) g+tr= cg"’.

B 3 a0 2 = 0 mit (4, + B, +7) A — (o, + ) =2

fiir geeignet gewihlte feste Zahlen 4, 8. Fiir z = u* geht die DGI bei kon-
stanten a, in den Typus 11-2

n
2 a, L u;v uﬂv =0

y=1

iiber. Sind die a, Funktionen von z, y, so ist wenigstens z herausgefallen,
und man hat den Typus 11°13.

Beispiel: Die Voraussetzungen sind bei der obigen DGI (1) erfiillt.

Fiir A =aa_b a¢ und ¢ = »* wird aus der DGl

, 0

—b—c’ " T a—b—oc
7».“%? +)~bug =1.
(¢)Y) Ist «,+f,+y, =0 in der DGI (b) eine feste Zahl, so wird
aus der DGI fir z = ¢" der Typus 11-2
oy 0By
2 a, u,” wy = 0.

111 f(p,q9) =xp + yq, wo f homogen in p, q ist2). Es sei
f(p, g) eine homogene Funktion n-ten Grades. Die beiden letzten cha-
rakteristischen Glen 84 (6) der DGI lauten p' = p, ¢’ = ¢. Aus ihnen
folgt, daB g/p ein Vorintegral ist. Fiir ¢ = a p wird aus der DGI

f(p,ap)=zzp+ayp,
d. h.
P lflLe)=2x+ay,

also
1

p= (e 1=en

und somit ist

ein vollstindiges Integral.

1) Fiir eine Verallgemeinerung dieser Falle s. 13-4.
?) Vgl. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 398, Beispiel 2; S. 828,
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1112. z=xp+yq+[(p, 9), F(p, 9,2 —xp —y q) =0; Clai-
rautsche Differentialgleichung!). Ist die Funktion F(u,v, w) an einer
Stelle a, b, ¢ definiert und hat sie dort den Wert 0, soist z=az 4+ by +¢
offenbar eine Losung der an zweiter Stelle angefiihrten DGl. Im iibrigen
behandelt man diese DGI, indem man sie nach z — 2 p — y ¢ auflést und
damit auf die zuerst genannte DGI zuriickfiihrt.

Die DGI
(1) z=zp+yq+fp9
hat offenbar fiir je zwei Zahlen a und b, fiir die f(a, b) definiert ist, das
Integral
(2) z=azxz+by+ fla,b).

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so bilden diese Ebenen ein vollstéindiges
Integral, aus dem man nach 9-5 weitere Integrale herleiten kann.
(a) Ist bei festem a in einem Intervall v, < v < v, die Ableitung
foo(a,v) == 0, so ist
y=—/r(av), z=ax+vy+f(av)
die Parameterdarstellung eines Integrals, ebenso
r=—f,(u,b), z=uxr+by+ f(uwb),
falls f,, (%, b) & 0 bei festem b in einem Intervall u; < u < u, ist.
(b) Ist f(u, v) in dem Gebiet g(u,v) zweimal stetig differenzierbar, ist
weiter

9(fu-Jo)
o (u, v) +

und wird das Gebiet g(u, v) durch die Funktionen
z=—[f,(0,v), y=—Ff(u0)

eindeutig auf ein Gebiet §(z, y) abgebildet, so hat die DGI (1) in f(z, y)
ein nicht-lineares Integral, das in Parameterdarstellung durch

r=—f,(u,v), y= —fo(u,0), z2=uz+vy+ f(u,v)
gegeben ist (singulires Integral). Ein solches braucht jedoch nicht vor-
handen zu sein; vgl. dazu E 6+7. Jede abwickelbare Fliche, die auf jeder
jhrer Geraden einen Beriihrungspunkt mit der singuliren IFliche hat, ist
ebenfalls eine IFlache.

Eine IFliche durch eine gegebene Anfangskurve erhdlt man geometrisch
g0, daB man die Ebenen bestimmt, welche zugleich die Anfangskurve und
die singuldre IFliche berithren, und dann deren Hiillfliche bildet.

1) Vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III, 8. 631f.
Kamke, DGlen, S. 376—377. CoUGRANT-HILBERT, Methoden math. Physik Il,
S. 79f.
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11.13. F(x, y, p, 9) = 0. Die charakteristischen Glen 8.4 (6) ohne
die mittlere Gl, d. h. ohne die Streifenbedingung, lauten hier
(1) ot)y=F,, yt)=F, pPt)=—F,, ¢@t)=—F,.
Sie sind die sog. kanonischen Glen (vgl. dazu auch 12-10) und bilden
ein fiir sich 16sbares System. Hat man eine Losung dieser Glen gefunden,
so erhdlt man aus der Streifenbedingung

Z()=p@) 2" )+ 90 ¥
die noch fehlende Funktion z(t) durch eine bloBe Quadratur. Das ist eine
wichtige Besonderheit der obigen partiellen DGI.
Kennt man eine einparametrige Schar von Integralen

z=y(2, 9 a),
die in bezug auf alle drei Argumente zweimal stetig differenzierbar ist, und
ist auBerdem

|Yazl + [9ay| >0,
so ist offenbar

z=vp(z, 9, a) +b
ein vollstindiges Integral.
Die charakteristischen Grundkurven z = z(t), ¥y = y(¢) geniigen der Gl
(2) y, = const;
denn es ist ja
F(z, 9, 9. 9,) =0,
und durch Differentiation nach a folgt
Fp’/’a:t +Fq1pa.y: 0’
also, wenn hierin eine Lésung des Systems (I) eingetragen wird,
Yaz z’ +1pay y’ = 0.
Das ist aber die Behauptung (2). Diese Eigenschaft findet Anwendung bei
der Losung der BewegungsGlen der Mechanik; vgl. E 6-65.
11.14. F (=, y, 2, p, q) = 0, Legendresche Transformation!). In dem
Gebiet g(z, y) sei z(x, y) zweimal stetig differenzierbar, es sei

0(zg,2y) . . a
(1) a((z: ;;’ ) in keinem Teilgebiet = 0,

und das Gebiet ¢ moge durch

X=2z/(zy9), Y=2/(z9)
eineindeutig auf ein Gebiet & (X, Y) abgebildet werden. Wird
2(X,Y)==2z2,+yz,—z2

1y Vgl. z. B. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III,
S. 632f.
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gesetzt, so hat auch Z in @ stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung,

und neben
(2) X=z, Y=2, Z=2x2,+Yyz2,—2
gilt auch
(3) x=2y, Yy=2y, 2=XZy+ Y2, —Z.

Das ist die LEGENDREsche Transformation (duale Transformation). Durch
sie geht, soweit fir die Integrale die genannten Voraussetzungen erfiillt
sind, die DGI

(4) F(x’ %2049 =0
in die DGI
(s) F(Zg 2y, XZy+ Y2y —2,X,¥)=0

iiber, die bisweilen einfacher als die urspriingliche DGlist. Ist Z = Z(X, Y)
ein Integral von (5), so liefert (3) eine Parameterdarstellung des entspre-
chenden Integrals z(z, y) der DGI (4).

Durch die Transformation kénnen (man beachte die Voraussetzungen)
Integrale verloren gehen. Z. B. gehen bei der CLAIRAUTschen DGI 1112 (1)
die ebenen IFlichen (2) verloren, da fiir sie die UnGl (1) nicht erfiillt ist.
Aus demselben Grunde gehen die abwickelbaren Flachen von 1112 (a)
verloren !). Dagegen ist die LEGENDREsche Transformation in dem dortigen
Fall (b) anwendbar. Die transformierte Gl ist

Z=—fX17Y);
sie ist nicht mehr eine DGI, sondern gibt unmittelbar die Lésung. Durch
Ubergang zu den urspriinglichen Variablen erhdlt man die Lésung der
CrA1rAUTschen DGl in der Parameterdarstellung

x=—fr(X,Y), y=—fX,Y), z=2X+yY +fX,7)
in Ubereinstimmung mit 11-12 (b).
11.15. F (x, y, 2, p, q) =0, Eulersche Transformation?). In dem Ge-

biet g(z, y) sei z(x, ) zweimal stetig differenzierbar, es sei z,, & 0 und
das Gebiet g(z, y) moge durch

X =z(y, Y=y
eineindeutig auf ein Gebiet & (X, Y) abgebildet werden. Wird
Z(X,Y)=22,—2z
1) Zur Frage, wie man die bei dieser Methode verloren gegangenen Integrale
erhilt, vgl. das Beispiel E 6-36.

2) Vgl. z. B. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III,
S. 634f.
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gesetzt, so ist Z in G zweimal stetig differenzierbar, und neben

X=z2,, Y=y, Z=2z2,—2, Z,=—2

Y Y
gilt auch

x=2y, y=Y, 2=X2y—2, z,=—2Zy.
Das ist die EULERsche Transformation. Durch sie geht die DGl

F(x’ Y2, P9 = 0,
soweit die Integrale die genannten Voraussetzungen erfiillen, iiber in
die DGI
FZy,Y,XZy—2,X, —Zy)=0,
die bisweilen einfacher als die urspriingliche ist.

Wendet man diese Transformation auf die CLAIRAUTsche DGI 11°12 (1)
an, so gehen wieder die ebenen IFlichen (2) verloren, da fiir sie die UnGl
z,, == 0 (oder z,, == 0) nicht erfiillt ist. Dagegen ist die EULERsche Trans-
formation in dem dortigen Fall (a) anwendbar und fiihrt die partielle
Crairavutrsche DGI in die DGI

Z=Y2Z,—f(X,— Zy)
iiber, die als gewShnliche CLairAUTsche DGI mit einem Parameter X an-
gesehen werden kann und die Losung
Z=—bY— f(X,b)
hat; diese fithrt zu

Z=IX+bY+f(X,b), x:-_—-fX(X,b),

d. h. zu der an zweiter Stelle von (a) genannten Losung.

11.16. F(x p — 2, Y, P, q) = 0. Der Ansatz 2 = Cz + u(y) fithrt
auf die gewohnliche DGI

F(—u(y),y Cu(y)=0
zur Bestimmung von u(y). — Fiir die Losungen mit z,, 4 0 wird die DGI
durch die EuLERsche Transformation in den Typus 11°1
F(Z,Y,X,—Z;)=0
iibergefiihrt.

117 2f(y, P, P—2) + 99y P»xp —2) =h(y, p, xp—2).
Mit der EUuLERschen Transformation 11-15 wird aus der DGI die quasi-
lineare DGI

fY,X,2)2y —g(Y,X,2)Zy=h(Y, X, Z).

11.18. g f(u) =xzp—ygq;
zqf(u)=xp—yq; mtu=zp+yq—=z;
zf(u,p,q) +yg(u,p, q) = h(u, p, q). Mit der LEGEN-
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oz, EM
DREschen Transformation II-I4 erhélt man aus den DGlen die quasi-
linearen DGlen
Yf2)—XZy+YZ,=0,
YZyf(Z2)— X2y +YZ, =0
und

£(2,X,Y) 2z + g(Z, X, Y) Zy = h(Z, X, Y).

§ 3. Allgemeine Differentialgleichungen erster Ordnung

oz oz
F(ac,, veey Xny By Gy e e '5':5.) =0 und Systeme von solchen.

. . . . 8z 8z
12. Die Differentialgleichung F (acl yeees®ay Ry gamyeees a_a.-,.') =0.1)

12.1. Bezeichnungen. Vollstindige, singulire und andere Integrale ).
Die allgemeine (implizite) DGl erster Ordnung fiir eine gesuchte Funktion
z=z2(x,, ..., ,) lautet

. 0z oz\
(I) F(xl,...,xﬂ,z,—gx—l,...,m)—o
oder in expliziter Form fiir eine Funktion z = z(x, ¥, .. ., ¥,)
0z oz oz
(2) -a—z=f($,y1,~--,?/,.,2,a—y‘,---,m)-
Mit den Abkiirzungen
__Cz _ oz __ oz
p—a_x’ pv""azvs qv_ﬂ;
sowie ¢ fiir z;,..., 2, und y fiir y,, ..., y,, ferner p fir p,;,..., p, und
q fiir ¢, . . ., g, lassen die Glen sich kiirzer so schreiben:
(1) F(t,zp) =0
und
(2a) p=f(z,1,249).

Uber die Funktionen F und f wird hier stets vorausgesetzt, daB sie in dem
betrachteten Gebiet ihrer 27 + 1 bzw. 27 + 2 Argumente stetig differen-
zierbar sind.

1) Vgl. hierzu den in § 2 ausfithrlicher behandelten Sonderfall F(z, y, 2, p, ) = 0.
Ferner CARATHEODORY, Variationsrechnung, S. 36—53. CoURANT-HILBERT,
Methoden math. Physik II, S. 82— 95. ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 171—186.
GoursaT, Equations du premier ordre, 8. 184—201.

%) Vgl. hierzu 81, 8:6, 8-8.
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Unter einem Fliachenelement des (n + 1)-dimensionalen Raumes
versteht man ein System von 27 +- 1 Zahlen
3) Zyy..y Ty, 2, Py .-, P, oder kiirzer g,z, p;
die ersten » 4+ 1 dieser Zahlen bilden den Triiger des Flichenelements,
die letzten n Zahlen bilden die Richtungskoeffizienten oder das Rich-
tungselement.

Ein Flichenelement (3) heiBt regulér oder singulir in bezug auf die
DGl (1), je nachdem

Z:le">0 oder Fp‘—':"':Fp,,:O

ist, wobei in die partiellen Ableitungen F, das Flichenelement (3) einzu-

tragen ist. Fiir die DGI (2) gibt es demnach nur regulire Flichenelemente.

Ein Flachenelement (3) heiBt ein Integralelement (IElement) von (1),
wenn es die Gl (1a) erfiillt. Eine Funktion z = y(g) ist ein Integral von (1),
wenn sie stetig differenzierbar ist und die durch sie gelieferten Flichen-
elemente

(4) xl""’xn’w"le"""p:n
oder kiirzer geschrieben
(48) Ly grady

simtlich IElemente von (1) sind.

Zu den Bezeichnungen partikulires Integral, allgemeines Integral
vgl. 8:8.

Ein Integral z =y(r) der DGI (1) heilt singuldr, wenn es nur sin-
gulire Flichenelemente (4) enthilt, d. h. wenn die » + 1 Glen
(5) F=0, Fm:O,...,F”=0

»
fiir die GroBen (4) bestehen!). Trigt man die Funktion u in (I) ein und
differenziert man die Gl dann partiell nach den z,, so ergibt sich, daB ein
singuléres Integral, das zweimal stetig differenzierbar ist, auBer den n + 1
Glen (5) auch noch die » Glen

(6) Fz,+vaz=0 (1’-——-1,...,7!)

erfiilllen muB. Etwa vorhandene singulire Integrale der DGI (1) kann man
also erhalten, indem man die stetig differenzierbaren Funktionen z .=y
aufsucht, die den 22 + 1 Glen (5) bzw. (5) und (6) geniigen.

Ein vollstindiges Integral (complet integral, intégrale compléte)
der DGI (1) ist eine n-parametrige Menge von Integralen

(7) z=tp(x1,...,x”,a],...,a,.)=1P(E, a)

1) Fiir die explizite DGI (2) gibt es daher kein singulares Integral.
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von der Art, daB die Funktion p nebst den Ableitungeny, in einem Gebiet
13
des z, a-Raumes stetige partielle Ableitungen nach allen 2 n Argumenten
z,, @, hat und die Matrix?)
(Y, Yz, - - -5 ¥z,
8 1 n
(©) 0(ay. ....ay)

in jedem Punkt des betrachteten Gebiets den Rang n hat?). Fiir die Ge-
winnung weiterer Integrale aus einem vollstindigen Integral s. 12-7 (b).

12.2. Streifen, Integralstreifen, charakteristische Streifen und ihre Be-
ziehung zu den Integralen.3) Unter einem Streifen?) (Elementverein,
multiplicité) versteht man eine einparametrige Schar von Flichenelementen
) r=1t(), z=z(@), p=7p0),
wobei diese Funktionen in einem Intervall « << ¢ << f§ nach ¢ stetig diffe-
renzierbar sind und die Streifenbedingung?®)

(10) ZO =10 p0)

oder ausfiihrlicher geschrieben

(10a) () = )] () p,(t)
v=1

erfiillen. Ein Streifen heifit ein Integralstreifen (IStreifen) der DGI (1),
wenn er nur.aus IElementen besteht.

Charakteristischer Streifen oder Charakteristik (caractéristique)
der DGI (1) heilt ein Streifen (g), der den sog. charakteristischen Glen

(11) re)y=p, Z®)=p-pP, p)=—%X—F,p
geniigt, wobei
(12) P=(Fp,....,F,)=grad F, X=(F,,..,F,)=grad, F

ist. Die ersten n Glen sind in Analogie zu 84 (6) gebildet; die (n 4 1)-te
Gl ist in Verbindung mit diesen Glen gerade die Streifenbedingung (10);
die letzten » Glen ergeben sich (vgl. 8:4) fiir ein Integral z =y und die
durch y erzeugten Streifen (4), indem man y in (1) eintrigt, dann die Gl
partiell nach z, differenziert und nun die ersten n Glen (1) eintrigt.

1) Zu der Bezeichnung der Matrix s. 2:7 (c).

2) CARATHEODORY, a. a. O., 8. 52 fordert etwas mehr, nimlich daB die mit
a(wzl’-': b 'pZn)
o(a,, ..., ap)

3) Vgl. 84, 85, 8:7. Ferner GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 185f.

4) Fiir den Begriff des k-dimensionalen Streifens s. 125 (a).

5) Diese ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB die Flichenelemente (9)
einer stetig differcnzierbaren Flache z = v (r) angehdren (ihr eingebettet sind).

=+ 0 ist.

den letzten » Zeilen gebildete Determinante
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Fiir die explizite DGI (2) konnen als charakteristische Glen (vgl. 8-4)
die Glen

(13) y,(x):'—m’ z'(x)———f—-q-Q, q’(x):y+fz q.

genommen werden, wo

Q= (fp, - fp,)=gred, f, Y=(f,,....[,)=grad,f

gesetzt ist.

(a) Die Funktion F (g, z, p) ist lings jedes charakteristischen Streifens
der DGI (1) konstant; der charakteristische Streifen ist somit ein IStreifen,
wenn er mindestens ein I[Element enthilt (Beweis wie in 8-7), und die
Funktion F ist ein (triviales) Vorintegral (vgl. dazu 12-8) der DGI (1).

(b) Ist z =y(r) im Gebiet g(r) ein sogar zweimal stetig differenzierbares
Integral der DGI (1) und ist

(14) To» %0 = ¥ (o) Po = (grad L) M

ein beliebiges Flichenelement dieses Integrals, so gehéren alle charakteri-
stischen Streifen, die dieses Flichenelement enthalten, der IFliche an,
solange die Punkte r des charakteristischen Streifens dem Gebiet g(r)
angehoren. Die zweimal stetig differenzierbaren IFlichen lassen sich also
aus Charakteristiken aufbauen. Dasselbe gilt fiir die explizite DGl (2)
und ihre durch (13) definierten Charakteristiken.

Hieraus folgt unmittelbar:

(¢) Sind z=1y(r) und z = yx(r) im Gebiet g(r) zwei Integrale der DGI (1)
mit einem gemeinsamen Flichenelement (14), und sind ¢, ¥ sogar zweimal
stetig differenzierbar, so gehéren alle charakteristischen Streifen von (I),
die das Flichenelement (14) enthalten, beiden IFlichen an, soweit g(i)
dem Gebiet g angehort. Ist das gemeinsame Flichenelement regulir, so
haben beide IFlichen eine Kurve gemeinsam, die nicht in einen Punkt
entartet ist.

12.3. Uberfiihrung der Differentialgleichung in eine solche, welche die
gesuchte Funktion selbst nicht enthilt.

(a) Erstes Verfahrenl). Es sei w =g(L, 2) eine stetig differenzierbare
Funktion der » -4 1 unabhingigen Verinderlichen z,,...,2,,z und
z = y(x) eine stetig differenzierbare Funktion, fiir die

o(t v()) =0 und @, (ry@E)=+0
ist 2).

1) Vgl. hierzu 5-4.
?) Zu jedem Integral z =14 gibt es derartige Funktionen, namlich z. B.
9=z— .
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Ist z=1y(xr) ein Integral der DGI (1), so folgt aus ¢(r,»(zr)) =0
durch partielle Differentiation
‘I’z,+9’z'l’z,=0 v=1,...,n),
d. h. fir z =1y ist
F(xl, cen Ty, 2, ——?i‘, vy —qﬁ') = 0.
Pz Pz
Ist umgekehrt w = @(r, 2) mit ¢, 3= 0 ein Integral der DGI
w,l Wey,

(IS) F(xl""’ 17”, z,_wz,...,—‘z) =,0’

und ist @ = 0 fiir eine stetig differenzierbare Funktion z = y(z), so ist
diese ein Integral von (I).

Man erhilt hiernach also Integrale von (1), indem man Integrale ¢(, 2)
von (15) mit @, &= 0 aufsucht und die Gl ¢ = 0 nach 2z auflsst.1)

Die DGI (15) enthilt die gesuchte Funktion w selber nicht mehr, aber
diese ist dafiir eine Funktion von » 4 1 unabhingigen Veridnderlichen,
wihrend die eigentlich gesuchte Funktion nur von n unabhingigen Ver-
anderlichen abhingt. Fir solche spezielle Typen von DGlen vgl. 12-9.

Beispiel: TYypqg=-=z.

Die transformierte DGI lautet
zywyw, —zul =0.
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale (vgl. 12.8) z w, und
ywy. Mit diesen und der obigen DGI erhilt man das Involutionssystem
wx=£, u.'y:£, w, = Q.
z Y z
also
w= Alog|z| +~ Blogly]|+2 JABz+ C,

und hieraus die gesuchten Integrale

1 2
=4—;1-B(A log lz| + Blog|y| + C)3.
(b) Jacobi-Mayersches Verfahren?®). Es sei u=u(r,t) eine stetig
differenzierbare Funktion von n 4 1 unabhiingigen Verénderlichen mit den
Eigenschaften

(16) u=tu + ¢ (c= Konstante)

2

1) Ob man auf diese Weise alle Integrale von (1) erhilt, hingt offenbar davon
ab, ob fiir die DGI (15) ein Existenzsatz besteht, nach dem es fiir jede stetig diffe-
renzierbare Funktion z = 9(r) ein Integral w = p(x, z) gibt, das fiir diese Werte

von z verschwindet.
2) A. MAYER, Mathem. Annalen 9 (1876) 366— 369.
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und
u, =z ist ein Integral von (I)?!).
Dann erfiillt u die DGI

Ug, Ug
F(xl,...,x,,, Uy, T‘, . ,—t—") =0,

in der u selber nicht vorkommt. Ist umgekehrt » ein Integral dieser DGl
und hat die Gl (16) eine stetig differenzierbare Losung ¢ = x(x), so ist
z = u, (I, x(¢)) ein Integral von (I).
Beispiel: Bei dem obigen Beispiel lautet die transformierte Gl jetzt
ZYyuyguy—t2u =0.

Diese hat wieder die Vorintegrale z u,, y uy. Damit und mit der obigen Gl erhalt
man das Involutionssystem

LIS

B AB
‘uz= ’ uy=—!—/-, u‘=.——tz—-

und hieraus
AB
u=Aloglaz|+Blog|yl——t——+ cC.

Die GI (16) lautet

Alog|z| 4+ Blog|y| + C = 21479.

Tragt man hieraus ¢ in z = ¥, = ein, so erhalt man fiir z wieder den oben

TN
gefundenen Ausdruck.

12.4. Losung durch Ansetzen einer Potenzreihe; Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz. Bei Zulassung komplexer Verdnderlicher gilt fiir die
explizite DGI (2) in Verallgemeinerung von 10-4:

In einer Umgebung der Stelle x, y,, z,, q, sei f(2, y, 2, q) eine regulire
Funktion ihrer 2 n + 2 Verinderlichen. Ferner sei w(y) regulir in der
Umgebung von y,, und es sei

2g = ®(Yp), G = (grad w),_,,.
Dann hat die DGI (2) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle
Ty, Yo genau eine regulir-analytische Losung z = y(z, y), die fir z = z,
die Werte y(%,, y) = w(y) annimmt. Die Koeffizienten der Potenzreihe
fiir y kann man wieder erhalten, indem man mit dem Potenzreihenansatz
fir y in die DGI hineingeht und die Koeffizienten entsprechender Potenzen
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen vergleicht2).

1) Ist z(g) ein Integral von (1), so hat effenbar % = {2(z) 4 ¢ diese Eigen-
schaften.

%) Vgl. O. PERRON, Math. Zeitschrift 6 (1919) 164—160 (mit Abschitzung des
Konvergenzbereiches). Vgl. ferner GoursaT, Equations du premier ordre, S. 2ff.,
8. 111,
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12.5. Allgemeiner Existenzsatz (Charakteristikenverfahren). Fiir die
allgemeine DGI (1) 148t sich tbersichtlicher mit Hilfe des CAucHYschen
Charakteristikenverfahrens ein allgemeiner Existenzsatz beweisen!). Dafiir
ist eine allgemeinere Fassung des Streifenbegriffes von 12-2 niitzlich.

(a) Unter einem k-dimensionalen Streifen (k < n) wird eine k-para-
metrige Schar von Flichenelementen

(x7) r=1x(, .- h), z= 2y t), p= Py, -5 t)
verstanden, die folgende Eigenschaften hat:
Die Funktionen g,z p sind in einem Gebiet T = T(t,, .. ., t,) stetig
differenzierbar;
es gilt die Streifenbedingung
(18) =p-
die Matrix
a(zy, ..., )
3(tys s i)
hat an jeder Stelle von T den Rang k.
Die letzte Bedingung ist der Ausdruck dafiir, da3 der Streifen wirklich
k-dimensional ist?). Die Bedingung (18) ist eine notwendige Bedingung
dafiir, dafl dfe Flichenelemente (17) einer stetig differenzierbaren Fliche
z = 2(¢) angehdren.
Ein k-dimensionaler Streifen heifit ein IStreifen?®) der DGI (1), wenn
er nur IElemente von (I) enthilt.

(b) Ein n-dimensionaler IStreifen bestimmt (im kleinen) ein zweimal
stetig differenzierbares Integral der DGI (1).
Denn fiir ihn ist die Determinante

0(Zy. ... zy)
i T

die ersten n der Glen (17) lassen sich also in der Umgebung jeder Stelle
tios - - t,o eindeutig nach ¢, ..., ¢, auflosen, so daB z(,,...,¢,) eine
stetig differenzierbare Funktion von z,, ..., z, mit (wegen (18)) den
partiellen Ableitungen p,, ..., p, wird, die nochmals stetig differenzier-
bar sind.

1) Vgl. BieBERrBACH, DGlen, 3. Aufl,, S. 294—299.
2) Der in 12-2 eingefiihrte Streifen wire hiernach als héchstens eindimen-

sionaler Streifen zu bezeichnen.
3) Bei BIEBERBACH, a. a. 0., S. 297 als Integral bezeichnet, was wohl nicht zweck-

maBig ist.
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Hiernach ist fiir die DGI (1) die Existenz eines Integrals (im kleinen)
gesichert, wenn die Existenz eines n-dimensionalen IStreifens bewiesen ist,
und dariiber besteht der folgende Satz:

(¢) Die Funktion F(z, z, p) sei in dem Gebiet & (g, 2, p) zweimal stetig
differenzierbar. Weiter sei

(19) t=1"Toltys - stuq)s 2=2(ty, .., t_1), P=1To(ty, ..., %)
ein gegebener (n — 1)-dimensionaler Streifen der DGI (1) fiir das Gebiet

T,_,=0T,...,t,_,); die durch (19) gelieferten GréBen sollen natiirlich
dem Gebiet & angehoren. SchlieBlich sei die Determinante

F,,...F,
92, %o

(20) %h o 0,
9y, 9Zop
Otpy” 7 Bty

wobei in die F, der ersten Zeile die Funktionen (19) einzutragen und
die z,, die Komponenten des Vektors

Loltys - s 8)) = (To1, - - -5 Top)
sind 1).

Da F zweimal stetig differenzierbar ist, sind die rechten Seiten der
charakteristischen Glen (11) stetig differenzierbar, ihre Losungen (t),
z(t), p(¢) sind also durch die fiir { = 0 angenommenen Anfangswerte g, z,, P,
eindeutig bestimm{ und seien (f, =t gesetzt)

I (s o t) =26 Xl - s by )y 20(tys oy tyq)s Pollys ooy by y)),s
(21) Z(tl’ o tn) = Z(t, Eo(tl’ ] tn-—l)’ z()(tl’ cety tn-—l): Po(t], ceey t,;-])):
Pty, .. t) =p(t oy, ..., t,_1), Zo(tys - st q)s Doty -5 t,4)).

Diese FFunktionen X, Z, P bilden dann einen n-dimensionalen IStreifen
in einem Gebiet T,, das den Bereich T,_,, ¢, = 0 enthilt. Das Gebiet T,
ist dadurch bestimmt, daB fiir jeden Punkt ¢,,...,¢,_, aus @, , fir ¢,
das Intervall zu bestimmen ist, das den Wert £, = 0 enthilt und in dem
die Lésungen (21) der charakteristischen Glen (11) existieren.

12.6. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die explizite Differential-
gleichung; Abschitzung des Existenzbereiches. Ist die DGI in der expliziten

1) In (20) ist insbesondere enthalten, daB alle Flachenelemente des Streifens (19)
regular sind. — Betrachtungen zum Existenzsatz fiir den Fall, daB die Determinante
(20) identisch 0 ist, findet man bei CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II,
S. 83f.
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Form (2) gegeben, so 148t sich bei gecigneten Voraussetzungen ein Existenz-
bereich (Mindestbereich) fiir die Losung angeben und zugleich ihre ein-
deutige Bestimmtheit beweisen.

(a) Die Funktion f(z, y, z, q) sei in dem Bereich
(22) [z —¢&| < al) Y, 2, q beliebig
nach allen 27 4 2 Verdnderlichen zweimal stetig differenzierbar, und es
sei dort

[l 1k 1
Ify,ﬂyl’ lfr!/,ﬂl’ |fy,,q,|’ lfzz]’ lfzq,la ]fquv

Die Funktion w(y) sei fiir alle y, zweimal stetig differenzierbar und erfiille
die UnGlen

(24) jwyﬂ|+21’|wypyy|s3 m=1,...,m).
SchlieBlich sei
log 3 .

25) O0<f< -—1og(1 + o ‘§+1)) und o = Min (a, f) 2).
Dann hat die DGI (2) in dem Bereich
(26) |z — & < a?), y beliebig
genau ein zweimal stetig differenzierbares Integral z = y(x, y), das fiir
z = & die Werte
(27) v(& Y) = o)
annimmt ).

Der Beweis liefert wieder zugleich ein Verfahren zur Konstruktion des

Integrals. Man stellt die Charakteristiken der DGI (2) auf, d. h. die IKurven
des Systems

|
=4

y:(x)=_ 'R (v=1,...,n),
:f— Zi'qquxs
q:(x) =fyv+qvfz =1 ...,n),

und zwar die IKurven, die fiir z = & durch den Punkt

Niseoos Mo @15 s Mp)s @ps v ooy @

1) In (22) und (26) darf das Gleichheitszeichen auch gestrichen werden.
1

m gewahlt werden.

2) Insbesondere kann f =

3) Vgl. Fulinote 1.
%) Vgl. E. KaMxE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 266—284. Im wesentlichen ist

der Satz schon friither von T. WazEWSKI, Annales Soc. Polon. Math. 13 (1934) 1—9
bewiesen.
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gehen. Diese existieren fiir beliebige 7, im Intervall |z — £| < «. Werden
sie mit

$, =Y, (@0, .. 0m), 2=2(x,n, .. M), ¢, =@, (%, 1, .. .,7,)
bezeichnet, so 148t sich zeigen, daB die ersten » dieser Glen sich fiir be-
liebige y, eindeutig nach den 7, auflésen lassen und daB die 27 + 1 Glen
fiir das gesuchte Integral z = y(x, y) und dessen Ableitungen v, =@,
eine Parameterdarstellung mit den Parametern 7, .. .,#, liefern.

(b) Erfilllt f die Voraussetzungen nicht in dem ganzen Bereich (22),
sondern z. B. in cinem endlichen Wiirfel, so kann man verfahren, wie
in 103 (b) skizziert. Man kann jedoch auch unmittelbar zu einem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir den Bereich einer Doppelpyramide gelangen.
Vgl. hierzu T. WAzZEWSKI, Annales Soc. Polon. Math. 14 (1935) 149—177.

(¢) Die in (a) angegebenen Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit
von fund w konnen gemildert werden. Vgl. dazu T. WAZEWSKI, a. a. O.,
und Math. Zeitschrift 43 (1938) 521—532, ferner E. DiIGEL, ebenda 44
(1938) 445—451.

(d) Hangen die Funktionen f, w noch von Parametern 4, ab, so laBt
sich folgendes beweisen?):

Fir die Funktion?) f(z, y, 2, q, A) mogen in dem Bereich
|z —&| < a?); y,z q beliebig; 4, < 2, SA: 3)

die partiellen Ableitungen f, , L J,, existieren und nebst der Funktion f
selber nach allen 27 + m 4 2 Argumenten z, y,, z, q,, 4, k-mal stetig
differenzierbar sein (kK > 1). Ferner sei (23) erfiilllt. — In dem Bereich
(28) y beliebig; 4, <1, < /1:
mogen fir die gegebene Funktion w(y, 1) die partiellen Ableitungen o,
existieren und nebst w selber nach den y,, A, k-mal stetig differenzierbar
sein; ferner sei (24) erfiillt. — SchlieBlich seien «, § wie in (25) gewihlt.

Dann hat die DGI

p=[(2,4,29,4)

bei gegebenem A in dem Bereich (26) genau ein zweimal stetig differenzier-
bares Integral z = y(z, y, 4), das fiir z = £ die Werte p(£, y, 1) = w(y, )

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 256— 284.

2) Wie bisher schon steht wieder y fir y,,..., y, und q fir ¢y, .. ., gy, auer-
dem auch noch 4 fiir 4,,...,4,.

3) Hier kann an einer beliebigen Stelle das Gleichheitszeichen gestrichen werden.
Es ist dann auch bei (26), (28) und (29) an den entsprechenden Stellen das Gleich-
heitszeichen zu streichen.
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annimmt. Die Funktion y(z, y, A) ist in dem Bereich
(29) |z — &| < o; y beliebig; 4, <4, <A,
nebst den Ableitungen y, und ¥, k-mal stetig differenzierbar nach allen
n + m + 1 Argumenten z, y,, A,.

12.9. Vollstindige Integrale: Ihre Existenz und Verwendung zur Ge-
winnung weiterer Integrale.

(a) Ewistenz von vollstindigen Integralen). In dem Bereich

|z — &| < a; v,z q beliebig

sei f(z, y, 2, q) zweimal stetig differenzierbar, und es sei (23) erfiillt. Dann
gibt es zu jedem b > 0 ein « > 0, so daB die DGI (2) in dem Bereich

|z — ¢ <, |y |<b v=1...,n)

ein vollstindiges Integral hat.
Das folgt aus 12+6 (d), wenn fiir das dortige f das obige, von 4 freie f

gewihlt und

w(y’ }') = )'0+ szyv

ve=1

gesetzt wird. Ist ndmlich y(z, y, A) das dann nach 126 (d) existierende
Integral, so ist an der Stelle z = &

1191 4
O Vypr - V) 10 1 - 0'__1
a(;.o,;.l,...,a,,)“’ ........ ‘_ ’
00 ... 1

also die linke Seite == 0 auch in einer gewissen Umgebung von z = &.

Ist von der Funktion f nur bekannt, dal} sie in der Umgebung einer
Stelle &, y,, 2y, 9 zweimal stetig differenzierbar ist, so 148t sich immer noch
beweisen, dal die DGI in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle
£, yo ein vollstindiges Integral hat. Man kann nédmlich zu f eine Funktion f*
konstruieren, welche die oben fiir f angegebenen Bedingungen erfiillt und
in einer gewissen Umgebung von &, y, 2y, q, mit f iibereinstimmt. Dann
1aBt sich das obige Ergebnis auf die DGl p = f* anwenden und ergibt die
Existenz eines vollstindigen Integrals, das in einer hinreichend kleinen Um-
gebung von &, y, auch ein vollstindiges Integral von (2) ist.

1) Vgl. A. MAYER, Math. Annalen 3 (1871) 440—444. GoursaT, Equations
du premier ordre, S. 192 (Remarque II), S. 269—262. BieserBACH, DGlen,
3. Aufl,, 8. 301—314. Die Beweise miissen in Einzelheiten meistens noch prizisiert
werden.
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Fiir die implizite DG (1) gibt es ein vollstandiges Integral sicher in
der Umgebung eines jeden reguliren Flichenelements, wenn F in dieser
Umgebung zweimal stetig differenzierbar ist. Denn dann laBt sich die
DG@GI (1) in einer Umgebung dieser Stelle auf eine explizite DGI (2) zuriick-
fithren, firr die nach dem vorigen Absatz die Existenz eines vollstindigen
Integrals gesichert istl).

(b) Gewinnung weiterer Integrale aus einem vollstindigen Integrall). Es
sei y(I, a), wobei a fiir a,, .. ., a, geschrieben ist, ein vollstindiges Integral
der DGI (1)2%). An Stelle der Konstanten a, werden stetig differenzierbare
Funktionen?®) o’ (x) eingetragen. Fiir diese wird

Y) =y o,...,a"
gesetzt. Dann ist

Tz.,:‘lpzv—‘l—izzwaka:' (1’=1,...,‘n),
also ¥ ebenfalls ein Integral von (1), wenn

(30) D) Yo%k =0 v=1,...,m)
k=1

ist, wobei @, = o (z) in die Ableitungen Y, einzutragen ist. Man bekommt

also weitere Integrale von (1), wenn man stetig differenzierbare Funktionen
o (1) so wihlt, daB sie das System (30) erfiillen.

(b,) Ist?%)
(31) Yo, (& @ (X), -, (1) =0 (k=1,...,n),
so ist ¥ ein Integral von (1), und zwar ein singulires.

(by) Fiir r (r < n) stetig differenzierbare Funktionen

@2 (a) =1,...,7)
und = stetig differenzierbare Funktionen
' (t) r=1...,n

1) ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 166—171. GoursaT, Equations du premier
ordre, S. 154ff.

2) Von Gebietsfestlegungen wird abgesehen. Die Ergebnisse gelten zunéachst
nur in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Stelle. Bei konkreten Beispielen,
bei denen sie zumeist angewendet werden, wird man leicht umfassendere Geltungs-
bereiche angeben konnen.

3) Es ist hier zweckmaBig, bei den Funktionen obere Indizes zu benutzen; untere
Indizes deuten dann Ableitungen an, also z. B. a:' = Z:f .
a(al, ..., an)
%y oo vy Zn)
folgt. Die Bedingung (31) ist einfacher als diese kombinierte Bedingung.

%) Die Glen (31) gelten, wenn (30) gilt und =% 0 ist, wie aus (30)
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axl ’ ) a'_x’:

sei
(32) Pl ...,a") =0 e=1,...,7),
also auch

n
(33) k2¢:,‘a:,=0 w=1,...,n),

-1
wobei a, =« in die'®; einzutragen ist. Ferner sei fiir » Funktionen 4, (z)
(34) 'Pak(l’“‘»---s“”)=2%¢5, (k=1,...,n).

e=1

Dann sind die Glen (30) eine Folge von (33), also ist ¥ ein Integral von (1).1)

Fiir die praktische Anwendung wird man bei gegebenen @° von den
n + 7 Glen (32) und (34) fiir die # 4 » Funktionen o, A, ausgehen. Hat
man aus ihnen die «* als stetig differenzierbare Funktionen gefunden, so
braucht man sie nur fiir die @, in y einzutragen.

Beispiel: Es werde wieder das Beispiel

pg=2, py=(x—a)(y—2>)
von 9'5 (c¢) gewahlt. Ferner sei 7 = 1 und ®(a,d) = a 4 4 b B mit beliebigen
Konstanten 4, B, die beide = 0 sind. Dann lauten die Glen (32) und (34)
«oAd+pfB=0, f—y=44, a«o—2x=18B

und ergeben
_A=xz—By

Az —By
*=—5z > F=—"5m

2B

also
1
— 2
T—4 lB(A:t;—i—By).

(¢) Uber das Vorkommen eines gegebenen Integrals unter den durch ein
vollstindiges Integral bestimmten Integralen. Es sei z = y(r) ein gegebenes
Integral der DGI (1). Dieses befindet sich nach (b) unter den durch ein
vollstindiges Integral y(r, a) bestimmten Integralen, wenn fiir geeignet

gewilhlte, stetig differenzierbare Funktionen o (z)
p(,od, ..., ") =x(r)
(35) {y)rv(g, al, . ..,aﬂ)zxzv(g) v=1,...,7n)

und auBerdem (30) gilt.
Praktisch wird man so vorgehen, daBl man die «° aus den Glen (35)
berechnet und untersucht, ob dann auch die Glen (30) erfiillt sind. Fiir ein

Beispiel s. 95 (d).

k

1) Man kommt hierauf folgendermaBen: Ist in der UnGl von FuBnote 4 auf
S. 113 das Zeichen == durch = ersetzt, so sind die «” voneinander abhéngig, es wird
also eine Gl von der Art der Glen (32) bestehen. Es sei r die genaue Zahl der ,,we-
gentlich verschiedenen‘‘ méglichen Glen. Bestehen nun noch Glen (30), so wird an-
zunehmen sein, daB sie sich aus den Glen (32) linear komponieren lassen. Auf diese
Weise gelangt man zu (34).
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12.8. Jacobis Losungsverfahren!). Bei diesem wird die DGI (1), deren
linke Seite jetzt mit F! bezeichnet werden und zweimal stetig differenzierbar
sein soll, durch weitere (voneinander ,,upabhingige‘‘) Glen derselben Art
F2=0,...,FF=0
so erginzt, daB ein Involutionssystem?) von insgesamt k& Glen entsteht.
Im allgemeinen Fall wird k¥ = n oder n 4 1 gewihlt; kommt z selbst in
dem System nicht vor, so wird k¥ = n gewahlt. Es wird also ein System
von der in 14 behandelten Art aufgebaut. Gegeniiber 14-9 (d) liegt hier
nichts Neues vor; nur dafl das dortige urspriingliche System von m Glen
hier nur aus einer Gl besteht.

Um das System der % Glen zu erhalten, hat man zunichst eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion F? ausfindig zu machen, die mit F! in Invo-
lution ist, d. h. die Losung der linearen homogenen DGl

[F1,Z] =0
ist oder, was dasselbe bedeutet, lings jedes charakteristischen Streifens von
(1) konstant ist. Solche Funktionen werden Vorintegrale (erste Inte-
grale, intégrales premiéres) von (I) genannt. Man kann sie in vielen Fillen
leicht durch Kombination der charakteristischen Glen ausfindig machen,
wie das immer wieder beim Lésen partieller DGlen vorkommt. Erhilt man
dabei sogar mehrere derartige Funktionen F2, ..., F”, die auch unter-
einander in Involution sind, so kann man sie simtlich zum Aufbau des
Systems verwenden, wenn sie in dem Sinne voneinander unabhéngig sind,
daBl die spater zu fordernde Determinanten-UnGl (vgl. 14 (21) und (24))
voraussichtlich erfiillt sein wird. Hat man die Funktionen F2, . . ., F* (mit
einem der oben genannten k) gefunden, so kann man sie fiir » > 2 auch
durch F¥ — 4, mit beliebigen Konstanten 4, ersetzen. Man wird dann auf
Grund von 143 (e) sogar vollstindige Integrale der DGl (1) erhalten3).

12. Die Differentialgleichung F (x,, ey Ty 2, =0. 115

12.9. Die vollstindigen Integrale der von 2 freien Differentialgleichung

P+ f(®Y,q) =0 und ihre Verwendung zur Losung der charakteristi-
schen Gleichungen.

(a) Bei der DGI
(36) ?+f(1‘a Yy, Q)ZO,
cz o0z

in der wieder y fiir y;, ..., %, und q firg,, ..., g, steht, P=5.19, =
ist und die gesuchte Funktion z = z(«, y) selbst nicht vorkommt, wird der

1) Vgl. ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 146--155. BIEBERBACH, DGlen,
3. Aufl,, S. 299—317 (nicht iiberall prizis genug).

?) Vgl. hierzu 14-1 (b).

3) Fur ein Beispiel s. 148 (c).
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Begriff des vollstindigen Integrals verschérft. Unter einem vollstindigen
Integral wird hier ein von Parametern ¢ und a (a steht fir a,,...,a,)
abhingendes Integral

z=vy(z,y,0) +a
verstanden, das in dem betrachteten Gebiet nach allen 2% 4 1 Argumenten
z, Y, a zweimal stetig differenzierbar ist und die UnGl

O(Wy,s - -s ¥yp)
(37) By, am T O
erfiillt.

(b) Ist f(z,y, q) in einer Umgebung von z,, y,, §, zweimal stetig dif-
ferenzierbar, so hat die DGI (36) in einer Umgebung von z,, y, ein voll-
stindiges Integral in dem obigen Sinne.

Dieses kann man auf folgendem Wege konstruieren. Die charakteri-
stischen Glen von (36) sind nach 122 (13)

(38) v(@)=[f (24,9, ¢@)=—Ff (xy49 @F=1,...,n),

(39) (@) =—f+ I{ 9,1, -

Die Glen (38) sind fiir sich l6sbar. Es sei b, a ein beliebiger Punkt in einer
hinreichend kleinen Umgebung von y,, q, Die Losungen von (38), die
fiir = z,*die Werte b, a annehmen, seien

(40) y,=7Y,(z,b,0), ¢ =¢,(zDb,q) v=1,...,n).

Wird z(xy) = a b vorgeschrieben, so folgt aus (39) weiter
z n
(41) z=2Z(z b0 =ab+s [ (3QF, —F)dx,
s v=1

wobei die groBen Buchstaben F die Werte von f mit eingetragenen Y, Q,
bedeuten sollen. Die ersten n Glen (40) lassen sich fiir die z, y, a einer hin-
reichend kleinen Umgebung von x,, y,, q, eindeutig nach den b auflésen
und ergeben zweimal stetig differenzierbare Funktionen b = B(z, y, a).
Mit diesen erhilt man aus (41) das vollstindige Integral

z2=wy(x,y,a) +a=2(z, B, a) + a;
fiir dieses ist 9 (zy, Yy, a) =a 4 ayl).
(¢) Gewinnung der Charakteristiken aus einem vollstéindigen Integral.
Ist fiir die DGI (36) ein vollstindiges Integral bekannt?), so kann man aus

1) Vgl. A. MAYER, Mathem. Annalen 3 (1871) 440ff. GoursaT, Equations du
premier ordre, S. 269—262.

) Ein solches kann man nach 13 in einer Reihe von Fillen finden, ohne die
charakteristischen Glen zu lésen.
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ihm durch bloBe Differentiations- und Eliminationsprozesse die Losungen
der charakteristischen Glen (38) erhalten. Genauer gilt folgendes:

In einer Umgebung der Stelle x,, yy, q, sei f(x, y, q) zweimal stetig
differenzierbar, und es sei z =1y(%, Yy, a) + a in einer Umgebung von
Ty, Yy, Gy €in vollstindiges Integral von (36), das nach z, y, a sogar zwei-

mal stetig differenzierbar ist und an der Stelle x,, y,, 6, die Bedingungen
¥y, = %, r=1,...,n),
O(Py, - s wy_l +0

0(ay, ..., 0ay)

erfilllt. Lést man dann die Glen

(42) ¥, (%, Y, 0) = b, w=1,...,n
fiir die z, a, b einer gewissen Umgebung von z,, a,, by mit
bo, = 4, (%o Yo Go) rv=1,...,n)

nach y auf — das Ergebnis sei y = Y(z, a, b) — und setzt man

Qv(x’ a, b) == Wyy(z" y5 0),
so sind
y=Y(z,q,b), q=Q(z qab)
Loésungen der Glen (38), und man erhilt auf diese Weise auch alle IKurven
des Systems (38), die durch eine hinreichend kleine Umgebung von z,, y,, 4,
gehenl).

12.10. Anwendung in der Mechanik. In der Mechanik endlich vieler
Massenpunkte treten die charakteristischen Glen (38), die dort auch
HamirToNsche oder kanonische Glen genannt werden, in der Gestalt?2)

dg, _0H dp,  0H
“3) = ap @ og

=1,...,n)

auf, wo die sog. HamiLToONsche Funktion

H=H(tq,...,9,,P15---:D,)
eine gegebene Funktion und ¢, =g¢,(t), p, = p,(¢) die gesuchten Funk-
tionen sind. Nach 12-9 kann man die Losungen der kanonischen Glen aus

einem vollstindigen Integral z =z(q,, ..., q,) der zugehdrigen partiellen
DGl

0z 0z 0z
(44) 5+H(t’ql”"’q"’5q_l"'"b"q’,‘,)zo

1) Vgl. CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 91f., 871t

%) Vgl. WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 280. Encyklopidie 1V,, S. 608.
Die Bedeutung der p,, ¢, ist unabhingig von der bisherigen Bedeutung dieser Buch-
staben.
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gewinnen; diese DGI heiBt in der Mechanik HAMILTON-JACOBIsche Glei-
chung!), in der geometrischen Optik auch Eikonalgleichung2).

Beispiel®): Ein Massenpunkt z, y bewege sich in der z, y-Ebene unter
dem EinfluB der Gravitationskraft, die auf ihn von einer im Nullpunkt be-
festigten Masse ausgeiibt wird. Die Bewegung vollzieht sich nach den Glen

17} _ ’" — 3 —_ K
2’'Q)=U,, y')=U, mit U= i
Mit Hilfe der HamiLToNschen Funktion

1
H(z,y,p.9) =5 P+ ¢) — Uz, 9)
148t sich dieses System in das kanonische System?)
() =H P> y'(t)qu, p'(t)=—Hz’ Q’(l)"-—————Hy

iiberfiihren. Die zugehorige partielle DGI (44) fiir z = z(¢, z, y) lautet

445 @+ =

kﬂ
Ez=d
oder, wenn
(o, ) =z2( x,y) mit z=pcos?, y=p sind
gesetzt wird,

C¢+—;(C§+§)=k—;

Fur diese DGI erhilt man nach 13-3 das vollstindige Integral

4‘———At+Bz9j:fV2A+————d +c.

Hieraus bekommt man die gesuchten Funktionen z(¢) = p cosd und
y(t) = p sin ¥, indem man

23 const und —2—% = const
16st. Man erhilt, wenn nur das obere Vorzeichen beriicksichtigt und die
fiir ¢ = ¢, durch gy, ¥, gehende Kurve gesucht wird,

e o
do do 2k B
— — Y= = it R=24 ——-—-—-.
AT ]§[9=V7e ! T e

Durch die zweite Gl wird die Bahnkurve, durch die erste dcr zeitliche Ab-

t—ty=

1) Vgl. ForsyTH, Diff. Equations V, Kap. X. WHITTAKER, a. a. O., 8. 335.
Encyklopadie. IV,, S. 625.

2) Vgl. FRANK-v. MisES, D- u. IGlen II, 2. Aufl., S. 11f.

3) Vgl. CouranT-HILBERT, Methoden math. Physik II, 8. 92—94.

4) Hier sind wieder die fritheren Bezeichnungen z, y, p, ¢ statt g,, p, benutzt.
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lauf der Bewegung bestimmt. Setzt man in der zweiten Gl ¢ = % , so erhélt
man fiir B0

. 1 /(B2 . 24 B
19——190=arcsm—e—(m—l)+const mit e2=1-1 T

also
_ B2
=i [1 +esin (@ — 1,)]°
d. h. einen Kegelschnitt.
12-11. Ungleichungen und Abschitzungen.

(a) Nacumos Abschitzungssatz!). Die Funktion f(z, y, z, q) 2) sei im
Gebiet ®(z, y, z, q) definiert und erfiille dort eine LipscHITz-Bedingung

(45) [f(2,y,2,0) — f(#,y,2,0) | <43 g, —4q, .

y=1
Firv=1,...,n seien a,(z), b,(x) im Intervall £ < x < ¢ stetig differen-
zierbar, a (r) < b,(x) und
a =>4, ¥<—A43),
Mit diesen Funktionen wird der pyramidenartige Bereich

a: E<e<e, o)<y, <b,) r=1,...,n)
gebildet. In g seien die Funktionen u(z, y), v(z, y) stetig differenzierbar,

und die Wertesysteme x, y, z, ¢ mogen fir z=1u, ¢, = u, und firr z =,

Yy
g, =v, zu G gehoren.

SchlieBlich sei
u, = flz,y,u,u,, ..., u,), v <flryvy,... v,)
wobei jedoch an jeder Stelle von g hochstens ein Gleichheitszeichen gelten
darf, und ..
o wly) > vy fir o) <y <b@).

Dann ist
u{x,Y) > v(z,y) im ganzen Bereich g.

(h) Verwendung zur Abschitzung der Losung einer DGI
(2) p=f(x,u,z ).
Die rechte Seite sei wieder in ® definiert, eriille dort (45), und g hahe eben-
falls dieselbe Bedeutung wie in (a). In g sei die Existenz eines Integrals
¥ (2, y) mit dem Anfangswert ¢ (&, y) = w(y) gesichert, aber die Funktion Y

1) M. NAGUMO. Japanese Journal of Math. 15 (1938) 51—56. Vgl. auch J. SzZARSKT,
Annales Soc. Polon. 22 (1950) 1—34.

?) Es steht wieder y fur y,, ..., y, und q firr q,, .. .. ds-
3) Es ist wesentlich, daB hier gerade die L1pscEIT2z-Konstants £ aus (45) steht.
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a—zl 9 e ey 67,.
selbst vielleicht schwer zu berechnen. Gelingt es, die Funktionen f, w durch
zwei Funktionen f,(z, y, 2, q), »,(y) so einzuschlieBen, da8

f1<f<f21 w1<w<w2
ist und daB man fiir die DGlen
p=fh, p=f
Integrale y,(x, y), (%, y) mit den Anfangswerten y, (&, y) = w,(y) be-
rechnen kann, so hat man in g die Abschitzung
(2 Y) < 9(2 Y) < 9y(2, ).
Hieraus ergibt sich weiter Haars UnGl 4-4.

13. Losungsverfahren fiir einige Sonderfalle.?)

13-1. F(py....,p,) =0. Werden die Konstanten 4, so gewihlt,
daBl F(4,,...,4,) =0 ist, so ist
z=A4,+ A2, + .-+ 4,2,
ein Integral, und zwar ein vollstindiges, wenn F stetig differenzierbar und
S |F, | = 0ist?).
13:2. F (=, py, ..., p,) = 0. Macht man den Ansatz
z=1{((§), &=4, x1+"'+‘4nxn’
so wird aus der partiellen DGI die gewohnliche DGl
F¢g,4,.¢,...,4,0)=0
fir £ =(&).

133. F [Il (w].! b, ¥ (Z)), MR fn(xrn y (z))] = 0; Diﬁerential'
gleichung mit getrennten Variablen. Man bestimme Konstante 4, so, daB
F4,,...,A4,) = 0 ist, und lése die Glen

fv(xv’ pv ¢) = Av
nach p, ¢ auf. Die Losungen seien
pv <P(Z) = gv(xv’ Av) ‘
Dann liefert

f‘P(z) dz = ngv(xv’ Av) dxv + AO

v=1
ein Integral der gegebenen DGI.?) Sonderfille hiervon sind:
(a) f1(21, P) fo (e, D) - - - fo (2,5 2,) = @

1) Vgl. hierzu auch 11.
?) GoursaT, Equations du premier ordre, S. 156.
3) MansIoN, Equations du premier ordre, S. 66.
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Fiir @ = 0 ist die DG@GI erfiillt, falls z auch nur einer der Glen
Ji (@ 2e) =0
geniigt. Ist diese Gl nach p, auflosbar, etwa p, = ¢, (%;), so ist
z =f<pk(xk) Ay + (X1, o o o5 Tp_gs Tpygsr - - or Ty)
eine Losung der gegebenen DGI, wobei £2 eine beliebige stetig differenzier-
bare Funktion sein darf.
Fiir @ == 0 wihle man die 4, so, daB 4,-.- 4, = a ist. Sind die Glen

(=, p) =4, v=1,...,n)
nach p, auflosbar, etwa p, = @, (x,, 4,), so ist

z=A,+ }_"7 fq),(x,, A4) dz,
v=1

ein vollstindiges Integral.l)

(b) fi(@y, 21) + (@, o) + -+ - + f(=,, P,) = 0.
Man wihle Konstante 4, so, daB }' 4, = 0 ist, und 1ése die Glen
fv(x’l"pv)=AP (vzl""’n)

nach p, auf. Sind die Losungen p, = ¢, (z,, 4,), so ist
z= 2 fwv(xv’ Av) dzﬂ + AO
ein vollstindiges Integral.
13-4. Gleichgradige Ditferentialgleichungen. 2)

(a) F(r,z,p) = 0, wobei die linke Seite, wenn z durch eine passend
gewihlte Potenz 2* ersetzt wird, homogen in z, p,, .. ., p, sein soll.
a == 1: Wird z =w" gesetzt, so 148t sich 2 so bestimmen, da8 sich w

selber aus der Gl heraushebt. Man hat dafiir 1 = a f_ T Zu wihlen und er-
hilt dann die DGI
F(xy, ..., z,, A7° Wysoo oy W, ) = 0.

a = 1: Fiir z = ¢” wird aus der DGI:
F(zy, ..., z,, 1, Wy s e oo wx") =0.

(b) F(x, p) =2, wobei die linke Seite in p,, ..., p, homogen vom
Grad m ist.

Das ist ein Sonderfall von (a), und zwar ist das dortige a =? .

13.5. F(r, 2, p) = 0, Legendresche Transformation. In dem Gebiet
a(r) sei z(r) zweimal stetig differenzierbar; fiir ein 1 < k¥ < 7 moge das
Gebiet g(r) eineindeutig auf ein Gebiet & (¥) durch die Transformation

=2, .. K=5,, &= 2, (), .. Xy =2, (1)

1) GoursaT, Equations du premier ordre, S. 160.
%) Vgl. auch 11-10.
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Ty By sy ey o
oz, oxy

=0.

abgebildet werden; schlieBlich sei in g die
Det. |z," | =0 (v = k).
Wird

2% =) z,2, — (1)
o=k

gesetzt, so bestehen neben den schon angefiihrten Glen

X, =z, 0=1,...k—1), X, =2 (@) v=4F, ..., 7

(1) 3
28 = 3 7,7, = 2()

auch die Glen
(2) 2, =—172y v=1,...,k—1)

und
Ix,:X, w=1,..,k—1, z,=Z¢ X =k ...,n

(3) n
l 2(0) =3 X, Zy, — Z(%).

o=k
Das ist die LEGENDREsche Transformationl). Durch sie geht, soweit die
Integrale die genannten Voraussetzungen erfiillen, die DGI

4) F(t,z,9)=0
in die DGI

F(Xy oo Koo Zxyo oo o0 Zx,

Y K2y —Z —Zy,oos =Ly s Xpy o X) =0

1
e=k

iiber, die bisweilen einfacher als die urspriingliche DGI ist. Hat man ein
Integral Z(X) dieser DGI gefunden, so ist (3) die Parameterdarstellung eines
Integrals von (4).

Durch die Transformation kénnen Integrale verloren gehen, nidmlich
solche, fiir welche die anfangs genannten Voraussetzungen nicht erfiillt
sind. Es bleibt also im Einzelfall noch zu untersuchen, ob es derartige
Integrale gibt.

Ist statt (4) cinc DGl F (g, p) = O gegeben, in der z selbst nicht auf-
tritt, so lautet die transformierte DG

F(Xy, oo Xeas By Bxpp —Zxysovos — gy Xpy ooy X,) =0,

1

1) Sie gehort zur Klasse der Beriihrungstransformationen. Bei der obigen Formu-
lierung ist die EULERsche Transformation 11:15 in der LEGENDREschen Transfor-
mation mitenthalten.
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Man kann in diesem Fall also immer erreichen, dal die gréBeren Komplika-
tionen bei den unabhingigen Verdnderlichen und nicht bei den Ableitungen
vorliegen.

k-1 n
13'8' vaf'=227tv—fn+l ﬁir ein lékén und

=1 y=k
I!=Iv(ml$ ey Lpys Pis + o o5 Py Z: z,p,— z)-
Durch die LEGENDREsche Transformation (2) und (3) geht die DGI
iiber in die quasilineare DGI

2 F.:; —F,,, mit F,=f(X,,...,X,,2).Y
=1
13.7. 2 xf, =l ,=1, (pl, ceos Pus b_s_ ' x, p, — z) . Sonder-
y=1 =

fall von 13-6 fiir £ = 1.

138. z2=x,py+---+x,p, + f(P1, - - -» P,); Clairautsche Diffe-
rentialgleichung. Ist f an der Stelle 4,, ..., 4, definiert, so ist
z=Ayx,+---+ A4, x,+f(4y,...,4,)
ein Integral, und zwar ein vollstindiges, wenn f zweimal stetig differenzier-
bar ist. Weitere Integrale lassen sich nach 127 (b) herleiten oder auch mit
der LEGENDREschen Transformation 13-5. Vgl. auch 11-12.

14. Systeme von Differentialgleichungen.

14.1. Explizite Systeme. Infegrabilititsbedingungen. Es sei ein System
von r DGlen gegeben, das sich nach r der Ableitungen auflésen 1aB8t. Man
erhilt so die explizite oder kanonische Gestalt des Systems?)

(1) P,,=f”(I, Y, 2, q) r=1,...,1),
wo I; Yy; q Abkiirzungen fiir

ZyyeeesZy; Ypsoe s Yy Gyr -9,
sind, ferner wieder

__ oz 0z
=5 Ty,

1) MansioN, Equations du premier ordre, S. 56f.
%) Es ist hier bisweilen zweckmaBig, Funktionen durch obere Indizes zu unter-

" .
scheiden. Man kann dann Ableitungen wie z. B. % kurz mit f’," bezeichnen.

%) Dabei ist -auch 8 = 0 zugelassen; das bedeutet, daB y und q nicht vor-
kommen.
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6::1 32:,;

und z = z(g, y) die gesuchte Funktion ist!). Grundlegend ist die folgende
Tatsache:

(a) Sind die f# in dem betrachteten Gebiet & (z, y, 2, q) nach den Argu-
menten z,, ¥,, 2, g, stetig differenzierbar, so erfiillt jedes zweimal stetig

differenzierbare Integral z = y(r, y) die ié_‘ﬂ Glen?)

8 8
(2) fo +fif+ 23 0 A =1, A+ Y (2.6
o=1 o=1
1smrsr)
firz=19y, ¢, =79, .

Das ergibt sich aus V2,7, = ¥s,z,» WenR man hierin eintrigt, was sich
durch Differentiation der rechten Seiten von (1) ergibt, und zur Umformung
nochmals auf (1) zuriickgreift ).

Man kann also zu einem gegebenen System stets noch weitere Glen auf-

stellen, die auch erfiillt sein miissen, wenn das System iiberhaupt eine
zweimal stetig differenzierbare Losung hat.

(b) Sind die Glen (2) in den GrdBen g, y, z, q identisch erfiillt, so heiBt
das System (I) ein explizites Involutionssystem oder ein JACOBisches
System oder vollstindig integrierbar (system in involution; systéme com-
plétement intégrable, passif, en involution). Die Glen (2) heilen die Inte-
grabilitdtsbedingungen von (1). Nur fiir Involutionssysteme 148t sich
die Existenz von Losungen allgemein beweisen.

14.2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Jacobische Systeme im
Bereich analytischer Funktionen. Die Funktionen f*(r, y, 2, q) seien re-
gulir analytisch an der Stelle 0, y, 2%, q° und mégen in einer Umgebung
dieser Stelle die Integrabilititsbedingungen (2) erfiillen. Ferner sei eine
Funktion w(y) gegeben, die an der Stelle y° regulir analytisch ist und
fir die

w(lJO):__ZO’ w,,(yo)=93 v=1,...,9

1) Man kann das System natiirlich auch in der Gestalt
Pu =[P (Z1s - s Tns 2 Dpgrs -« -5 Pn) (k=1,...,7)
schreiben. Wie der Existenzsatz 14-2 zeigt, ist es hier jedoch zweckmiBig, die Be-
vorzugung des einen Teils der unabhingigen Veranderlichen durch Wahl versckie-
dener Buchstaben deutlicher zu machen.

2) Zunichst hat man wegen 1 < u. » < v sogar 12 Glen. Aber fir y = » sind
sie identisch erfiillt, und von den ibrigen sind die Glen fir 1 < u <» < r mit den
restlichen identisch.

3) Vgl. z. B. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 32f.
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ist. Dann hat das System (1) in einer hinreichend kleinen Umgebung der
Stelle 9 y° genau ein reguldr analytisches Integral z = y(r, y) mit den
Anfangswerten (1% y) = w(y) ?).

14.3. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Jacobische Systeme im Be-
reich reeller Funktionen. Zuriickfiihrung des Systems auf eine einzige
Differentialgleichung durch die A. Mayersche Transformation.

(a) Bei festen £, seien die Funktionen f“(r, y, 2, q) in dem Bereich
(3) |z, — &, < a; v,z q beliebig
zweimal stetig differenzierbar, und es sei
) {lf-"l, Ll 1L 1L 4
“ O b 15 [l 28] /5, lf:,,q,l}s |
Ferner seien die Integrabilititsbedingungen (2) erfiillt.

Die Funktion w(y) sei fiir beliebige y stetig differenzierbar und erfiille
die UnGlen

(3) lw,, [+§|wv y| < B (r=1,...,s).
SchlieBlich sei
) 0<p<log (1+28‘(°Bgil)) und o = Min (g, ).
Dann hat das System (1) in dem Bereich
(7) |z, — &, | < a: y beliebig
genau ein zweimal stetig differenzierbares Integral z = y(z, y) mit den
Anfangswerten y(&;, ..., &, y) = w(y)?).

(b) Der Beweis 1t sich dadurch erbringen, daB das System (1) durch
die A. MavERrsche Transformation (vgl. 6-4) auf eine einzige DGI zuriick-
gefilhrt wird. Das kann auch von Wert fiir die wirkliche Losung eines
gegebenen Systems sein. Die MayERsche Transformation wird dabei in
folgender Weise benutzt. Die 7 unabhingigen Verdnderlichen =z, .. ., z,
werden als Funktionen von r 4 1 unabhingigen Verinderlichen u, Upy ooy Y,
mittels der Glen

(8) xg—£0=uue o (e=1,...,7
fir |u| < 1, |u,| < « dargestellt. Dann nehmen die xz, alle Werte des
Bereichs |z, — Eol < «, und zwar sogar mehrfach an. Statt des Sy-

1) Vgl. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 35— 38.

2) Vgl. E. KaAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 267—275; dort auf S. 269f. auch
weitere Literaturangaben.
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stems (1) wird nun die DGI

7 _ 2z oz
(9) é—t-l-_cz_zuofe(uul—'-fl"'"uu’—*—f"’y’z’a—yl""’ﬁ,)
betrachtet, in der wu, ¥,, . . ., y, als unabhiingige Verinderliche und
%y, ..., u, als Parameter angesehen werden. Ist Z =¥ (u, y; u,,..., u,)
das nach 12-6 (a) existierende Integral dieser DGl mit dem von den w,
unabhingigen Anfangswert (das ist wichtig)
YO,y; %, ...,%)=owy),
so ist
26 =Y0y; 2,—&,...,5,—§)
das gesuchte Integral des Systems (1).
(¢)- Beispiel: n=¢+y P=¢+y.

Das System ist ein involutorisches. Wird &, = £; = 0 gewahlt und daher z, = u u,
gesetzt, so lautet die DGI (9)

Zy = (U + %) (Z: + 9.
Fiir diese DGI findet man aus den zugehorigen charakteristischen Glen das Integral
2
Z= A+ u)u— 34—yt + B,

Sind 4, B unabhéngig von u,, %, 8o hangt Z, wie es sein soll, fiir « = 0 nicht von
%, ¥, ab. Wird u u, = %, eingetragen, so erhilt man fiir das gegebene System die
Integrale

e =A(zm + z) — o (4—y) + B.

(d) Hingen die Funktionen f*, w noch von Parametern ab und sind sie
mehrmals differenzierbar, so gilt folgender Satz?!):

Die Funktionen?) f?(r, Y, 2, q, 4) mdgen in dem Bereich

|z, — &, < a?®); y,z q beliebig; AF < 2.” < A: 3)

stetige partielle Ableitungen f;,,’ e, f;y haben, und diese seien nebst den
Funktionen f° selber k-mal stetig differenzierbar (k > 1) nach allen
r+ 28+ m + 1 Argumenten z,, ¥,,2,q,, 2,. Ferner seien die UnGlen (4)
und die Integrabilitdtsbedingungen (2) erfiillt.

Die Funktion w(y, 4) mdge in dem Bereich

(10) y beliebig; 4, <4, < A%

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 267—275.
3) Der Kiirze halber steht r; y; q; A fiir @, ..., %5 ¥y, « v vy Yes Qa5 -« -5 Qo3
Aty <o s Ay

2) Hier kann an einer beliebigen Stelle das Gleichheitszeichen gestrichen werden.
Es ist dann auch bei (10), (7) und (11) an den entsprechenden Stellen das Gleichheits-
zeichen zu streichen.
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stetige partielle Ableitungen w . haben, und diese seien nebst w selber

v
k-mal stetig differenzierbar nach den y,, 4,. Weiter sei (5) erfiillt.

SchlieBlich seien B, « wieder gemiB (6) gewdhlt.

Dann hat das System (1) bei gegebenen 4, in dem Bereich (7) genau ein
zweimal stetig differenzierbares Integral z = y(x, y, 1) mit den Anfangs-
werten

v En U ) =0y, A).
Die Funktion y(r, y, 4) ist nebst den Ableitungen y, , y, in dem Bereich
(11) |z, — &| < «; y beliebig; A, <1, < A%
k-mal stetig differenzierbar nach allen 7 4 s 4 m Argumenten z,, y,, 4,.
(e) Wird

8
w(y: 1) = ;“o + S}‘a Yo

a=1

gewiihlt, so ergibt (d), angewendet auf das System (1) mit Funktionen f*,

die von A unabhingig sind, fiir dieses System die Existenz eines vollstin-

digen Integrals z = y(r, y, 4) in einer hinlinglich kleinen Umgebung von
z,=§ (e=1,...,7), d h eines Integrals, fiir das

(P, Pyys - - -5 Yy

EI7 A R R

+0

ist.

(f) Ist das System (1) nicht in einem Bereich (3) gegeben, so wird man
versuchen, den Existenzbereich der Funktionen f* und w so zu erweitern,
daBl der Satz (a) anwendbar ist.

14.4. Jacobische und Poissonsche Klammern. Bei allgemeineren Sy-
stemen, wie sie in 14-5ff. betrachtet werden, treten statt der Glen (2)
die Glen 14°5 (13) auf. Einige Eigenschaften dieser Glen werden hier vorweg
angefiihrt.

In dem Gebietl) &(z, 2, y) sei F(r,z, y) eine stetig differenzierbare
Funktion ihrer 27 + 1 Verdnderlichen g, 2, y, ebenso G(, z, y) und eine
etwa auftretende Funktion H (g, z, y).

(a) Die Jacosische eckige Klammer [F, @] (combinant; crochet)
ist definiert durch?)

n
[F:G] =2{<F’v + vaz)Gy,— (Gz, + vaz)Fy,}
r=1
1) Es steht ¢ fir »),...,2, und y fir y,,..., y,.
?) ForsyrTs, Diff. Equations V, 8.102. Haufig wird [@, F] statt [F, G] geschrieben,
60 z. B. bei Goursar, Equations du premier ordre, S. 257£.
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EN Oxn
oder bei Verwendung der Abkiirzung
dF
dz F:r, + 9, Fz

durch

F, @] =§1’ (g— Gyv~—Fyy;—§) .
(b) Offenbar ist
[F,C] =0 fir eine beliebige Konstante C;
[F,F]=0, [F,G]=—[G,F].
(¢) Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen F, G, H ist?)
[(F, G1, H] + (G, H), F] + [[H,F), G] = F,[G, H] + G, [#, F] + H,[F,G).

(d) [F, Z] = 0 ist bei gegebenem F nach (a) eine lineare homogene DGI
fir Z=2(t2 ).

(e) Tritt z in F nicht auf, d. h. handelt es sich um Funktionen F (g, y)
und entsprechend bei G und H, so geht [F, @] in die PoissoNsche Klam-
mer (F, @) (combinant; parenthése) iiber, die also nach (a) durch

% o(F, Q)

(F, G) = :,:y/: (Fz,, Gy, - Fﬂy G’v) =’_1 o(2, yv)

definiert isté).
(f) Aus (c) wird jetzt”)

(g) Hieraus folgt: Ist F' zweimal stetig differenzierbar und sind y, (r, y),
¥, (X, y) zweimal stetig differenzierbare Integrale der DGI (F, Z) = 0, so
ist auch (y,, y,) ein Integral dieser DGI1?).

1) A. MAYER, Math. Annalen 9 (1876) 370. Goursat, Equations du premier
ordre, S. 268f. Bei ForsYTH, a. a. O., S. 114 steht ein falsches Vorzeichen.

2) ForsyTH, Diff. Equations V, S. 104, 112. GoursarT, KEquations du premier
ordre, S. 254ff. — Fir den Zusammenhang mit den LAGRANGEschen Klammern

n
[u, ] = (X3 ¥y — X3 Y3)
y=1
fir Funktionen X”(u,v), Y”(u, v) s. WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 316
bis 319.

3) Vgl. W. F. DoNKIN, Philosophical Transactions London 144 (1854) 71—113.
ForsyTr, Diff. Equations V, S. 112. Goursar, Equations du premier ordre,
S. 265f.

%) Satz von Poissox. Vgl. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 2566.
WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 340f.
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14.5. Aligemeine Systeme. Klammerbildung. Es sei das DGlsSystem?)
(12) Fr(x,z,p)=0 (u=1,...,m)
gegeben ; dabei steht wieder ¢ fiir ,, ..., z, und p fir p,, ..., p,; 2=12(x)
ist das gesuchte gemeinsame Integral der m Glen (12). Uber die F* wird
vorausgesetzt, daB sie in dem betrachteten Gebiet & (g, z, p) ihrer 2n 4- 1
Variablen stetig differenzierbar sind.

(a) Jedes zweimal stetig differenzierbare Integral des Systems (12) ge-
niigt auch den durch Klammerbildung entstehenden Glen

(13) (7, "] =0 I<spuvy<m);
dabei ist F*’ (g, z, p) = [F*, F'] die durch 14-4 (a) definierte JacoBische
Klammer. Das ergibt sich dhnlich wie 14°1 (a)?2).

Man kann also zu einem gegebenen System stets noch weitere Glen
aufstellen, die erfiillt sein miissen, wenn das System iiberhaupt l6sbar ist.

14.6. Involutions- und vollstindige Systeme.

(8) Das System (12) heiBt ein Involutionssystem, wenn (zur Defi-
nition der Klammern s. 144 (a))

(14) (F*, F1=0 1< u,v<m)
in allen Variablen 1, z, p ist; die Glen (14) heilen die Integrabilitdts-
bedingungen von (12). Fiir explizite Systeme (1) stimmt diese Definition
nur dann mit der in 141 (b) gegebenen Definition iiberein, wenn alle F*
von z selbst frei sind.

(b) Das System (12) heilit ein vollstindiges System, wenn

(F¥, F]=0 Ispvr<n)
ist fiir alle Zahlensysteme ¢, z, p, welche die m Glen (12) erfiillen?).

(¢) Um die Losung eines gegebenen Systems (10) vorzubereiten und
einen gewissen Anhaltspunkt iiber die Menge der Integrale zu erhalten?),
erginzt man (I2) zu einem vollstindigen System (vgl. 63 (c)), indem man
die Glen (13) bildet (ProzeB der Klammerbildung) und von diesen Glen
diejenigen zu (12) hinzufiigt, die nicht im Sinne von (b) eine ,,algebraische**
Folge der Glen (12) oder der schon zu (12) hinzugefiigten Glen sind. Auf
das so erginzte System wendet man dann das Verfahren der Klammer-
bildung von neuem an; usf. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit

1) Statt von einem System spricht man auch von gekoppelten DGlen.

%) Vgl. ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 101—103. Goursar, Equations du
premier ordre, S. 286f.

3) Man driickt dieses auch so aus, da die Glen [F#, F*] = 0 eine algebraische
Folge von (12) sein sollen.

4) Man stellt sich dabei vor, daB (d) und 14°3 (2) anwendbar seien.
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des gegebenen Systems besteht offenbar darin, daB jedes erweiterte System
,-algebraisch 16sbar*, d. h. 16sbar sein muB8, wenn g, z, p als Zahlen betrachtet
werden.

Beispiel: DPrPe= 3%, P3Py =2 %.

Hier kommt die gesuchte Funktion z selbst nicht vor. Die JacoBischen Klammern
reduzicren sich also auf die Poissonschen Klammern. Durch Klammerbildung er-
hilt man die Gl

TPt X Py — TPy — %Py =0.
Das System der drei Glen ist nun vollstindig; denn z. B. ergibt Klammerbildung
der ersten und dritten Gl

2(z32,— 1 p) =0,

und diese Gl ist eine Folge der ersten Gl.

(d) Uberfiihrung eines vollstindigen Systems in ein Involutionssystem.
Das System (12) mit m < n sei vollstindig, und die Glen (12) mogen durch
Funktionen
(15) p,,=f,,(€,zspm+1y---:P,,) (,u=],...,m)
erfiillt sein, die in einem Gebiet g(z, 2, Py, - - -, P,) existieren und dort
stetig differenzierbar sind; ferner sei

a(F,...,F™

O(Pys s Pm)
nach Eintragung der Ausdriicke (15) in keinem Teilgebiet von g identisch 0.
Dann ist (I5) ein Involutionssystem im Sinne von 14-1 (b)?).

(e) Ist das System (12) in &(x, z, p) ein Involutionssystem im Sinne
von (a) und sind die F* in ® sogar zweimal stetig differenzierbar, so bilden
die linearen homogenen DGlen

[F¥,Z2] =0 w=1,...,m)
ein vollstindiges System im Sinne von 6-3 (b) 2).

14.7. Jacobis Losungsverfahren3) fiir ein von 2 freies Involutionssystem.
Es handelt sich um das System
(16) F(r,p) =0 w=1,...,m)
mit m < n, bei dem also die gesuchte Funktion z selbst nicht auftritt.

Dieses System sei im Gebiet &(x, p) ein Involutionssystem. Wenn es ge-
lingt, das System durch » — m Glen

(17) I’""“(I, p)=0,..,F'(t,p)=0

1) Vgl. ForsyTH, Diff. Equations V, S. 118--120.

2) Vgl. ForsyTH, a. a. O., S. 136f. GoursaT, Equations du premier ordre,
S. 289.

3) Sog. ,,Nova methodus*.



14. Systeme von Differentialgleichungen. 131

8o zu erginzen, daB das Gesamtsystem der n Glen ein Involutionssystem
ist, wenn auBerdem das System der n Glen eine Losung durch stetig dif-
ferenzierbare Funktionen

(18) p. =) =1 ...,n).
hat und wenn schlieBlich

a(F, ..., F"

O(prs -5 Pa)

nach Eintragung von (18) in keinem Teilgebiet des betrachteten g-Bereiches
= 0 ist, so ist (18) nach 146 (d) ein Involutionssystem, also fgv = f;“ und

(19)

somit 6:1 anwendbar. Jede Losung von (18) ist dann insbesondere eine
Lésung von (16). Da dann auch

Fm+1 — 4 , F* = An
zusammen mit (16) fiir beliebige Konstante A4, ein Involutionssystem ist,
bekommt man statt (18) auch ein von den A4, abhingendes System

(183‘) ?,,=f"(:§; Am+1! : "’An)’
und hieraus Integrale, die von den 4, abhiingen, und kann so zu einem voll-
stindigen Integral des Systems (16) gelangen.

Es kommt also wesentlich darauf an, die Glen (17), d. h. die Funk-
tionen F™*! . . F" zu finden. Das kann schrittweise geschehen. Dabei
wird vorausgesetzt, daB die F* sogar zweimal stetig differenzierbar sind.
Zunichst ist Z = F™! so ausfindig zu machen, daB die Integrabilitits-
bedingungen

mi1s e

(F,2)y=0,...,(F,7Z)=0
identisch in g, p erfiillt sind. Diese Glen bilden nach 14-4 (d) ein lineares
homogenes DGlsSystem fiir Z, und zwar nach 146 (e) ein vollstindiges
System. Um eine nicht-triviale Losung?!) dieses Systems zu erhalten, kann
man die Sitze von 6 anwenden. Hat man eine solche Losung Z = F™*!
gefunden, so hat man weiter die linearen Glen
(F“,2) =0 (w=1,...,m+1)

zu l6sen usf. Dabei ist darauf zu achten, daB schlieBlich die Determinanten-
bedingung (19) erfiillt ist.

Beispiel: In 14'6 (c) war festgestellt, daB das System

PrPe— %%, =0, P3Py— % %,=0, &P+ 2P, — 2305 — 2,0, =0

vollstindig ist. Lost man es nach p;, p,, p; auf, so erhilt man nach 14°6 (d) und (a)
ein Involutionssystem, und zwar

z,% Ty Py T, %y
(*) =50 g TP g T
P 7 P. z 2 7

1) Man braucht nur eine solche Ldsung.
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§ ialgleichungen zy, ,z,,,z,axl,...,ax” 0.
sowie ein zweites System, das aus diesem durch Vertauschung von z,;, p, mit z,, p,
hervorgeht. Es geniigt also, das obige System weiter zu behandeln. Man hat nun
die linearen DGlen
Ty %y ) _ ( L2y ) ( T, %y )
_—_"Z '—O’ - )Z =09 '_"—7Z=
(?1 Dy Pe £ Ps Py 0

zu lésen. Diese lauten hier

. Xy 2, z z
ZZIT pz Zz.+izp,+;)':‘zp,=0!

x x
Zza - x_: Z"t_ :cg‘ ZPl+ Z_:ZP. =0,

. x
Zzt+ _l—zZzI_}—;E,:—ZP:—*—El—Zpl:O'
4

i
Ein Integral dieses linearen Systems ist offenbar Z = % — A. Nimmt man die

2

hieraus entspringende Gl Z = 0 zu den drei Glen (*) hinzu, so erhilt man

z z

p1=A-i, P =4 2,, p:s:zl" Py = A 25,
und hieraus schlieBlich das vollstindige Integral
1
z=Aa:,x3+-Z:c,x,+ B

sowie das hieraus durch Vertauschung von 2, und z, hervorgehende.

14.8. Heranziehung der Legendreschén Transtormation zur Verein-
tachung des Systems und Erledigung von Ausnahmefillen.

(a) Manchmal lassen sich die vorkommenden Variablen und Ableitungen
bei geeigneter Numerierung so in zwei Klassen

Tyy oo s B gy Proe- Py WA Ty, Ty Py Dy
einteilen, daB die Abhingigkeit der linken Seiten F* des Systems (16)
von den p,, ..., P,_, einfacher als von den z,, . .., %,_;, dagegen umge-
kehrt die Abhéngigkeit vonden z;, . . ., z, einfacher als von den p,, ..., p,
ist. In einem solchen Fall empfiehlt es sich, die LEGENDREsche Trans-
formation 13'5 anzuwenden. Durch sie geht das System (16) in

FF(XI,...,Xk_l,Pk,...,.P”,'—Pl,...,_Pk_l,xk,~..,xn)=0

iiber, und diese Glen hiingen nun, was fiir ihre Lésung vorteilhaft sein kann,
von den Ableitungen P, in einfacherer Weise als von den X, ab.

(b) Bei dem JacoBischen Lésungsverfahren 147 war eine Voraus-
setzung iiber das Nightverschwinden der Determinante (19) gemacht. Es
kann vorkommen, daB8 sich das Involutionssystem zwar einigermaBen
leicht durch Glen (17) zu einem Involutionssystem von n Glen ergénzen
1aBt, dafiir aber nicht jene Voraussetzung erfiillt ist. Ist wenigstens

A, ..., ™
a(pl"' '!pm) 4= 0,
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so laBt sich das System (16), (17) bisweilen durch die LEGENDREsche Trans-
formation 13-5 in ein solches iiberfiihren. fiir das die Voraussetzung iiber
die Determinante (19) erfiillt ist1).
Ist nédmlich fiir ein geeignet gewihltes & > m
o(F, . .., ™)
O(Pys s Phmrs Tpy -y Tp) +0,

so geht (16), (17) durch die LEGENDREsche Transformation 135 in ein In-
volutionssystem

DX, P)=0,..., D"(X,P) =0
tiber, bei dem jetzt
AP, ..., "

O(Py, ..., Py) +0

ist. Bei der Anwendung der Transformation ist zu beachten, daB durch die

in 13-5 genannten Voraussetzungen Integrale verloren gehen kénnen.
(¢) Beispiel: v+ 2p-+3yqg=0.

Die DGI kann als ein System (16) mit m = 1, # = 2 angesehen werden. Nach

14°7 ist eine zweite, mit ihr in Involution befindliche Gl ausfindig zu machen.

Aus den charakteristischen Glen der gegebenen DGI erhilt man die Vorintegrale
(vgl. 12-8)

y p* = const und ﬁ — y = const,

und jede dieser beiden Glen bildet mit der gegebenen nach 12:8 ein Involutions-

system,
Waihlt man das erste Vorintegral, so hat man die Glen
A A -4 A3
P=5 9I=—32%¥ "— 73>

Vy
und erhilt daraus

-1 3
z=Azy 3—%1/—{-8

als ein vollstindiges Integral der gegebenen DGI.
Wahlt man das zweite Vorintegral, so hat man die Glen
z
yp V=4 vP+Ept+3yg=0.
Jetzt ist die Aufldsung nach p, ¢ unangenehmer. Fiihrt man durch die LEGENDREschs
Transformation p, ¢ als neue unabhingige Verdnderliche ein, d. h. setzt man

z=P, p=x; y=Y’ g=—Qs Z,:XP—Z,

go wird aus den Glen
P

iy - Y=4, VX +XP-3YQ=0.

1) Vgl. A.MaYER. Math. Annalen 8(1875) 313—318. ForsyTH, Diff. Equations V,
S. 127—133. GoursaT, Equations du premier ordre, S. 281—286.
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Hieraus erhalt man
P=myw+m,0=%Pmy+m.

Aus der ersten Gl ergibt sich

Z=%X‘Y(Y+A)+ 2(Y),
und hiermit aus der zweiten Gl 2'(Y) = 0, also

Z=%—X3Y(Y+A)+B, =P =X3Y(Y + 4).

Die Riicktransformation fiihrt schlieBlich zu

z=—§—x%(y”+ 4y iy B

14-9. Jacobis Losungsverfahren fiir das allgemeine System.

(a) Ist das allgemeine System
(12) F(x,2,p) =0 (u=1,...,m)
gegeben, so kann man dieses durch eine der Transformationen 12-3 in ein
System iiberfiihren, bei dem die gesuchte Funktion selbst nicht vorkommt,
und dann nach weiterer Vorbereitung des Systems gemi8 145 (c) das Ver-
fahren 14-7 anwenden. Der Vorteil, daB} die gesuchte Funktion selbst nicht
auftritt, bringt den Nachteil mit sich, da die Anzahl der unabhingigen
Verinderlichen um 1 gewachsen ist.

Man karn aber die JacoBische Methode 147 auch unmittelbar auf
Involutionssysteme (12) tibertragen. Vorweg sind zwei Sonderfille zu
behandeln.

(b) Das obige System (12) sei vollstindig, und es sei m = n - 1. Das
System habe eine Losung durch Funktionen

(20) z=y(), » =101 v=1L...,n),
die in einem Gebiet g(z) stetig differenzierbar sind und fiir die
a(F, ..., Frty)

2I

(21) (2, P15 - - - Pn)

nach Eintragen von (20) in keinem Teilgebiet von g identisch 0 ist. Dann
ist y sogar zweimal stetig differenzierbar, und y, =y, (v =1,...,n),

also y ein Integral von (12).
Fir m < n + 1 gilt folgende Verallgemeinerung!): Das System (12) sei voll-
stindig und habe eine Losung durch Funktionen

(22) 2=9(1), Pu=Yu Pm>--»P0) (B=1,...,m—1),
die in einem Gebiet g(r, Py, . - .» Pp) stetig differenzierbar sind und fiir die
A, ..., F™)

(2, P15+ - o5 Pm—)
1) C. RussyaN, Communications Kharkoff (4) 8 (1934) 67—60.
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nach Eintragen von (22) in keinem Teilgebiet von g identisch Null ist. Dann ist
2z = y(z) ein Integral von (12).

(¢) Das System (12)-sei vollstindig, und es sei m = n. Die Glen (12)
seien durch Funktionen
(23) 2, =/1,(2) r=1...,n)
erfiillt, die in einem Gebiet g(, z) existieren und dort stetig differenzierbar
sind. Ferner sei
o(Ft, ..., Fn)

(24) 9(Pys -5 Pn)

nach Eintragung von (23) in keinem Teilgebiet von g identisch 0. Dann ist
(23) nach 14-6 (d) ein Involutionssystem, und zwar einer in 7.1 behandelten
speziellen Art.

(d) Jacomis Losungsverfahren?). Das System (12) seiim Gebiet & (y, 2, p)
ein Involutionssystem mit m <L n. Wenn es gelingt, dieses System durch
Glen
(25) Fi(t,2,p) =0 (u=m—+1,...,n oder n+4 1)

so zu erginzen, daB im ganzen ein Involutionssystem von # oder n -+ 1 Glen
vorliegt, so kann man das System nach (c) oder (b) 16sen, falls auch die
ibrigen dort angefiihrten Voraussetzungen erfiillt sind. Man kann dabei
auch noch die Nullen auf den rechten Seiten von (25) durch beliebige Kon-
stante ersetzen und so zu einem vollstindigen Integral von (12) gelangen.

Es kommt also wesentlich darauf an, die » — m oder n — m -+ 1 linken
Seiten der Glen (25) zu finden. Das kann wieder schrittweise geschehen,

wie in 14+7 (b) geschildert; mau hat dort nur die runden Klammern durch
eckige zu ersetzen.

1) Vgl. ForsyTr, Diff. Equations V, 8. 134—137, 146—154.
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E. Einzel-Differentialgleichungen.

Vorbemerkungen.

Das bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen (s. I C) benutzte
Prinzip einer ziemlich strengen lexikographischen Anordnung ist hier nicht
vorteilhaft. Es ist daher durch folgendes Prinzip ersetzt worden: Die
DGlen sind zu gut unterscheidbaren Biindeln zusammengefat, und diese
Biindel sind in leichter Anlehnung an das frithere lexikographische Prinzip
geordnet; vgl. dazu das Inhaltsverzeichnis auf S. XI.

Bei den linearen DGlen ist eine IBasis (Hauptintegral), bei den nicht-
linearen DGlen im allgemeinen ein vollstindiges Integral angegeben.
2(uy, . . ., u,) bedeutet stets eine beliebige stetig differenzierbare Funktion.
Bei den linearen und quasilinearen DGlen fiir Funktionen von drei unab-
hingigen.Veranderlichen habe ich, um Indizes zu sparen, die unabhéngigen
Verinderlichen mit z, 9, z und die gesuchte Funktion mit w(z, y, 2) be-
zeichnet. Sonst sind die unabhingigen Verinderlichen mit x, y und
z, ..., %,, die gesuchte Funktion mit 2, ihre Ableitungen mit p, ¢ und
Py, - - -, P, bezeichnet.

1. F(x,y,2,p)=0.

F(z,y,2,p) =0
Da hier nur eine Ableitung vorkommt, kann die DGI als eine gewdhn-

liche DGI fiir eine Funktion z(z, y) angesehen werden, in der y die Rolle
eines Parameters spielt.

p=[(x)
z= f f(x) dz 4 beliebige stetig differenzierbare Funktion von y.

p=1(y)
z = z f(y) + beliebige stetig differenzierbare Funktion von y.
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zp=y I-4
z = ylog |z| 4 beliebige stetig differenzierbare Funktion von y.

(ax+by+cz+d)p=cx+Lly+y2+d 15

Nach 1-1 hat man eine gewShnliche DGI zu lésen. Fiir diese s. I A
46 (c).

(azxz+by+c2)"p=1; as0,c+0, n>—1. 16

Gesucht ist ein Integral, das fiir |z|+ |y| > 0 ebenfalls gegen 0
strebt. Fir u(z,y) =az+ by + cz(x, y) wird aus der DGI
uu,
au™ -+ ¢

Bei Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen folgt hieraus

=1.

Found
(1) [ Lo =ctow,
0

au” 4 ¢

wo P(y) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion mit @(0) = 0 ist.
Fir hinreichend kleine |u| ergibt die Reihenentwicklung des Integranden
und nachfolgende Integration

untl

m+"'=$+¢(y)-

Daraus folgt, daB man aus (1) in der Tat Integrale der gewiinschten Art
erhilt.

Forsyrn, Diff. Equations V, S. 168—160 (dort umstandlicher).

2. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit zwei
unabhdngigen Verdnderlichen.

2.1—212. f(x,y) p +g(x,y) g=0.
ap+bqg=0; vgl. D24 (a). 21
Man kann auch die Transformation
2z, y) =0(¢,m), é=azx+by, n=bz—ay
vornehmen. Aus der DGl wird dann {¢ =0, und hieraus folgt
{=Q0@m), d.h z=Q0bz—ay)
mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Funktion Q(n).
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axp+byq=90; vgl. D 2.4 (b), 2.5 (b).
Ein Hauptintegral ist |z|’ |y|™.

ayp+bxq=0; vgl. D24 (a), 25 (a).

Ein Hauptintegral ist 2 = b 22 — a y2

@z +b,y+¢)p+ (0 +by+¢,)g=0
Die charakteristischen Glen sind
dt)=az+by+te, yYt)=az+by+c,.
Fiir beliebige Zahlen 4, u folgt hieraus
@) A tpuy=@itauct+Gitbuyteitcu.

Die Zahlen 4, u lassen sich so bestimmen, daB sie fiir eine geeignete Zahl s
eine nichttriviale Losung der Glen

(2) @ Atau=3s2, bjit+bu=sp

sind. Dann wird aus (1)

(3) A +uy =s@Aztpuy) i+ cp.

Die Zahl s ist dabei so zu wihlen, dafl sie eine Nullstelle der Determinante
a,—s a

4) ! b, b, 2

ist.

(A) (@, —b)2+ 4ayb, &=0. Dann hat die Determinante (4) zwei
verschiedene Nullstellen s,, s,, und zu jedem dieser s, gibt es eine eigent-
liche Losung 4,, u, von (2). Ist weiter

(Aa) a;by— ayb; &= 0. Dann ist 8,40 und 8,540, und aus (3)
folgt

he'+my — Az’ +py
sz +my)tediten Szt uy)teltopu’
Diese Gl kann integriert werden und fiihrt zu einer Funktion, die lings
jeder Charakteristik konstant ist. Damit erhdlt man das Integral

— [81 2+ my) + 26+ pel*
|83 (A2 + p2 y) e+ ppoyft
(Ab) a,b,—a,b, =0. Dann hat (4) die Nullstellen 8, =a,; + b,, 3, =0,
und die Glen (3) lauten
he +umy =ssthz+py) + 46+ pc,
Ayt + py Yy =250y + pis 6.

4
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Ist A5 ¢; 4+ pp cg = 0, so liefert die letzte Gl das Integral z =12, z 4 u, y.
Ist 23 ¢, + py ¢y == 0, 80 kann man beide Glen durch ihre rechten Seiten
dividieren. Die neuen linken Seiten stimmen dann iiberein und liefern
eine integrierbare Gl. Aus dieser erhdlt man das Integral
2 =31;%%— log [8;(A & + gy ) + Ay ¢ + py s
(B) (a3 — by)% + 4a,b, = 0. Die Determinante (4) hat die doppelte Null-

stelle s= %(a1 + b,), und fiir diese bestehen die Glen (2) und (3) mit geeig-

neten Zahlen 4, u, die nicht beide Null sind.
(Ba) s4-0. Man kann nun eine lineare Funktion ax + By 4y so wihlen,
daf} fiir jede charakteristische Grundkurve
6 4 axtfyty
0) dt s(Ax+uy)+ A+ cu
ist. Denn dieses ist wegen (3) der Fall, wenn
A" +py') (e’ + BY) —sez+By+y) Az +uy)
=@Az+py) [sAz+py)+ A+ cyul
ist, und dieses ist richtig, wenn
ax’' +By —s(cx+By+y) =s(Az+py)+cid+cop
ist. Nach Eintragung der charakteristischen Glen ist dieses
a(@x4byy+c;)+ flagx+byy+¢) —s(ax+fy+7y)
=8 (Ax‘f“,uy) + 612 + Co .
Hieraus erkilt man fiir ¢, 8,y die Glen
(ay—8)a+ay,f=2s
(7) byoa 4+ (by—s)f=us
lcla +ef—sy=c A+ Colh.
Da s+ 0 ist, erhilt man aus der letzten Gly, wenn die beiden vorangehen-
den Glen l6sbar sind. Die Determinante ihrer linken Seiten ist 0, und es

bestehen zwischen den Koeffizienten der linken Seiten dieselben Abhin-
gigkeiten wie zwischen den rechten Seiten, nimlich

(ay—8)u="b,2, ayu=(by—s).;
denn wegen 2s=a, + b, sind diese beiden Glen gerade die Glen (2).
Daher lassen sich die Zahlen «, B,y so wahlen, daB sie nicht alle Null
sind und die Glen (7) erfiillen, also nach (3) und (6)

lx 4+ ny ___dm ar+Fy+y
szt py +elten dits(lz4uy) + ci—cop
ist. Dann ist

ex+fy+y
s(Az+uy) i+ cou

z=log|s(Az+ puy) + ¢ A+ cap|—s
ein Integral

2:4
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(Bb) s=0. Dann hat die DGl als Hauptintegral ein leicht zu finden-
des Polynom héchstens zweiten, Grades.

=2p+y*q=0

(@—y)p+2xyq=0

Die charakteristischen Grundkurven sind die Kreise 22 4 2 = Cy.
Ein Hauptintegral ist z = z_’_;;yf .
Mitteilung von SCHWEIZER.

(Agze—A)p +(4,y—4,)9=0, 4,=0a,+ b z+0c,y; s 49.

az"p +by"q=0
Ein Hauptintegral ist
z=bn—1) 2™ —am—1)y'™ firm=1, n1;
z=bloglx[+ﬁ—i—i y firm=1, n¥1;
und entsprechend fir m =1, n = 1.
pcosy +qsinx=0

z = cos x + sin y.

— R 4
Vi@)p + Vi) =0, f(t) =3 a,¢ vom Grad < 4; Sonderfall von

v=0
211, 412. Vgl auch I C 171,

(Vf(”) + W) —a(z + y)2 — as(z + ¥).

xx —

Fir 2(z, ) = (6, 7)) E=2, 7 =§/1. geht die DGI in dieselbe DGl mit

&,7,¢ statt z, y, z und mit f(t) = agt* 4---. + a, iiber. Daher ist auch

_(2VT V@ 1 1y 11
z—( zy(@—y) ) “°(?+§) o (;+§)
ein Integral der urspriinglichen DGI, das natiirlich von dem vorigen ab-

hingig ist.
Vgl. RiceELOT, Journal fiir Math. 23 (1842) 3564—369.

f@)p+9(y)g=0

z—-[ﬂx) f% fir f==0, g 0.
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5,p—1.9=0, f=[(z, ) 2:12
Die DGI besagt, daB diejenigen stetig differenzierbaren Funktionen

gesucht sind, fiir welche die Funktionaldeterminante

o=f) _

o(z, y)
ist. Nach D 2+ sind das die von f abhingigen Funktionen, also sicher alle
Funktionen Q(f(z, y)), wo Q(u) eine beliebige stetig differenzierbare
Funktion bedeutet.

2.13—2-19. f(x,y) p + 9(x,y) g=h(z, y).

ap +bq=c, DGl der Zylinderflichen; vgl. D 5.3 (a). 213

ap+bg=x*—y 214
Fiir die nach D 5.4 zugehorige dreigliedrige homogene DGI ist
br—ay, 3abz—baz3+ay®

eine IBasis. Daher sind Integrale der gegebenen unhomogenen DGI die
Funktionen

z=3—(113(bx3——ay3) +Qbz—ay).
Fir die nach D 42 (b) zugehorige zweigliedrige homogene DGI ist
b z — a y ein Hauptintegral. Nimmt man nun die Transformation
2(z,y) =((£,9), T=brx—ay, =y
vor, so erhilt man die DGI
__ =+ a 3/ )’ =2

b, = — 7%

also

z+
bi= ( 3aabg)

und hieraus wieder das oben schon gefundene Integral.

7
_"‘3— +Q(f),

ap+bq=/f(x) 215
Integrale sind die Funktionen
=l (i@dz+ 00z —ay).
Das Integral, das fir x = y den Wert 0 hat, ist

- a bz;/:z yf(t dt
b-a

K. HERzZFELD, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 4 (1924) 407f.
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Tp+yq=azx

z=ax+!)(%).

xp +yq=a)x?+y?, Sonderfall von 2-18.

Die Charakteristiken sind die Geraden y = 4z, z =a Ja? —l——y’2 + B.
IFlichen erhilt man z. B. durch Schraubung einer solchen Geraden um
die 2-Achse:

ep+yq=a +y2f (Ja2 + 3
Die Charakteristiken sind
y=Az, z=f(I2+¢)+B.
IFlichen sind
e=f(l2+9) +2(%).

Mitteilung von SCHWEIZER.

yp—zg=ye”
Firr z(z, y) =((£,7),§ = 2% + %, 7 = y wird aus der DGI

- n e
¢, T e,
also
z=xe" Y 4 Q22 + 9?).
2-20—2-31. f(x, y) p +g(x, y) g=h,(x,y) 2 + h(x, y).
p+qg=az

Fiir die nach D 4.2 (a) zugehorige dreigliedrige DGl ist z¢™*%, ze7%¥
eine IBasis. Daher erhilt man Losungen der gegebenen unhomogenen
DGl durch Auflésung von
2(ze %% ze%Y) = 0.
Z. B. liefert
Q(u,v)=%+%——1: 2= A" 4 BeY,

Qu,v)=Au+ Bv—1: :—=Ae‘”+Be‘“”.
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Wendet man das Verfahren 42 (b) an, so erhilt man mit der Losung
z — y der zugehorigen homogenen DGI und der Transformation

2(x,y) =C0(£,%), T=x—y, =y

die DGI
{;=al, also [ =Q(z)es
und daher
z2=0(x — y) &Y.
p—Yyq=—=; Sonderfall von 2-23. 221

Gesucht ist die IFliche, die durch die Kurve
2(y +2)Cofr=224+92+1, 2(y+2) Sinz=22492—1
geht. Diese Anfangsbedingungen lassen sich auch in der Gestalt
yz2=0, y+z=¢
schreiben. Man sieht nun unmittelbar, daB8 die Aufgabe die Losung z = 0

hat.
Morris-BrownN, Diff. Equations, S. 275 (7), 392.

2p—yq=—=2; Sonderfall von 2.23. 2-22

Gesucht ist die IFliche, die durch die Kurve
(1) y==xz, z=Ilogy
geht. Fiir die nach D 4.2 (a) zugehdrige dreigliedrige homogene DGI ist

e” 42, ¢* 2% eine IBasis. Losungen der gegebenen DGI erhilt man daher
fiir geeignete Funktionen (u, v) durch Auflosung der Gl

(2) QE” y? e 2%) =0

nach z. Diese Gl soll insbesondere fiir die Kurve (1) erfiillt sein, d. h. es soll
Q% 9P log™2y) =0

sein. Das ist der Fall fiir

Qu,v) = — 31/% + log u.
Aus der Gl (2) wird dann

2(x+ 2logy) — 3y =0.
Hieraus erhilt man die gesuchte Funktion z.
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 275 (4), 392.

ap+yq=>bz 223
z=|yP Q(y|* ™).
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225
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2-27

2.28
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r(p—q)=y=z
Fiir die nach D 42 (a) zugehorige dreigliedrige homogene DGI ist
x4y, zexp[z— (z+y)logaz]

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen

2 =0(z + y) exp [(z + y) log z — 2].

zp +yq=a=z, DGl der homogenen Funktionen a-ter Ordnung von zwei
unabhingigen Verinderlichen. Vgl. 4-8.

Fiir a = 2 sind Integrale die Funktionen z=A4 224 Bz y + C g3,
aber z. B. auch die nur einmal stetig differenzierbaren Funktionen
s fir 22+ 4> 30,
x2 + y?

0

firz=y=0.

rp+yq=z—x—y>+1

Fiir die nach D 4-2 (a) zugehérige dreigliedrige homogene DGI ist eine
IBasis

¥ sttty +l (oder auch ~EZ+¥ +1 1) .
x z Yy
Daher hat die gegebene DGI die Integrale
z:—_—-xz-—yz—l—{-x!)(:).

Vgl. FOrRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (2), S. 823.

(x—a)p + (y—0b) g= z—c; DGI der Kegelflichen mit der Spitze im
Punkt a, b, c. Vgl. D 5-3 (b).

z(y+1)p+(P—x)q=y=z; s. 49, Beisp. 2.

zRy—z+)p—yRx—y+1)gq=(@y—=x) 2

Fiir die nach D 4.2 (a) zugehorige dreigliedrige homogene DGI ist
z (z+y—1)
z+y-—-1’° zy
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen
z=(x+y—1)g((ﬁﬂ—_l)s),

zy
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cy’p+xiyq=(?+y% 2 2:30
Gesucht ist eine IFlache, fiir welche die Charakteristiken Asymptoten-
linien sind. Die charakteristischen Glen sind
) =z9 y)=2y, 2Z({t)=(2*+9%)2.
Fir die nach D 4.2 (a) zugehorige dreigliedrige homogene DGI ist daher

2_ 2 2

e

eine IBasis. Hieraus erhilt man als gesuchte IFliche
z=Czxy(2?—y?.

G. JuLia, Exercices d’Analyse, S. 41ff.

z(@+3Y°)p+y(y® +32%) q=22(x* +y?) 231
Gesucht ist die IFliche, die durch den Kreis 2?4 y% =12, 2 =g geht.

Aus den charakteristischen Glen erhilt man fiir die nach D 42 (a) zuge-

horige dreigliedrige homogene DGl die IBasis

xy xZ_y!!
22 ? z

Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher durch Auflésung der Gl
zy 22—y
o ) =o.

22 ? z

Die Funktion £ (u, v) ist dabei so zu bestimmen, daB

2 y2
Qu,n) =0 fir u=2F, v=2"Y g2pr=p .-,

ist. Man findet hieraus

Qu,v) =4a* u? 4 a2 v® — 4,
Das gesuchte Integral erhdlt man daher durch Auflésung der folgenden
Gl nach z:

4at 22 y? + a?(a? — y2)2 2% = ' 28,

2:32—243. [(x,y) p +9(2,y) g=h(x, y,2).

P+q=¢€sin (x +y) 2-32

Fir die nach D 5.4 zugehérige homogene DGI ist

zT—y, 2e?—cos(x+y)
eine I1Basis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher aus
2e7? =cos (z + y) + Q(xz — y).
Die IFliche durch die Kurve z + y = 0, ¢’ cos® z = 1 erhilt man aus
e = cos z cos Y.
Nouvelles Annales Math. (6) 2 (1927) 28, 119f.
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233 p+29q=14+y—x—=2
Fiir die nackk D 5.4 zugehorige homogene DGl ist
w@y,2)=22—y, pEy2)=s+2)y—z—:z
eine IBasis. Integrale der homogenen DGI sind daher auch die Funktionen
Q(y,,p,). Ist fir die gegebene DGI ein Integral z = y,(z, y) mit den
Anfangswerten y,(z, ) = 0 gesucht, so wird man (vgl. D 5.4, Beispiel)
2(u, v) so bestimmen, dall
Qu,v)=0 fir u=y(z,2,0) =2, v=y,(z, 2,0 ==z
ist. Eine solche Funktion ist 2 = v — ». Um das gesuchte Integral zu
erhalten, hat man daher
p—p=y—z+2fy—a—2z=0
nach z aufzulésen; man erhilt so

—z\2
n#y =y—z— (y 5 x) ,
und diese Funktion ist fiir # > y wirklich ein Integral der verlangten Art,
obwohl die Rechnung, wie man leicht erkennt, zunichst sogar = > y

verlangt.

Wird ein Integral y,(z, ) mit den Anfangswerten y,(0, y) = y gesucht,
so findet man ein solches durch Auflésung von y, = 0 nach z, und zwar
erhilt man I
(@) =y—z—% fir 2 <0,

In beiden Fillen ist aber auch y(z, y) = y — z ein Integral der ge-
wiinschten Art. In beiden Fillen gibt es also zwei verschiedene Integrale
der verlangten Art. Das steht jedoch in keinem Widerspruch zu den all-
gemeinen Sitzen von D 5.4—5:6. Denn dort war verlangt, daf die An-
fangswerte und die Funktion z = y(«, y) selber einem z, y, z-Gebiet an-
gehoren, in dem die Koeffizienten der DGI stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung haben. Diese Bedingung ist hier nicht erfiillt.

Vgl. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 378f.

234 p+kgq=(ax+by+ cz)"
Fiir u(z,y) =az+ by + cz(z, y) entsteht die DGl 2:35
u,+ku,=cu"+a+b.

235 ap+bqg=2"+c
Fiir die nach D 5-4 zugehérige homogene DGI ist

b _d
z—ay, afz"+c z
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eine IBasis. Ist z =¢(z) eine stetig differenzierbare Auflésung der Gl

0
8o ist
(2) z=¢(z+Q0bz—ay))

eine Losung der gegebenen DGI. Ist m = — n eine gerade Zahl > 0 und
¢ >0, so folgt aus (1), daB z eine Funktion von z ist, deren Ableitung
=40 ist und die fiir z = 0 den Wert 0 hat; mithin ist auch ¢(0) = 0.
Durch geeignete Wahl von  kann man daher aus (2) beliebig viele Inte-
grale erhalten, die fiir ||+ |y| - 0 gegen 0 streben.

zp+yq=r—alR—a'—y, 22+ 2 <
Aus den charakteristischen Glen
d)=2, YW=y, ZO)=z2—alt—at—y
folgt y/xz = C,. Trigt man das in die dritte Gl ein, so entsteht fiir x > 0
£ ———al/(—z-)z—l—Cf,

& _2(t) 2
dx ~ 2’ (1) =

und hieraus fiir z = z u(x) die DG! mit getrennten Variablen

2w +alut—C*—1=0.
Aus dieser erhilt man

z" (u + VuT; Cc: — 1) = C,.
Trigt man C; und u ein, so bekommt man fiir die nach D 5.4 zu der ge-
gebenen DGl gehorige homogene DGl die IBasis

B N T ]

Die Kurven y, = C,, 9, = C, sind die Charakteristiken der gegebenen
DGI. Fiir @ =1 <ind sie Parabeln, die den Kegel 22 = 22 4 y2 beriihren,
und diese Fliche selber ist auch eine IFliche der gegebenen DGI, gehort
aber nicht mehr dem «Gebiet 22 > 22 4- 42 an, in dem die Koeffizienten
stetige partielle Ableitungen haben.

GoursaT, Equations du premier ordre, S. 63.

z(p—q)=(z—z—y)*
Fiir die nach D 5-4 zugehérige homogene DGl ist

z(z—2x—1Yy)

z+y, z—2x—y

2:36

237
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eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen

_ =+ y)Q(x+y)—x(z+y)
QE=z+y)—=

auferdem auch z=22xz + y.
G. CERYSTAL, Transactions Soc. Edinburgh 36 (1892) 556f.

@+)p+@+1)g=—y(y* +1) 22

Fiir die nach D 5.4 zugehorige homogene DGl ist
Ty 2
1+zy’ = y

eine TBasis. Integrale der gegebenen DGI erhdlt man daher aus
2
AR (1 +z 1/)

ax’p +bylq=cz? abc+0.

Fiir die nach D 5.4 zugehdrige homogene DGI ist
1 1 1 1

azx by’ axz cz

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen
1/1 1 1\\-1
=l el o)

4, —A,2)p+(4;—A4,y)q=[(?), 4,=a,+ bz +c,y.
Fiir die Losung der nach D 5.4 zugehérigen homogenen DGI s. 4-11,

cyp+2y°q=2 (yz—a?)
Die zugehérige homogene DGI 3-47 hat die IBasis

x ___y_
v YT a

Losungen der gegebenen DGI erhélt man daher durch Auflésung von
2? y .
2 (5 v grtg) =0
nach z unter den in D 5.4 angegebenen Voraussetzungen. AuBerdem ist

auch z = 22/y eine Losung.
ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 69f.

(xy+a) (@p—yq) = a(@® +y°) 2
Fiir die nach D 54 zugehﬁrige homogene DGI ist

a 22—y

zy, +2 FrEY
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eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher aus

1 a y?—2t

z =2 zyra T 2EY.
Die TFliche, die durch den Kreis 22 4 y% = r2%, z = ¢ geht, ist

1_ 1, a y*—a? a rd — 4 22 o2
=tz zy+a’i2(xy+az) br taty

[p+gq=A224+Bz+C, wo f, g, A, B, C gegebene Funktionen von 243
z, y sind.

Sind 2,,...,2, vier Losungen, die verschiedene Werte haben, so ist
ihr Doppelverhiltnis
Z2y— 2 2, — 2
eine Losung von
fw,+gw,=0.

HapaMARD, Cours d’Analyse II, S. 423. Juwria, Exercices d’Analyse IV, 8. 71f,

2.44—259. f(x,y,2)p +g(x,y,2) q=h(x,y,2); f,g linear in 2.
P+2q=0 2:44

Fiir die nach D 5.4 zugehérige homogene DGl ist 2z — y, z eine IBasis.
Losungen der gegebenen DGI erhdlt man daher aus

Q(zz—y,2)=0.
Z. B. bekommt man fiir 2(u,v) =av—u— b oder v?- u die Integrale

_y—b x 1

- /22 1 4.4
2=, 2= 2i2lx + 4y.

Zp+q=a 245
Die Charakteristiken sind die Parabeln
z—ay=A, 22— 2azx= B.
Integrale erhilt man durch Auflésung von
Q@z@—2az,z—ay)=0

nach z. Fiir eine lineare Funktion Q(u, v) erhilt man hieraus z. B. als
vollstindiges Integral die parabolischen Zylinder

(z+ AP =2a(z+ Ay)+ B.

Mitteilung von SCHWEIZER.
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246 zpt+aq=2a

Fiir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI ist

-y ¥
(x+2)e ¢, (x—2)es

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher aus

_y vy
.Q((m—{—z) e o, (x—z)ea) =0.
FogsyTH, Diff. Equations V, S. 162 (umsténdlicher).

247 (1—2)p+(1+2)q=0
Die Charakteristiken sind die Geraden
A+Dz+(A—1)y=B,z=4.
Integrale erhilt man nach D 5.4 aus
Q(z,2z+1)4+yk—1))=0
durch Aufldsung nach z. Losungen sind also z. B. die Funktionen
—y—=+C
T Ty
Mitteilung von SCHWEIZER.

248 (Z+€)p +(z+e)q=22—e?
Fiir z(z, y) = (&, 1), £ =€, n = ¢ erhilt man die DGl 256
b 0
EC+O % Gt == g,
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 426, 1 (2), S. 835.

249 (bz—cy+ A)p+(cx—az+B)gq=ay—bx + C; DGl der Schrau-
ben- und Rotationsflichen, vgl. D 5-3 (), (d).

250 [b(x+y)—e(@+2)]p+[cly +2)—aly +2)] g =a(z +) —b(z +Y)

Fiir die nach D 54 zugehérige homogene DGl ist az by + cz,

xy+ yz-+zz eine IBasis. Losungen der gegebenen DGI erhilt man
daher durch Auflésen der folgenden Gl nach z:

Qarx+by+tcz,zy+yz+22)=0.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 426, 1 (1), S. 835.

251 p—4xzq=2x
Gesucht ist die IFliche, die durch die Hyperbel
(1) y+2=0>5, 22—22=9
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geht. — Fiir die nach D 5.4 zugehorige homogene DGl ist y + 2%, x> —z
eine IBasis. Losungen der gegebenen DGI erhilt man daher aus
Qy+2222—2)=0
durch Auflésen nach z. Da die Kurve (1) dieser Gl geniigen soll, muB
Q2—z+5,2—2z+49)

sein. Diese Gl ist erfullt fiir Q(u, v) = v — u — 4. Die gesuchte Losung 2
erhilt man daher aus
22— 22— y—2z=4.
Morris-Brown, Diff. Equations, S. 275 (6), S. 392.

TZp+yzq=2ay 2-52
Fiir die nach D 5-4 zugehérige homogene DGl ist 3‘3’;, 2? — x y eine

IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhélt man daher aus

z3=xy+.{2(»g).

xzp +yrq=—al—y’ 253
Fir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI ist 22 4 4% + 22, % eine
IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher aus
st ora=0(l

durch Auflésen nach z.

ZZPp+Yzq=x*+y* + 22 2:54

Gesucht ist ein Integral mit dem Anfangswert z = y2 fir z = 1.
Fiir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI ist

=z, 9,20=L%, p=, 9,2 =xlz(z2- 2(z* 4 y*) log z)
eine IBasis. Um das gesuchte Integral der gegebenen Gl zu erhalten,
bestimmt man nun Q(x, v) so (vgl. D 5-4, Beisp.), daB
Qu,9) =0 fir u=yp(1,y,9) =y, v=wp(l,y,9°) =y
ist. Man erhélt so Q(u, v) = 4* — v, und damit
22t =yt + 2 2%(2® + y?) log z.
Kamke, DGlen, S. 340f.
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2xzp+2yzq=2A—a2—y?
Fiir die nach D 5-4 zugehérige homogene DGI ist ﬁ—i’—ﬁf, % eine
IBasis. Losungen der gegebenen DGI erhilt man daher aus

224yt + 22 = xﬂ(%) .
Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 85.

r(z+x)p+y(+y)g=2"—xy
Fiir die nach D 5.4 zugehdrige homogene DGl ist ix +log |y, % + log |z}
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhidlt man daher aus
z z 1
(% +10g |y], % + log j2]) =0
durch Auflésen nach z.

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 835, 1 (2).

(Aom—Al)p +(A0' _A2)q=A0z—A3’ Av=av+brx+cvy+dvz;
S. 4-10.

x2zp+yeq=0
Fiir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI ist
2, zlogy—fg«dz

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher durch Auflésen
der folgenden Gl nach z:

Q(z,zlogy——fgdx)=0.

2 (y—=2)p + Y*(2—x) g =2 (x—1y)

Fiir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGl ist zyz, 2y + yz+ 22
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher durch Auf-
losen der folgenden Gl nach z:

Qryz,zytyztzx)=0.

ForsyTH-JaCOBSTHAL, DGlen, S. 426, 1(3), S. 836.
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2-60—2-65. f(x,y,2) p +9(x,y,2) ¢ =h(>,y,?); f,g hochstens vom
Grad 2 in bezug auf 2.

Ry*+2)cp—(2+32%)yq=0@Bx*2—29?) =

Gesucht ist die IFliche, die durch die Parabel z = a, z = y? geht.

Aus den charakteristischen Glen ergibt sich leicht, daB fiir jede Cha-
rakteristik % 4 y? — z konstant ist. Daher ist

z=23+4y*—C

schon ein Integral der gegebenen DGI, und zwar fiir ¢ = a® gerade das
gesuchte Integral.

Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 275 (b), S. 392; Druckfehler in der Auf.
gabe.

(R—y —2Y)p+2xyq=2xz
. . ., P4 yi42 oz
Fir die nach D 5.4 zugehérige homogene DGI ist gy ©ine
IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man daher durch Auflésen
der folgenden Gl nach z:
,Q(_z_ ”3+y2+22) =0
y’ y e
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 842, Zeile 5 von unten.

Bx2+y2+2)yp—2x(x? +2*)q=2xy=z

Eine IBasis u, v der nach D 5.4 zugehorigen homogenen DGI ist in
3-44 angegeben. Integrale der gegebenen DGI erhilt man dann durch
Auflosung der Gl 2(u, v) = 0 nach z.

y—yz—2)p+(x2—xzy—y)q=xxy+x2+yz+ yt— a2

Fir die nach D 54 zugehorige homogene DGI ist 2® 4 32 4 2yz,
22+ 22+ 2z y eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhilt man
deher avs Q4 gt 2yz a2 22y =0

durch Auflosen nach z.

X222p +yPp2q=ay?
Integrale erhilt man aus
1 1)\3 y =z y 1 1
s(2 _ 1\ _af¥Y__ % Yi—_—ofr_1
2i—y) =3 (15 + et f[=2(7-3)
durch Auflgsen nach z. Die linke Seite der Gl und das Argument von Q
bilden eine IBasis fiir die nach D 5.4 zu der DGI gehérige homogene DGI.
ForSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 824, Zeile 9.

2:60

261

2.62

2:64
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zy(xy +22%) p +yz2(yz—a?) q=2*(y2— %)
Integrale erhilt man aus
z 2} zz
9(;: ;+‘y—+ !/) = 0.
Fiir die nach D 5.4 zu der gegebenen DGI gehorige homogene DGI bilden
die beiden Argumente von £2 eine IBasis.

ForSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 521, 75.

2.66—2.71. f(x,y,2) p + g(x,y,2) q= h(x, y, z); Rest.

(1 + ]’z—m—y)p +q=2
Integrale erhdlt man aus

.Q(Zy—-z, y+2z—z— y) =0
durch Auflésung nach z. Fiir die zu-der gegebenen DGl nach D 5.4 ge-
hoérige homogene DGI bilden die beiden Argumente von £ eine IBasis.
Eine Lésung ist auch z ==z +4- y.
G. CARyYsTAL, Transactions Soc. Edinburgh 36 (1892) 667; vgl. auch 2-33.

(x2+22—1)p+ (wy +V1—22 Va2 + 2 +z2—1)q=0
Die Koeffizienten sind in dem Bereich
(1) 224yt 422>1, 22<1

definiert und stetig differenzierbar. Fiir die nach D 5-4 zugehérige homogene
DG ist

zy+V1—22)ax2 49y 422—1
(2, 9,2) =2, p(2,9,2) = ¥ x’-zz’—-sll

eine IBasis. Soll eine IFliche gefunden werden, die durch den Kreis
=0, y2+ 22 =1 geht, so ist die Anwendbarkeit des im Beispiel von
5-4 benutzten Verfahrens nicht mehr gesichert, da der Kreis dem Rande
von (1) angehért. Verfihrt man trotzdem nach dem Verfahren von 5.4,
so erhilt man, da fiir die Anfangsbedingungen y, = 0 erfiillt ist, aus
y, = 0 fiir das gesuchte Integral

22=1—9¢y* fir zy<0.
Eine Loésung der Aufgabe ist auch
22=1— 22— 9%
ForsYTH-MASER, Partielle DGlen 1. Ordn., 8. 35.
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p+(ez"+b)g=c 2.68
Integrale erhilt man aus
2ﬂ+l
Q(z-—cx,an—T_l +bz—cy) =0
durch Auflésen nach z. Fiir die nach D 5.4 zugehérige homogene DGI

bilden die beiden Argumente von £2 eine IBasis.

Fiir ¢ = b Diskussion von Losungen bei S. FINSTERWALDER, Zeitschrift
fiilr Gletscherkunde 2 (1908) 81—103.

(p+kq)(ax+by+cz)"=1, s 2:34. 269

[yfi)—=]lp+yq=0 270
Integrale erhdlt man aus
Q(z,20y— y2f(2)) =0
durch Auflésen nach 2. Fiir die nach D 5.4 zugehorige homogene DGI
bilden die beiden Argumente von 2 eine IBasis.

f,(xy, ) p—[,(xy,2)q=0, |f,| + |fy| > 0. 271

Integrale erhélt man aus

Q(z,f(z,y,2)) =0

durch Aufldsen nach z. TViir die nach D 5-4 zu der gegebenen DGI gehorige
lineare homogene DGl bilden die beiden Argumente von {2 eine IBasis.

Man kann auch so schlieBen: Die DGI besagt nach D 2.7, daB z(z, y)
und f(z,y,z(z,y)) fir das gesuchte Integral z(z, y) voneinander ab-
hingig sein sollen, da

aa((::j:]z;)) =z,(f, +1.2) —2,(f, + 1, 2) =fyu—fz

ist. Damit erhilt man wieder die obigen Integrale.

3. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit drei
unabhdngigen Verdnderlichen.

31-319. f(x, y,2) w, + g(x,y,2) w, + h(x,y,2) w,=01);
fs g, h hochstens vom ersten Grade.
3-1—3-6. Eingliedrige Koeffizienten.
aw, +bw, +cw,=0 31
brx—ay, cx—az.

!) In diesem Abschnitt 3 wird die gesuchte Funktion mit w(z, y, z) bezeichnet.
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156 E. 3. Lineare u. quasilineare DGlen mit drei unabhingigen Verdnderlichen.

aw, +byw, +czw,=0

yu e—bz’ 2% e—cz‘

w,+b2zw, +cyw,=0
¢y — b 22, auBerdem
(cy+ Az)e 42 fir be>0, A= |be,
cycos Az -+ Azsin 4 x fﬁrl;c<0,A=],:——l;.

xw, +byw, +czw,=0
o

(4
7’ i;— . TIst insbesondere b = ¢ =1, so liegt die DG] der homogenen

Funktionen nullter Ordnung vor. Eine IBasis ist dann g %

zw, +bzw, +cyw,=0

¢ y2 — b 22, auBerdem

c_z}—# fiirbc>0,oc=Vb_;,
z* exp (—— arc tg g) fir be <0, a =} —be.

zw,—xw, +yw,=0
Die charakteristischen Glen sind
@)=z, Y@E)=—z 2@t =y.

Die aus den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist

— 3 0 1
—1 —s Ol=—s—1,
0 1 —s

hat also die Nullstellen — 1, é—j:—;— Vg, d. h. lauter verschiedene Null-
stellen. Die partielle DGl kann daher nach der Methode 3-19 geldst werden.
8-7—3-11. Koeftizienten hochstens zweigliedrig.

yw, +rw,— (T +y)w,=0
r4+y+4z, 22—y
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xw, +(y +2) (w,—w,)=0 38
y+2z, zexp (__;/—-%_z)
zw, +(y +2)w, + (y—=2) w,=0; Sonderfall von 319 39

Die charakteristischen Glen sind
x,(t) =z, y'(t) =Y + z, z’(t) =Y—z

die mit den Koeffizienten der rechten Seite gebildete charakteristische
Determinante ist daher

1—s 0 0
0 1—s 1 =(1—3s) (82— 2)
0 1 —1-—s

und hat drei verschiedene Nullstellen. Damit erhilt man die IBasis

[+ 2= 27%, [y (V341)]"".

Hieraus erhilt man z. B. das Integral w = 42 — 2y 2z — 22

Y-22)w, +@2z—x)w, +2x—3y)w,=0 310

Sz+2y+2, 224 924 22
Morris-Browx, Diff. Equations, S. 274 (1f.), 391 (dort umstandlicher).

bc(y—2)w, +ca(z—x)w, +ab(x—y)w,=0 311

ax+by+cz, az?+4 by} c22
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 280 (2), 393.

3-12—3-19. Koetfizienten hichstens dreigliedrig.

zw, +(@x+by)w, +(cx +dy + fz) w,=0; Sonderfall von 319. 312
Die charakteristischen Glen sind
dW) =z, y()=az+by, Z)=cxtdy+tfz.
Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist
[1—e 0 0

a8 b—s 0 |=0—90b—9(f—s),

c d f— 8{
hat also die Nullstellen 1, b, f. Fiir die weitere Behandlung s. 3-19.



158 E. 3. Lincare u. quasilineare DGlen mit drei unabhangigen Veranderlichen.

313 czw, k(@ar+by)w, +(ax +by +c2)w,=0; Sonderfall von 3I9.

314

315

Die charakteristischen Glen sind
Z(t)=cz, y()=ax+by, 2Z{t)=azx~-by-+c=z.
Aus ihnen folgt 2’ + y" — 2’ = 0. Daher ist 9, = = + y — 2z ein Integral
der partiellen DGL. Fiir die Reduktion nach D 35 (¢) wird z—z—y=0C
gesetzt. Aus den obigen charakteristischen Glen werden dann die charak-
teristischen Glen
¥=clzx+y+0), y¥y=ax+by

der partiellen DGI

a+y+ O+ @ztbygy =0,

die nach 2-4 gelést werden kann; in die Losung ist dannnqch C =z —z—y
einzutragen. Auf diese Weise erhilt man ein von y, unabhéngiges Integral.
Ist p2=4ac+ (b—c)? =% 0, so findet man z. B.
e
2 b—c— b e
%=2:Z:i’((b_:+ 5))((::1—63 {acz?4- (b—c)(ax+4by)z— (az+by)2pP*
fiir @ 3= b;

cy—axzx

1 1 .
v, ={a(x + y) + c 2} exp {(E_*'?)z—x—_y}’ falls @ = b ist.
Teillssung bei Morris-BrowN, Diff. Equations, 8. 274 (1e), 391.

2(x—y)w,— (x—y—2) w,— (x—y —32) w,=0; Sonderfall von 3.19.
Die charakteristischen Glen sind

Zt)=2xz—2y, yYO)=—2x+y+z Zt)=—2x+y-+ 3z
Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist

i 2 -8 —2 0
—1 1—s 1 [=—s(s—2)(s—4),
—1 1 3—s

hat also drei verschiedene Nullstellen. Fiir die weitere Behandlung s. 3-19.

2y—2)w,— (dx—3y—2)w, +(12x—3y—92) w,=0; Sonderfall
von 3-IQ.

. 8x —5y —32)?

Sz—38y—z oy

Juria, Exercices d’Analyse IV, S. 33—36.
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br—4y+22)w,—(4x—10y+62)w, + (Qx—6y+112)w,=0; 316
Sonderfall von 3-19.
Die charakteristischen Glen sind
r@t)=6x—4y+22, y(t)=—4x+10y— 62,
Z(t)=2x— 6y 11z.

Die aus den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist
6—s —4 2
—4 10—s8 —6 |=—(s—3)(s—6)(s—18),

| & —6 11—
hat also lauter verschiedene Nullstellen. Fiir jede dieser Nullstellen s
lassen sich daher Zahlen «, 8,y so bestimmen, da8 aus den obigen charak-
teristischen Glen

d@wst+By+yd=s@rt+By+y2)
folgt. Man erhilt auf diese Weise
2242y 42" —2 z’+y’+2z~’__ ' —2y 22
32z+2y+2) 6(—2z2+y+2z) 18(z—2y+22)°
Durch Integration dieser Glen erhdlt man die IBasis
Cex+2y+2? (Cz—y—22)7
2x—y—22’' zxz—2y4+2z2 °
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (8), S. 818f.

(@x+y—2)w,—(x+ay—z)w, +(a—1) (y—x) w,=0; Sonderfall 3.17
von 3-1Q.

Die charakteristischen Glen sind
Zt)=azt+y—z, y)=—z—aytz Z@)=(l—a)z+(a—1)y.
Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist

la — s 1 —l’
!——1 —a—s 15=—s[s2—(a+3)(a—1)].
|l—a a—1 —s

Fiir die weitere Behandlung s. 3-19. Man kann auch benutzen, da8 offenbar
z 4+ y + 2 ein Integral ist, und das Reduktionsverfahren D 3.5 anwenden.

(Az+cy+b2)w, +(cx+By+az)w, +(br+ay+C2)w,=0; 318
Sonderfall von 3-19.

Die charakteristischen Glen sind
(t)=Azx+cy+bz, yY@®)=cx+By+az, 2(t)=bx+ay+C-.
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Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische
Determinante ist
A—s ¢ b
¢ B—s a |=(4—8)(B—3s)(C—8) —[a*(4—s)+ b2(B—3s)
b a C—3s| + 2 (C—98)]4 2abe.
Fiir die weitere Behandlung der DGI s. 3-19.

@z+by+cz+d)w, +(a, 2 +by +¢,2 +dy) w,
+(@x+by+c;2+d;)w,=0
Vgl. hierzu 2-4. Die charakteristischen Glen sind

z' (1) =a1x+bly+clz+dl,

Y@O) =ayz+byy+cyz+dy,

) =a3x+ byy+ cgz + dj.
Die Losungsverhéltnisse dieses Systems hingen nach I A 13 von den
Nullstellen der charakteristischen Determinante

ag by c3—s
ab. Ist s eine Nullstelle, so kann man Zahlen «, §,y finden, die nicht
simtlich Null sind und fiir die
aa, +fay+ya;=uas,
ab +Bby+yby=48s,
e +petyez=ys
ist. Dann folgt aus den charakteristischen Glen

(1) a2+ By +y2d=s(@z+py+y2)+D
mit
D=oad + fdy+yds.

Ist s =D =0, so erhilt man hieraus schon ein Integral a x + Sy + 7 2
der partiellen DGL

Hat die charakteristische Determinante zwei untereinander und von 0
verschiedene Nullstellen s;, s,, so erhilt man zwei Glen (1), aus diesen

az + By + 97 — o’ 4 B,y + v, 2
x4+ y+n2)+D, s(az2+Py+7.2)+ Dy’

und hieraus

(mz+by+ 12 + DI/SX)_..
(22 7+ Bay + V224 Dyfs;)™
also ist die linke Seite ein Integral der partiellen DGI.

= const,
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Hat die charakteristische Determinante drei verschiedene Nullstellen,
so kann man auf diese Weise eine IBasis erhalten. Kommen mehrfache
Nullstellen vor, so kann man das Verfahren von 2.4 in sinngeméBer Uber-
tragung auch hier anwenden oder man kann das System der charakteri-
stischen Glen 15sen und aus deren Losungen durch Elimination von ¢
Integrale der partiellen DGI finden.

3-20—341. f(x,y,2) w, + g(x,y,2) w, + h(x,y,2) w,=0;
f» g, h hochstens vom zweiten Grade.

3.20—3-27. Eingliedrige Koetfizienten.

aw, +xzw,—xyw,=0

Vgl. D 3:5 (b). Mit dem dortigen Verfahren erhélt man die IBasis

2
-)a'

x?

y® + 22 y sin 5— + 2 cos

Das zweite Integral kann hierin auch durch x2-4 2aarc t-g% ersetzt

werden.
Vgl. Juria, Exercices d’Analyse IV, S. 27f,

*w,—ryw,—y*w,=0

zy, 3zyz—
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 376, Beispiel 3 (1), S. 817,

axr?w, +by*w, +c2w,=0
1 1 1 1 1 1,
by az’ cz by’ az cz’

je zwei dieser Losungen bilden eine IBasis.

rw, +22w, +2x2zw,=0

22 22

2 Y737
Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 40f.

zyw, +yzw, +y*w,=0

2
y:—2 ——,

320

321

322

323

324
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325 x2zw, +yzw, +xyw,=0
L

z
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (2), S. 8117.

326 y*w,—ryw, +3xzw,=0

224 93, ¥z
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 275 (1k), 392,

327 yrw,—2xzw,—2xyw,=0

2224+ 92, 2224 22
Morris-Browx, Diff. Equations, S. 274 (1h), 391.

3.28—3.38. Koeffizienten hochstens zweigliedrig.
328 zw, +yw, + (@ +y¥)w,=0

22 4+ y2— 22, g
KaMKE, DGlen 1930, S. 330, 430.

329 3zw,—Rxe—Nyw, +Rx—1)2zw,=0

yz, 22— x— 3=z.

330 zyw, +22w,—Rx+2)yw,=0

22—y 22+ zz,

331 xyw, +y(y—a)w, +2(y—a)w,=0
y y—a

z’ z
Joria, Exercices d’Analyse IV, 8. 37f.

332 zzw, +2xyw,— 2z +2)zw,=0
z(x+2), zyz.

333 xzw,—yzw, +(Y¥—x)w,=0; s D 33 (b).

334 2xzw,—2yzw, + By —x)w,=0
zy, 22+ 3y2+22%
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x(y—z)ws +y(z—z)wy +z(m_y)wz=0 335
c+y+z, zyz.

z+y)w, +(yYyz—22)w,—Rry+2)w,=0 336
2xzz— y?, 2?4 yaz.

be(x?*—a)w, +c(bry+ac)w, +b(cxz+aby)w,=0 337
by+cz by—cz
z—a ’ z+4a
Die Charakteristiken sind die durch
by+cz=0C(x—a), by—cz=0Cy(x+ a)
gegebenen Geraden des z, y, z-Raumes.

Vgl. FOrRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 522, 78 und 81.

a(+2)w, +x(bz—ay)w,—rby +az)w,=0

2? + y*+ 2%, 2aarctg g + blog (32 + 22).
JuLria, Exercices d’Analyse IV, S. 29f.

338

3.39—3.41. Koeffizienten mit mehr als zwei Gliedern.
zzw, +y2Zw, +(@x+ay’ +bz2)w =0 339
Aus den charakteristischen Glen folgt
Py — Yy 22
zy —2"y=0 und P F ¢ asdifayiba
Die zweite Gl kann man leicht integrieren, wenn man 22 4+ 42 =y, 22 =
setzt. Man erhiilt dann fiir die gegebene DGI die IBasis
Yy a@+y)+(b—1)2
z’ (2 + y?)® '
Im letzten Bruch kann der Nenner auch durch x>° ersetzt werden.
Juvrra, Exercices d’Analyse IV, S. 30f.

rzw, +2yzw, + (22— wéx;—- y?)w,=0; Sonderfall von 3.39. 340
x2+y2+22 x2+y2+z2

z ? y
JuLia, Exercices d’Analyse 1V, S. 31f. SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung

111, S. 547.

(dgxz—A)w, + (4, y— A)) w, + (42— A;) w, =0, 341
A =a +bz+tcy+dz; s 409
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3-42—3-59. f(x, y,2) w, + g(x,y,2) w, + h(x,y,2) w,=0; Rest.

yrw, +xw,—xy*w,=0

z? + 22’ ?/3 _|— 2%
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 275 (1 j), 392.

zby—cP)w, +y(cFr—axr))w, +2(ax’—bdby*)w,=0

az?+ by’ +c2? zy=z.

B+ +2)yw, -2 +2)xw, +2xyzw,=0
z2+y2+ze 21’2-{-;1/2
! , 22y

22

Vgl. auch Jur1a, Exercices d’Analyse 1V, S. 84.

[@ +y2—1) = +y]w, + [(@ +2—1) y— ] w0, +2 0, =0

Dieses Beispiel hat eine Bedeutung grundsitzlicher Art. Es ergibt
sich eine kleine formale Vereinfachung, wenn man die Gl mit — 1 multi-
pliziert. Die charakteristischen Glen lauten dann

(1) Z@O=1—22—yP)x—y, yYO)=A1—22—y)y+t=z, 2/(t)=—2=

Stationdrer Punkt (vgl. I A 7.1) fiir dieses Systen! ist x =y =2 = 0.
AuBer dieser trivialen Losung haben die Glen (1) z. B. auch die Losungen
z=y=0, z=Ce?,

d. h. die beiden Hilften der z-Achse. Sieht man von diesen beiden Lésungen
ab, so ist fiir jede Losung 22 + %2 == 0. Fithrt man Polarkoordinaten ein,
d. h. wiahlt man fiir jede Losung z(t), y(t) der beiden ersten Glen (1) stetig

differenzierbare Funktionen 7(t) > 0, d(f) so, daB

x=rcos?, = r sin ¢

ist, so wird aus dem System (I)
rr=1—rr, ¥=1, 22=—2z
IEs kann also ©# =t gewihlt werden. Die simtlichen Losungen dieses
Systems sind dann
1 —2 -2
1—;2-=Cle l, z=C.Ze l.

Fir C, = C, = 0 ist das der Kreis r =1, z =0, und fiir C, 5= 0 strebt
jede der Kurven diesem Kreis fiir # —~co asymptotisch in Form einer

Schraubenlinie oder Spirale zu, wihrend die Kurven mit ¢, < 0, C; > 0
sich fiir { > — co immer mehr der positiven z-Achse nihern.
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Wird aus dem ganzen z, y, z-Raum die negative z-Achse einschliellich
des Nullpunkts herausgenommen, so hat die DGI keine singuliren Punkte,
d. h. nirgends haben alle drei Koeffizienten zugleich den Wert 0. Trotzdem
hat die DGl aufler den trivialen Integralen z = const kein Integral, das
in dem ganzen soeben angegebenen einfach zusammenhingenden Gebiet
existiert. Denn jedes Integral ist lings jeder Charakteristik konstant.
Hat ein Integral auf dem Kreis r = 1 den Wert ¢, so muB8 es, da die schrau-
ben- und spiralférmigen Kurven diesem Kreise beliebig nahekommen,
auch auf allen diesen Kurven den Wert ¢ haben, und somit schlieBlich
auch auf der positiven z-Achse, d. h. es hat auf allen Charakteristiken
des Gebiets und somit in dem ganzen Gebiet den Wert c.

Das Beispiel stammt von E. D1GEL, veréffentlicht bei E. KaAMKE, Math. Zeit-

schrift 42 (1937) 288, FuBnot> 4. Fiir ein anderes Beispiel ahnlicher Art s. T. Wa-
ZEWSKI, Mathematica 9 (1935) 179ff.

2rzw, +y(R+)w, +xy(z +1)2w,=0

Man setze w(z, y, 2) = {(=, s, 2) mit s = 2 y. Die DGI fiir { hat dann
die Losung z — 8, und das Reduktionsverfahren D 3-5 ergibt nun fiir die
urspriingliche DGl die IBasis

z—zy

Ty 1 1
—zy+1)? 2

2+ 1 @E+l)(z—zy+1) 2

z—zy, log log .

zy*w, +2Pw, +2(yz—x?)2w,=0
Eine Losung ist 3 Reduziert man die DGI nach D 3.5, indem man
w(r,y,2) =v(x,n,2), n =% setzt, so wird aus der DGI
zv, 4+ 2(z—n)2v,=0

mit der Ldsung 22 exp z_l_——" Daher hat die gegebene DGl die IBasis

x3

— ——y——
E yexpzy__tz.

ForsyTH, Diff. Equations V, S. 69f.
(P —2 2w, + Y2 P — %) w, +9 2(x*— y%) w, =0

z Y
zsyaz, ?-*-;,-

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 376, Beispiel 3 (6), S. 818.
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Z(ry—2)w, +xy(zy—)w, +yz@yz +2x)w,=0

y 2yty*ziiiz
z’ yz :

Vgl. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 521, 76.

z(F—y)w, +y@t—224)w, + 2Ry —x) w,=0

2+t a2, atye.
Morris-Brown, Diff. Equations, S. 275 (11), 392.

(Y —2)w, +yR'—a)w, +2(x"—y")w,=0

xyz, a"+ y"+ 2"

Tw, +yw, +a |zt +y?w,=0
_
2, eVt y2—.

Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 206f.

Tw, +yw, + (z—a ]Wz_z) w,=0
Aus den beiden ersten der charakteristischen Glen
d)=z yW=y, FO=z—ald+y+2
folgt % = C,, alsoist y, = Z ein Integral der partiellen DGl. Wird y = C, «

in die dritte charakteristische Gl eingetragen, so entsteht fiir z > 0
und hieraus fiir z = 2 u(z) die DGl mit getrennten Variablen
xu'—{—-ale_-ﬁ:O.
Aus dieser erhdlt man
o lu+ VBT ) = Gy

Trigt man C; und u ein, so bekommt man das Integral

p, und y, bilden eine IBasis.
ForRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (4), S. 817f.
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zly +22w, +azlx? "w—(w]/y2+z2+ay]’ 2)w—0 354
Aus den charakteristischen Glen findet man, dai3
zx' +yy +222=0,
also
v(z,y,2) = 2?4 y? 4 22
ein Integral ist. Wird nun (vgl. D 3:5 (c)) 2%+ y? 4 22 =72 gesetzt und 2z
aus den charakteristischen Glen eliminiert, so erhilt man
az’ Yy
fn—s  fai—g’

und hieraus das Integral

o T . .
%—_:aarcsm;—arcsm% mit 12 = 2% | y? 4 22,

Die beiden gefundenen Integrale bilden eine IBasis.
Juria, Exercices d’Analyse IV, S. 94f.

w,—yw,clge+ 2w, ctgr=0 355

y2, ysinz,
Morri1s-BrowN, Diff. Equations, 8. 275 (1 n), 392.

w, tgr+w, gy +w, tgz=0 356
sinz siny
siny’ sinz’
FoRrsSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 376, Beispiel 3 (7), S. 818.

w,ctgx +w, clgy +w,ctgz=0 357
cosx cosy
cosy’ cosz

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 276 (1i), 391. Die DGI kann offenbar
in 3-56 iibergefiithrt werden.

zw, +yw, +[2+ f(x, y)]w,=0
Aus den charakteristischen Glen
) ==z, y@)= y, Z()=z2 + f(z, 9)
erhilt man zunichst % = (), also das Integral y,(z, y, 2) =%. Hiermit
wird aus der dritten charakteristischen Gl
Z() =24 f(x, C, 2),
also bei Hinzunahme der ursten Gl die lineare DGl

dz _2'(t) _£+f(=c, C, x).

dz™ 2() =

358
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Hieraus erhiilt man

z=Cz+ f—‘(t—’tf‘—t)dt,
a

also, wenn noch C; eingetragen wird,
z
z2=0C,x+ xj f(t,-i{t) t2dt.
a

Die durch Auflésen dieser Gl nach C, entstehende Funktion w,(z, y, z)
ist ein zweites Integral der gegebenen partiellen DGI.

Ist z. B. czy
&9 = ey
so lautet die obige Gl fiir a =0
z
0 ] (c’+t’) (c’+7’—')

oder fir t = a¢

1
= ad .
z—02x+cmyb[l’(c’+z’5’)(c’+y’£’) H

das ist ein elliptisches Integral mit festen Grenzen,
SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung III, S. 547f.

W—2) 11@) 0, + (c—2) V@) w0, + (2 —y) V](z) w0, =0,
f@) = 26, a,t vom Grad < 6.

r=0

Ein Integral ist
w = ((3/——2) Vf(_z—)'l" (z— I) Vf(y_)+ (x'_" y) V:@)ﬁ — ac(x + Yy + z)z

(y—2)z—2z)(x—1y)
—as(z+ y +2).
Fir w(z, y,2) = W(E,n,0), § =3, 1 =7, ¢ =1 geht die DGI in die-

selbe DGl mit &,7,(, W statt z, y, 2, w und mit f(t) =ayt’ +--- + aq
iiber. Daher ist auch
w=(r#—2 @ +22*c—2) /]l + =2y (z—y) Vsz))'
zyz(y—2)(z—2)(z—y)
1,1 1)\2 1 1 1
—a(tyts) —mG+yti)
ein (von dem vorigen im allgemeinen unabhingiges) Integral der DGI;
f{(t) hat dabei wieder die urspriingliche Bedeutung.
RICHELOT, Journal fiir Math, 23 (1842) 364—369. Vgl. auch 4-12.

1

!
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3.60—3.64. Allgemeine lineare und quasilineare Differentialgleichungen.

Rrw, +3yw, +62zw, =6 360

Eine Losung ist log |z2|. Man bekommt alle Losungen, indem man
zu dieser alle Losungen der homogenen DGI addiert; fiir diese DGI ist eine
IBasis

2w, +yiw, +22w,=x Y=z 3-61

Fiir die homogene DGl ist
1 1 1 1

Ty Tz

eine IBasis. Damit erhilt man nach D 4-2 fiir die gegebene DGI die Losung
zlog

ylogy zlcgz
“”‘(tx NeE—2 T w—a -2 =2 (z—y))

Man bekommt alle Losungen, indem man zu dieser alle Losungen der
homogenen DGl addiert.

zw, +yw, +zw,=aw + f(z, y, ) 362

Fir die durch Verkiirzung entstehende homogene DGI ist ;;/ s % eine
IBasis. Wird daher (vgl. D 4-2)

w(z,y,2) =W, n,0), ==, n=%, t=2
gesetzt, so wird aus der gegebenen DGI
1
We_'%W: ‘gf(f, fﬂ;fC)a
also
W=8Qn, {) + [§°71 f(&, &n, £0) dE}.

JuLria, Exercices d’Analyse IV, S. 63.

Y+z+w)w, + (Z+Tc+w)w, +(T+y +w)w,=0 363

Die nach D 5.4 zugehérige homogene DGI fir W = W (z, y, z, w)
lautet

Wtz+w) W, +e+aetw) W, +(z ,+w) W,=0.

Thre charakteristischen Glen sind

YW)=y+z4w, yYO)=z+z4+w, Zl)=z+y+w, w({t)=0.
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Hieraus folgt

’ ’ ’ 3 ’
z +?/ +2 +_2_10 z/_yr yl__zl
—— =22

3 — —
Tty+ztgw y y—*

-

Da offenbar auch W = w ein Integral ist, sind Integrale der homogenen
DGI die Funktionen
o x—y Y 3
W=2 (1= v, @—yP e+ u+2+30)).
Durch Auflésen von W = 0 nach w erhilt man Losungen der gegebenen
DGIL

w—zy)w, +yzw, +22w,=zw
Die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI ist die DGl 4-5. Daher
erhilt man Integrale der gegebenen DGI aus
a(3. 5 (=5 e f) =0
durch Auflésen nach w. Ein Integral ist auch w = %"’—2, fiir dieses ist der
erste Koeffizient der DG1 Null.
ForsyTH, Diff. Equations V, S. 68f.

4. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit vier
und mehr unabhdngigen Verdnderlichen.

41 Py + (X3 —2) po + (X, + X2 +23) Py + (X, + 2, +2) P, =0

43

Ty — k3 + Ty, (T3— ) €7, (2 23— 2 Ty — ) — Ty — 2y — 1) e
Morris-Brown, Diff. Equations, S. 280 (1), 393.

x, P + (X3 + ) Py + (X3 + ) P3 + (25 +23) p,=0

x, + %3+ z,
Ty (% — %3), 21 (%2 — %), —2—#—‘

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (9), S. 819,

(@, + 3 + 2,) Py + (2, + T3 +T) P, + (2, + T3 + x,) Py
+ (@, + 2y +3) =0
x‘—xz x‘—x
T, —x,’ E‘——'-T::’ (2g — 21)® () + 25 + 23 + 7).

LAGRANGE, Oeuvres IV, S. 627f. ForsyTH-JAacoBSTHAL, DGlen, 8. 376f,
Beisp. 4. Vgl. auch 4-7.
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2 —
Ty, X3Py + X, Ty Py + T3 Py + (T, Xy + a2 7)) p=0 44

Ty Xy
z,’ =z

ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 377, Beisp. 6 (2), S. 819.

=z -
, 2 “x—:-{—(a-—l)x(;xl".

(32, — 2, X)) P, + T, Ty Py + T3Py + X3 2, P, =0 45

Integrale sind offenbar ;’—, i;i Mit dem Reduktionsverfahren D 3-5
2 2

findet man weiter das Integral

z3

x5 "

T3 2y
(xl-— P ) exp

Die drei gefundenen Integrale bilden eine IBasis.
ForsytH, Diff. Equations V, S. 68f.

Ty T3 Ty Py + T3 T Py + Xy X Ty Py + X, X T3P, =0 46
2 .2 .2 .2 2
x—xy, ¥— X, X3— X,

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 377, Beisp. 6 (3), S. 819.

(X + X3 + Ty +X3) Py + (T3 + Ty + 5 +T) Py + (T, + 5 + 0, + ;) p; 47
+ (5 + &, + Ty +X) Py + (T, + X, + X, +2,) py=0
s—buz,
ST:L‘,.,,_; ('V = 1, 2, 3, 4)
mit s=2; 4+ .-+ z5.

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 280 (3), 393. Vgl. auch 4-3.

”

2 x,p,=az, DGl der homogenen Funktionen. 48
v=1

Die Integrale in einem Gebiet & (z,, . . ., z,) sind die in & mit stetigen
partiellen Ableitungen erster Ordnung versehenen homogenen Funktionen
z=19(%, ..., %,) der Ordnung a. Dabei heilt eine Funktion yp(z,, ..., z,)
in 6 homogen der Ordnung @, wenn fiir je zwei Punkte z,, ..., z, und
t2y,...,tx,, die nebst ihrer Verbindungsstrecke zu & gehoren,

Y2y, .. tx,) ="y, ..., x,)

ist. Beispiel einer homogenen Funktion erster Ordnung, dis kein Polynom
y

; .

Vgl. SERRET-SCHEFFERS, D- u. I.-Rechnung III, S. 541f.

ist: y(z, y) = zsin
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S (4,2,—A)p,=0, 4, =a,,+ }a,, z,; Hessesche DGL

ye=1 x=1

Die DGI 148t sich auf eine solche mit m + 1 unabhingigen Verinder-
lichen und mit linearen Funktionen als Koeffizienten zuriickfiihren. Wird
niamlich (Einfilhrung von homogenen Koordinaten)

z(xl’ AR B xm) = C(Eo: 511 LIRS ] 5,;,)

fiir
_& ém
\ _ =
(1) z, =g x, = 3
gesetzt, so ist
8z _ . o¢ . _ n 0z e:
az —Soge, M= Loam) ,Z_Zx'al — S5
und daher wird aus der DGI
* 0L . * e
(2) Z;'A, 75 =0 mit 47 = )a, ¢,
=0 x=0
Jede Losung der urspriinglich gegebenen DGl liefert also eine Losung
dieser DGI, und zwar eine Losung (&, . . ., §,) von der speziellen Art,
daB aus { bei Ausfiihrung der Substitution (1) eine Funktion von z,, ..., z,,

entsteht, d. h. eine homogene Funktion nullter Ordnung. Umgekehrt liefert
auch jede Losung ¢ von (2), die diese Eigentiimlichkeit aufweist, vermittels
der Substitution (1) ein Integral der urspriinglichen partiellen DGl. Zur
Losung der DGI (2) vgl. 3-19.

Beispiel 1:

3) (z+Dyp+ (¥ —2)g=0.
Hier ist 2, = 2, 2, = ¥, 49 = %,, 4; = — %,, 4, = z;, und die DGl (2)
lautet

bige — b3z +Eige = 0.

Fiir diese ist &, -+ &, & -+ & eine IBasis. Integrale sind auch alle Funk-
tionen ¢ = Q(&, + &, &2 + &2). Die Fuaktion £ ist nun so zu wihlen,
daB durch die Substitution (T) aus ¢ eine Funktion von z,, x, allein wird.

Das ist der Fall fir Q(u, v) = 7; man erhilt dann

_ &+ &7 R . o Vi
(= B also 2= mige

Beispiel 2: z(y + 1) p+ (¥ — 2)g=yz.
Die nach 4-2 (a) zugehdrige homogene DGl ist, wenn z,, x,, 3 statt x, y, z

geschrieben wird
(4) T2y + 1) py + (2} — 2) P+ 22 T3y = 0,
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also eine DGl des Typus 4-9 mit 4y = x,, 4, = — 2,, 4, =z, A3 = 0.
Die DGI (2) lautet hier

oL 0
bip — bipp g 05 =0,
Aus ihren charakteristischen Glen erlmlt man d1e IBasis

61:53’ 52:'51‘{"52: 53250_51'*'(51'{"52) logzéll'

Jede stetig differenzierbare Funktion 2 von {;, {,, {; ist wieder ein Integral.
Es sind nun solche Funktionen £ ausfindig zu machen, daB durch die
Substitution (1) eine Funktion von z,, z,, x; allein entsteht. Das ist
z. B. der Fall fiir

Cl & __ %

¢ E+& x4z,

In
Cs 5] Eo
TLTaTe  loslél

ist das noch nicht fiir das logarithmische Glied erreicht. Fiigt man aber
noch log |{,| hinzu, so erhilt man das Integra,l

51 51+Ez x,
$+§ , Hlog | B=t =2

Damit hat man fiir die DGI (4) die IBasis

z z—1
_— log
x4y’ r+y+

und fiir die gegebene unhomogene DGI die Integrale

2= (= +9) 2 (F +log | “EY)).

O. Hessr, Journal fir Math. 25 (1843) 171—177.

3’1'*‘3’2

+lo

x-{-?/‘

m--1 m—1
Z(AOCC’—A‘,)I)F:AOZ—A,M, Av:avo—*—Zavx xx+avnz‘ 4'10
v=1 x=1

Nach D 4-2 (a) li8t sich diese unhomogene lineare DGl in die homogene
DGl 49 iiberfiihren.

m

ki 0z = 8z
2 (Av— Aowv) 'a—w: + 2 fv(yl’ eeey yn)'éy—":O’ Av= @, + 2 e, z,. 411

ye1 y=1 Xl
Durch das Verfahren von HESSE (vgl. 4-9) 1aBt sich auch hier erreichen,
daB die ersten XKoeffizienten linear werden. Wird nimlich
22, e T Yas oY) =80 & Vs )
mit

ry=/7,...,7,=-"



412

51

174 E. 5. Systeme von linearen und quasilinearen Differentialgleichungen.

gesetzt, so wird aus der DGl

o g% 00 d ac .
;;Ava_g_i_‘gfr(yl""’ yn) a?v=0 mit A:=g/;avx£x‘
Ist insbesondere n =1, f, =1, so kann in den charakteristischen Glen

y = y, als unabhingige Verinderliche gewihlt werden; die charakteri-
stischen Glen bilden dann das lineare System
E(y) = AF r=1,...,m).
Fiir diesen Sonderfall 8. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427, 6 und S. 839f.
Vgl. auch P. Mansion, Equations du premier ordre, S. 53— 56.

R. H. J. GErRMAY, Annales Bruxelles 59 (1939) 139—144 bemecrkt, daBl das
Reduktionsverfahren auch anwendbar ist, wenn die a,, Funktionen der y, sind.

2n
2 vﬁf"’((‘:) p,=0, f(?) —_—.Zau ', Fty =(@— ;) --- (t — x,).

v=0
Die DGI geht durch die Transformation
1

z(xl,...,xn)—_:z(fpm-,5,,), §v=;

in dieselbe DGl mit &,, { statt x,, z und mit f(t) =ag#" + ... L q,,
itber; hat man fiir die urspriingliche DGI ein Integral gefunden, so er-

hilt man daher ein zweites Integral, indem man die z, durch ;l— und

@y, - - -» Gy, durch a,,, ..., a, ersetzt.
Integrale sind

s (S — a(Fa) — s

v=1 ve=1
— VP FB Vi ()
2= }F(G)F(ﬂ)g (xv_a) (Tv—ﬁ)F’(I)
wenn o, B zwei Nullstellen von f(z) sind;

= Y V@) 2 f(O)
z=1F(0) (’g (C’—zy)F’(x,)) TFO) ay, F(C)

firr beliebiges C.
RicHELOT, Journal fiir Math. 23 (1842) 354—3869; 25 (1843) 97—118.

5. Systeme von linearen und quasilinearen Differential-
gleichungen.

5.1—5-2. Zwei unabhingige Verinderliche.

yp=xq, rp+yq==
Durch Auflésung nach p, g erhilt man

P__ q
'z

__ ¥
z  x3fyt T2t g2
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also
2=0C Ja? } o2
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427 (8), S. 841.

[cx(x—a)—2z—c]p +y(x—a)g=(x—2a)z—cu,
x(y—0)p +[y(y—b)—z—clg=(y—2b)z—cy
Oder bei anderer Zusammenfassung:

(z—a)(zp+yg—28)=@E+o)(p—2),

(¥ =0 (p+yg—22)=@E+c)@—y).
Hieraus folgt

t+olly—2b(p—2)—(z—a)(g—y]=0.
Da z=—c¢ fir ¢ 3= 0 offenbar keine Losung des Systems ist, muB3 die
eckige Klammer Null sein, d. h.
(y—bp—(z—a)g=ay—bu.

Das gegebene System kann daher durch seine erste und die obige Gl

ersetzt werden. Es wird nun zu den nach D 72 zugehérigen homo-
genen Glen

(1) (y—Ow,—(x—a)w, + (ay—br)w,=0,
(2) [x(x—a)—z—c]wx—l-y(x——a)wy—{- [(x—2a)z—cx]lw,=0
iibergegangen. Fiir (1) erhdlt man aus den charakteristischen Glen die
IBasis
(x—aP®+(y—0b2 z—az—by.
Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens von D 6% (b)
w(z,y,2) =0, &, &), &= (@—al+ (y—10b)
Li—z—az—by, &=2
gesetzt, so liefert (1) die Gl {; = 0. Daher wird aus (2) die Gl 24
2(51—52’—a2— bz_G)Ce, + (fz_ c)C€. = 0.
Fiir diese erhdlt man leicht die IBasis

§—28—a*— b2
(§,—c)?

Daher erhélt man Losungen des gegebenen Systems aus

Ciz—az—by—c)=0Cy(22z— 22— ¢?)

Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 99—102 (mit anderem Ldsungsverfahren).

52
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5.3—5.9. Drei unabhiingige Verinderliche.

Pi—P:=%, P—P3=2%; s. D 6:4.

TP, +X, P+ Py =0, Tp—x, p—T;p;=0

Involutionssystem. Fiir die erste Gl ist :_—‘, ;3 eine IBasis. Setzt man
3 3

in Anwendung des Einengungsverfahrens D 67 (b)

x
2(xi, ¥y, T3) = L(Y1s Ya» Ya)> 1'/1=x‘:: y2=z—:’ Y3 = Z3,

so erhilt man die DGI
(Y2 +9) &y, + (2 — w) {,,=0

mit dem Integral
{ =arctg Z—z + log I/;ft[r—_yi
1
Daher ist fiir das gegebene System eine IBasis:

2%+ x2
2
3

z = arc tg?—}-%log
1

SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung III, S. 579.

3o, p, +4 @, P +5x;p; =0, x,p, +2,p;=0
Vollstindiges System. Fiir die erste DGI ist

-4 o7t
X% S, Ty

eine IBasis. Hieraus erhilt man mit dem Einengungsverfahren D 6.7 (b)

fiir das gegebene System die IBasis

(223 — 23) 2 7.
E. LINDELOF, Acta Soc. Fennicae 60 (1895) 61.

(X, — x5) Py + (T3 — ) Py + (¥, —2,) P =0,
Ty Ty Py + Ty Xy Py + 2, T, Py =0
Durch Klammerbildung entsteht die weitere DGl
(%y — 3) (ty + 23— 22) Py + (%3 — 2y) (23 + 2 — 2 x,) Py
+ (%, — %) (2, + 2, — 2 25) p3 = 0.
Die Determinante der drei Glen ist
3(2y — %) (2 — %) (T3 — ) (%) Ty + 2y %3 + X3 %4),
und diese ist in keinem Teilgebiet = 0, daher ist p; = p, = p3; =0, die
gegebenen Glen haben somit nur die triviale Losung z = const.
FOoRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 428 (14) S. 844.
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(@, —x,) p; — 2(%, — ) P, +3(2; + T, +225) p; =0,
(X, +x)p, +2QR 2, —3 2, —x5) p,— 3R x, + @, +3 25) p; =0

Vollstindiges Svstem. Fiir die erste Gl ist

%y + 22343 7,
B e
eine IBasis. Wendet man das Einengungsverfahren D 6-7 (b) an, d. h.
geht man mit
z,+ 22+ 32
2(2y, %p, 23) = L(¥1, %), Y1 =22+ %5, ¥ =_L(?—-i£)—’—!
in die zweite Gl hinein, so erhidlt man

28, — %3¢, =0.

2
C-—‘.’IJ_J;

una somit fiir das gegebene System die IBasis

also

_ 3z +2z2,+ 7,7
- z+ 22,137,

x, () + ;) P, + (X, @5 + 3, — T3) Py +2(x, +2,) =0,
x, (X, + X,) Py + (%, Ty + T — X)) Py +2(2; +T,) =0

Vollstindiges System. Jede der nach D 6-8 zugehorigen homogenen
Glen liBt sich leicht 16sen. Wendet man dann das Einengungsverfahren
D 64 (b) an, so erhilt man fir das homogene System die IBasis

(24 + 2o + 73) (21 + 2,) .

Z, T,y

Reduziert man nun das gegebene System durch die Transformation D 6.8
(21 + @2+ 73) (21 + 2,)

Ty Ty

2(2y, Ty, 23) =L (Y1, Y25 ¥Y3)» Y1 =215 Yo= %5, Y3=
so erhdlt man das System

16, +2=0, %, +2=0,
und hieraus { = — log (4? y7). Die Losungen des gegebenen Systems 'sind
somit
z = — log (2% a3) + Losungen des homogenen Systems.

TP+ X Py— Xy P +2=0, T, p;—&;, Py +2p; +a;=0

Das nach D 7.2 zugehdrige homogene System fir w(z,, z,, 25, z,) mit
z, = z ist das vollstdndige System

Z W, + Tyw, — xyw, — rw, =0, Lw, — 2w, + 2w, —zw, =0;

57
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d. i. abgesehen von den Bezeichnungen das System 5-12. Fiir dieses .st
somit eine IBasis
Xy X34 Xy 2y, — Ty Xy -+ X, X,
Losungen des gegebenen Systems erhdlt man nun durch Auflésen von
Q2 — Ty X3, Ty 2+ X, 25) = 0
nach z.
ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 99.

5.10—5-17 Vier unabhingige Veridnderliche; zwei Gleichungen.

P+ P—2p,=0, X, P+ Ty Py— (X, + ) p3+ 2, py=0; 5. D67 (a).

TP+ X P, =0, p,+p,+2(p;+p)=0
Durch Klammerbildung entsteht die Gl

D1+ Pe — %, (P + py) = 0.

Durch lineare Kombination der drei Glen erhidlt man

P+ P=0, 2,9+ 2p=0
und fiir #; 3= 0 auBerdem

P+ Py =0.

Aus den beiden ersten Glen folgt p, = p, = 0 fiir x; 3= ,, d. h. die gesuchte
Losung ist von z;, ¥, unabhingig. Die dritte Gl 1aBt sich leicht 16sen.
Man erhilt damit als Losungen des gegebenen Systems

z2=2802(x; — x,).

SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung III, S. 568f.

TP — By Py + Ty Py — &, Py =0, T3P +T,Py— &, P3— 2, p, =0
Involutionssystem. Fiir die erste Gl ist z, x,, x, x5, 3 z, eine IBasis.
Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6-7 (b)
2(Zyy oo ) =C(Y1s - Yg) N =1 %ps Yo=Th Xy, Y3 =23y, Yg= T,
gesetzt, so wird aus der ersten Gl C,,‘ = 0 und aus der zweiten
‘.'!g + Y193 (Cy, - Cy,) + v2(ys — 1) C,,, = 0.

Fiir diese Gl erhilt man die IBasis

!/
%+ Ys y__;‘/,! — Y.
2
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Das gegebene System hat daher die IBasis
Ty Xy + T3 Ty, Xy Ty— Xy X3
CoLLET, Annales Ecole Norm. 7 (1870) 57; dort wird die weniger einfache

. X, Xy + Xy X
IBasis (23 + 23) (2} + 27), 2> —>—"*
X, Ty — Ty Xy

angegeben.

— X P+ TP+ T, Py + X3P, =0, 2(%5 + ) p, + X, (P; +py) =0 513
Involutionssystem. Fiir die zweite Gl ist z,, 23 — z,, %3 — 4 73 2,

eine IBasis. Wendet man das Einengungsverfahren D 6% (b) an, d. h.

geht man mit dem Ansatz

2(2y, - %) =LY Yo Ya)y N1 =%, Yp=23— Ty, Y3= 25— 4732,

in die erste DGI hinein, so erhilt man
:’ll Cyl—*— y2Cy, + (4:'/3'—' 2:’/3) Cy' =0
mit der IBasis z—’, ¥7(ys — y2). Damit erhdlt man fiir das urspriingliche
1

System die IDasis

Tg—* 212
3:,1 o wy[wp — (@ + ).

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 525 (92).

T3Py + Xy P— T Ps— 2, Py =0, X, P +X3Py— X Py— T, py=0 5-14
Involutionssystem. Eine IBasis ist
T, Xy + Xy, 2+ 25+ 2% + 2.
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 429 (18 f), S. 847—849.

(x, @, + T, T3) Py + (3 By — 2, ;) Py — (5 +x5) p, =0, 515
(2, T4 + @y T3) Py — (X7 + T5) Py + (3 ¥, — @, @) P, =0
Multipliziert man die erste Gl mit x,, die zweite mit — x, und addiert
man dann beide Glen, so erhéilt man, abgesehen vondem Faktor z, z, - z, %3,
die erste der Glen 5-12. Entsprechend ergibt sich die zweite der Glen 5.12
Das obige System kann also durch 5.12 ersetzt werden.
CoLLET, Aunales Ecole Norm. 7 (1870) 57.

(2} —a3) p; + (T, T3 — X, &) Py + (T 03— 2, 7)) P, = 0, 516
(x} — ) p, + (X, &, — 2, @) Py + (@) T3 — T, 2,) Py, =0
Fir 22 — a3 4 0 ist das System gleichwertig mit 5.14.

CoLLET, Annales Ecole Norm. 7 (1870) 67. FORSYTH-JACOBSTEAL, DGlen,
S. 429 (18 «), S. 847—849; dort Integrale in umstindlicherer Form.
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517 P+ (2 +2—32) p3 + (0, Ty + 2, T, + 7) p, =0,
Py + (238, — x,) p; + (@, Ty Ty + T, — x, @) p,=0

Klammerbildung ergibt nach Fortlassung eines iiberfliissigen Faktors

(1) Ps+ 2, Py = 0.
Hiermit lassen sich die gegebenen Glen zu
(2) Dot 20 =0, P+ (3] + ) p,=0

vereinfachen. Die drei Glen (1), (2) bilden das System 5-18.

IMSCHENETSKY, Archiv Math. 50 (1869) 410—413. FORSYTH-JACOBSTHAL,
DGlen, S. 426, Beisp. 3 (1), S. 834.

5.18—5:23. Vier unabhingige Verinderliche; drei Gleichungen.

518 p+ @l +%) p=0, P +2,p,=0, p;+a,p,=0
Involutionssystem. Die Anwendung der A. MAYERschen Transformation
Ty =UU, Tg=UUy, T3=UIU
ergibt fiir z(zy, ..., x) = Z(u, u,, 4y, u3, u,) die lineare DGI
Z,+ Buul +2uuuz+uud)Z, =0
mit den Integralen
Q(u"ui’ + u?u, uy —l—%uzug— xl).
Daher hat das gegebene System die Integrale
.Q(xfl’—{— xlxa—{—%xg— x4).
Fiir Literaturangaben s. 5-17. Vgl. auch D 6-7 (c).

519 X P— Ty Py + T3 P3— X, Py =0, X P,—x P;=0, x, P— T, Py =0

Involutionssystem. Fiir die erste Gl ist z, x,, ¥, %3, 3 %, eine IBasis.
Setzt man in Anwendung des Einengungsverfahrens D 67 (b)
2(y, o %) =LY - Ya)s 1= 20 Yo =TT, Y3 =TTy, Yy = T3 Ty,
so wird aus der ersten DGI Cv: = 0, und aus den beiden andern Glen

Y2 Ly, — %2938y, — Y2 Ya £.=0, %90, + Y L — A &, =0.
Fiir die erste dieser beiden Glen ist y; + ¥3, gi eine 1Basis. Wendet man

4
nochmals das Einengungsverfahren an, so erhilt man schlieBlich fir das
gegebene System die IBasis
(2} + 23) (2 + 2}
ForsyTH, Diff. Equations V, S. 95f.
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2a,p, +3%,p, +4%;p; +52,p, =0, p, +42, P, +bx,p,=0, 520
2, p; +(Rx;—42]) p,=0

Vollstindiges System. Fiir die zweite DGI 1iB8t sich leicht eine IBasis
(die nachfolgenden Ausdriicke y,, y;, ,) finden. Setzt man in Anwendung
des Einengungsverfahrens D 6+ (b)

22y ) =C(Y - Yy B1=7%, Yp=725, Y3=2a3— 22},
Ya =%, — by, w5y,

so wird aus der zweiten Gl {, = 0, und aus den beiden andern

3y26y‘+4'y3cy’+5yACy.=0! y2C”'+2ySCy=0’
d. b. das System 5.5 mit {, y, statt z, z,_,.
E. L.NDELOF, Acta Soc. Fennicae 60 (1895), S. 61.

P+ TPy + T3P+ 2, P, =0, TP, +2x;p;+32,p,=0, 521
322p, +10x, x, p, + (162, 25 +1027) p, =0
Vollstindiges System. Fiir die erste Gl ist ;’—, ;-’-, ;i eine IBasis. Setzt
1 Y 1
man in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6.7 (b)
x Z
2Ty, .- %) =C(Yy - Y =2, Y= x_z’ Ys = x_s’ Y= ‘:_"a
1 1 1
so wird aus der ersten Gl Cyl = 0, und aus den beiden andern Glen
Y28y, + 2938, + 398, =0, 3L, +10y,0, +(15y;+1043) ¢, =0.
Fiir die letzte Gl ist 3y, — 592, 9y, — 45y, y5 + 4093 eine IBasis.
Man wende nochmals das Einengungsverfahren an und setze

C=u(8,8,8), =Y 8=3y;—5y;, 8=9y,—46y,y,+ 40y}.
Aus der letzten Gl wird dann w, = 0, und aus der vorletzten
283u, +3su, =0
2
mit dem Integral ;%. Damit erhélt man fiir das gegebene System die
IBasis (9 24 2 — 45 7, 2, 7, + 40 )?
(B zy 3 — 5 23)° ’
E. LINDELOF, Acta Soe. Fennicae 20 (1895), Nr. 1, S. 51f.

2, T p+ T2, p, =T, 20, py— Py =1, T, TPy + T, X2, P =X, 7. 522
Vgl. 5-23.
a, T p + T, P =32, 2X,P— TP =2, 523
Ty T Py + 2 Dy T, Py=T, T3 2

Vollstindiges System. Fir u(z,,..., z,) =log|z| geht es iiber in
das System 5:22 mit u statt des dortigen z. Fiir die Losung des Systems



524

wm

182 E. 5. Systeme von linearen und quasilinearen Differentialgleichungen.

in jeder der beiden Formen steht, nachdem es in eine explizite Form iiber-
gefiihrt ist, die A. MAvERsche Methode D 6 4 der Reduktion auf eine einzige
DGI zur Verfiigung. Bei CoLLET und MaNsION ist das System in der Ge-
stalt 5:22 mit JacoBis Methode der Vorintegrale gelost. Wird das ge-
gebene System nach D 7.2 in ein homogenes System iibergefiihrt, so er-
hilt man 5-30 mit z,w, statt x5, ps; die Losungen des urspriinglichen
Systems erhédlt man aus w(xy, ..., z,,z) = 0 durch Auflésung nach z, also
2=, 2, Q(x, 25 — 7, 7).

CoLLET, Annales Ecole Norm. 7 (1870) 63— 56. MansrIon, Equations du premier

ordre, S. 201—205.

5-24—5.29. Fiinf unabhingige Veranderliche; zwei Gleichungen.

@} py— 2 T Py + (¢} 0, — 2 ;) py— 2@, X, p, =0, 2a;p, +xp;=0
Klammerbildung fiihrt zu der Gl

2y Py + 2 (1 — 25) py + 2 25 py + 2 p; = 0,
wobei ein gemeinsamer Faktor 2z, fortgelassen ist. Diese Gl kann nach
der zweiten der gegebenen Glen durch p, 4+ (1 — x5) p3 = 0, und somit
das ganze System durch
B+ (32— 24) py— 2%, 2Py =0, 22 p,+ 2P =0,
P2+ (1 — 25) py=0
ersetzt werden. Die Klammerbildung fiihrt jetzt nur zu (iner wesentlich

neuen Gl, niimlich zu p; = 0. Also muBl auch p, = 0 sein, und es bleiben

die Glen
’ zp— 27,0y =0, 21'51’4'*‘“’%?5:0,

die ein Involutionssystem bilden und die IBasis a3 z; — 27 haben.

GRAINDORGE, Mémoires Liége (2) 5 (1873) 85—87. ForRSYTH-JACOBSTHAL,
DGlen, S. 426, Beisp. 3 (2). S. 835.

[(x, @, + 7, T5) @5 + 2] p, — [(, 2, + 2, %5) X, + 2,] P,
+ (L, 24—, %) =0, x,p,—x p;=0
Durch Klammerbildung erhilt man

(%) x4 + 3 5) (2 Py + T2 Py) — (2} + 23) Py

— (%) 24 + 25 %5) 24 + ;] Py — [(%y T4 + 25 %) 75 + 2] ps = 0.
Das aus diesen drei Glen bestehende System ist vollstindig. Fiir die erste
Gl kann man durch die iibliche Methode eine IBasis finden, némlich

T Ty + Ty Ty — X3, (%) T+ Ty T)* + 2+,

und diese ist, wie leicht nachzurechnen ist, zugleich IBasis fiir das ganze
Svstem.
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T, Py + Xy Py + (X, Ty + X, ) Py =0,
[(®, x4 + @, @5) @, + 2] Py + [(®, 24 + 2, 7)) &5 + 2,] Ps=0

Durch Klammerbildung ergibt sich bei Beriicksichtigung der zweiten
Gl p; = 0. Die Glen p3 =0, z; p, + 2z, p, = 0 und die zweite der ge-
gebenen Glen bilden nun ein vollstdndiges System, dessen Glen sich einzeln
16sen lassen. Man erhilt so fiir das System die IBasis

(% Z— 2, 75)°
s .
n' A+ tl

[(x, x5 — @, ®,) T3 + T3 2y + T,] P, + [(2 Ty — 2, T5) Ty + X3 5 + T, ] P,
+ [(xf + ) @3 + @, @, + 2, 2] p; =0,
(T3, + ) Py + (X3 25 + ) Ps; =0

Klammerbildung und Addition der mit 2 x; multiplizierten ersten Gl
sowie der mit — (2} 4+ z7 4 1) multiplizierten zweiten Gl liefert

[(xg g — 2y 25) Zp + (25 74 + 7)) 23] Py + [(2) 75 — 25 7) 2,
+ (23 %5 + @) T3] P — [(¥, Ty + % 75) 23+ 27 + 23] p3 = 0.,
Das aus diesen drei Glen bestehende System ist vollstindig, die IBasis
besteht also aus zwei Funktionen. Fiir die zweite Gl findet man leicht
das Integral
i o Bz
zy x5+ 7, °
und dieses geniigt auch der ersten und somit der dritten Gl. Wendet
man nun das Reduktionsverfahren 6.7 (a) an, so findet man noch das
Integral
T1%s— % Ty
Z3 s+ 2,

Die beiden Integrale bilden eine IBasis.

(x5 x5 + ) Py — (23 T, + X)) P, + (x, T, — T, T5) p; =0,
[4 (2, @ — @, ;) + X3 @5 + 2] Py — [ (@, B — @2 2,) + 237 +2,] p; =0

Durch Klammerbildung und Subtraktion der mit (z, x5 — z, z,) multi-
plizierten ersten Gl erhilt man
(23 T4 + %)) Z3 Py + (T3 25 + %2) T3 o + (T Ty — ) 5) (T3 p, — 2, Py)

— [} -+ 23+ (%) 24 + 2 75) 73] p3 — (25 + 23 + 1) (23 2, + 7)) Py

+ (73 25 + 2,) p;] = 0.

Das aus diesen drei Glen bestehende System ist vollstindig. Fir die
erste Gl findet man leicht die Losungen

2 2 2
i+ x5+ 23, T r+ 2 25— 2,

526
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528
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und fiir die zweite Gl
(21 4+ Zp 25— 73)*
23+ a2 41 !
diese Losung geniigt auch der ersten Gl. Daher hat das System die IBasis

2 2 2 (% %+ T T —1,)°
x + X, + X
1 2 3 i+ a2l 1

X, P — T, Py + 22, P3 + (X5 —X3) py—2 2, ps=0,
@, Py + (25 +1) Py + QX Xy + 2, 3) Py + (R T, T + T, X5) Py
+3x, x5 p;=0
Klammerbildung ergibt die Gl
(27 + 1) py + @ 2, o + 32, 2303 + (2 2, 74+ %5 75) Dy
+ (2 2, 2, + 2, z5) ps = 0.
Das aus diesen drei Glen bestehende System ist vollstindig. Fiir die
erste Gl ist
3 + “’g: 2y + 25, 23 75— 73, @} 23 4 2 7, 2y 7y + @5 %5
eine IBasis. Wendet man das Verengungsverfahren D 67 (b) an und
setzt man
2(2y, .0 @) = C(Y1s - - o5 Ys)s
Y= %y, y2=xf—|—:t§, Y3 = %3+ Zs, Yy = %3 25 — 3,
Ys = xfza—l— 2z, z, “’44“”2‘”5’
so wird aus den drei Glen {, = 0 und
(1) 22, (y, + 1) ¢, + [2(%) 24 + 7, 75) + 2, ¥5) Cy.
+ 42,y L, + [2(2) Ty + 22 %) (¥ + 1) + 325951, =0,
(2) 2z (y, + 1) Cy, + [2(2y 23 + 2, %) + 2, ¥5] Cy,
+ 4z ?/4Cy‘ 4 [2(2; 73 + %2 ) (2 + 1) + 3 , y5] Cy. =0.
Erstens multipliziere man (1) mit ;, (2) mit — z, und addiere dann beide

Glen; zweitens multipliziere man (1) mit x,, (2) mit z; und addiere dann
wieder die Glen. Man erhilt

(3 by, T (1 + 1), =0

und, wenn von der zweiten Gl noch das 2y;-fache der Gl (3) subtra-
hiert wird,

4) 29+ 1y, + 98, + 49,8, + 398, =0.

Fiir (4) erhdlt man leicht die IBasis

v3 Ya s
¥ +1° (. + 172 (y.+1)*
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und hieraus mit Hilfe des Einengungsverfahrens D 6.7 (b) fiir das System
(3), (4) die IBasis
Ya Ys(ya+1)—ys
®+1* Vi, +1p
also fiir das gegebene System die IBasis

Zy X5 — 23 @B+ ag+ (23 +1)2g3—2 2, 2, 2,
(2} + a3 +1)*’ Vit + % + 1) )

E. LINDELOF, Acta Soc. Fennicae 20 (1896), Nr. 1, 8. 53f.

5.30—5.32. Fiinf unabhiingige Veriinderliche; drei und vier Gleichungen.

22, p— 2 p;=0, 2%, p,— %P, +2;p;=0,
2, 2P + X T, Py + T; X5 P; =0
Vollstindiges System. Fiir das aus den beiden ersten Glen bestehende
Teilsystem erhédlt man mit den charakteristischen Glen die IBasis z, a3,
z, 22, 2, %;. Geht man nun (Einengungsverfahren) mit dem Ansatz
=0y, 42, %3)- =TT, Yo =T, Y= T,
in die dritte Gl hinein, so entsteht

yz(cyx + Clls) + Ys Cy: =0

mit der IBasis y;, — y,, u—’ Daher ist fiir das urspriinglich gegebene
System eine IBasis o
Ty T3 — Ty T, %
Xg Xy

2X, X Py + X Ty Py + T X Ps =0, 2XPy— Ty P, + T p;=0,
Ty T P3 + T T3 Ty Py + Ty T3 T3 p; =0

Vollstindiges System. Durch lineare Kombination der ersten und
dritten Gl 1iBt es sich in 5.30 iiberfiihren.

GoursaT, Equations du premier ordre, S. 96 (1) nennt COLLET als Verfasser
der Aufgabe.

P+2@,p, +3x,py+4 2,0, +b 2, p; =0,

TP, +2%,p, +3x3p; +4 2, p, + b5 p; =0,

TP, +3& Py + (T2, 0y —2) py+ (B, 2, — 22, + 4 a3) p; =0,
P +32, Py + (4 x, +2]) py +5(05 + 2, 3,) p;=0

Vollsténdiges System. Fiir die erste Gl kann man leicht eine IBasis
finden (die nachfolgenden Ausdriicke y,,...,y;). Man kann nun das

5:30
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Einengungsverfahren D 67 (b) anwenden. Setzt man
2(2g, %) =L(yy, .-, ¥5), Y1=2, Yp=225— 2,
Y3 =23 — 32, %+ 22}, y,=2,—4z,234 62z, — 324,
Ys =25 — by g+ 10 23 25 — 10 2} 2z, + 4 23,
so wird aus der ersten Gl cy. =0, und aus den iibrigen, wenn die Glen
noch durch lineare Kombination vereinfacht werden,

2 yzl,,, + 3yaC,, + 43/44-“ -+ 5?/55,,. =0,
Cp+ 498, +5u38, =0, 530, +(y,—443), =0,
d. h. das System 5-20.
E. LINDELOF, Acta Soc. Fennicae 20 (1895) GOf.

5.33—5-36. Rest.

(@, — @) P, + (®5— &) Py + (X — X5) P =0,
(@, — @) Py + (5 — T,) P; + (T — x5) P =0,
(xx3— Tg) Py + (X5 — T3) Py + (25— x5) P, =0,
(x4 — ) Py + (®5— ) Po + (X — ;) P; =0
Vollstindiges System. Eine IBasis ist

Ty Ao+ T, Xy X5+ Ty g+ X3 7.

Ty Py + Ty Py + Ty Py + Ty Py + T5 Ps + T P =0,
P +2%,py+3T3 P +4T,ps +5xps=0,
TPy + 223Dy +3 &, Py +4T5P; +5 X P =0,
X, X, Py +3T3P, + (1 Xy x5 — X, ) s + B Xy, — 2, s +422) pg=0

Nur die zweite und vierte Gl fithren durch Klammerbildung zu einer
wesentlich neuen Gl, ndmlich zu

x%?a+ 3z1x2p4+(4x1x3+2x§)p5+(5x124+ 5 2, 73) pg = 0.

Das aus diesen fiinf Glen bestehende System ist vollstindig. Man kann
das System durch wiederholte Anwendung des Einengungsverfahrens

D 67 (b) losen. Fiir die erste Gl ist % (»=2, ..., 6) eine IBasis. Dem-
gemaf wird
2@y, Z) =L oY) G= 0=2...6), y=gz
gesetzt. Dann wird aus dem System {, = 0 und
Gy 2928, +3y8,, + 49,8, + 598, =0,
Y2 Gy, + 2 y3€y,+ 33/44'11. + 4yscy,+ 5!/05,,, =0,
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!Izcy,'*—31/3:,,4’{‘(7!/2!/3_y4)cy.+(8?/2y4_2y5+4y§)cv.=0’
L +3%l,+@u+290)L, +6yu+5y.9)(,=0,

d. h. 5-32.
E. LINDELOF, Acta Soc. Fennicae 20 (1896) 60f.

S p,=0, Y xip =0 535

y=] y=1

Durch Klammerbildung entsteht das System 5-36.

3 p=0, Jxp=0, ) aip=0 536

r=1 y=1 r=1
Vollstindiges System. Fiir die erste Gl ist eine IBasis z, — z,
(»=1,...,n—1). Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens D67 (b)

z(xli""xn)=u(y1""’yu—1)’ Yy =2, —z,
gesetzt, so erfiillt z von selbst die erste Gl, und aus der zweiten Gl wird
n—1
2 Y, =0
y=1 v

mit der IBasis y,/y,_, (=1, ..., 72— 2). Damit hat man fiir die beiden
ersten Glen eine IBasis gefunden, namlich

z, — Z, ( 1 %)
_ v=1,...,n—2).
Tp—1 — Zn
Wird jetzt

Zn

22y, oy @) =0y, Eys), & =T

Tp—y — Ty

gesetzt, so erfiillt z die beiden ersten Glen, und aus der dritten wird

n—2
e -1, =o.
vel
Fiir diese Gl ist
5! —1 En—a

: E_T_l (v=1,...,n—3)

eine IBasis. Fiir das gegebene System bilden somit die Doppelverhiltnisse

Ty = Tp—1 Tp—g — Ty

v=1,...,n—3)

Ty — Xy Tp—g — Tp
eine IBasis.
SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung III, 8. 579. Vgl. auch G. PFEIFFER,
Giornale Mat. 69 (1931) 232—236. Wird noch eine Gl Yz} p, = 0 hinzugefiigt,
80 hat das System nur die triviale Losung z = const.
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6. Nichtlineare Differentialgleichungen mit zwei unabhdngigen
Verdnderlichen.

61—6.13. ap®+---.

p’=aq+b; Typus F(p,q)=0.

z=Azx+ é————b y + B.
Fiir die Gewinnung weiterer Integrale aus dem vollstindigen Integral
8. D g«5. Z.B.ist im Falle a =1, b = 0 die IFldche, die durch die Parabel
z =% y =0 geht, 1
fiir y<< 1

PPrg+z+x=0

Fiir z 4 z als gesuchte Funktion ist die DGl vom Typus D 11-3. Macht
man daher den Ansatz

x4z2(2z,9)=0(¢), Eé=z+4+24y,
so erhilt man die gewohnliche DGI
U=1—A+ JAa2—24—¢,

und hieraus zur Bestimmung eines vollstindigen Integrals die Gl

R+(A—1)1og|1—A+R|+;-+Ay=B mit R2=A2— 24—z 2

p:+aq=bx+cy; DGl mit getrennten Variablen.
Ein vollstindiges Integral ist
. 2
Z=:‘:§%(bx+‘4)g+%’/_—--§y+ B fiir b0,
z—Ax+———y+B fiir b = 0.

p’=axq+bxy; DGl mit getrennten Variablen.
22 7 24y—b
=+ 5 VA5 L+B.
Sonderfall bei Morr1s-BrowN, Diff. Equatlons, S. 293 (24), 394.

pt +xp=q; DGI mit getrennten Variablen.
A2 2 — 42 .
z=Ty—%—:]:%Vx2+A2-_-[:T HtSm%—{—B
und fir |z|>4>0
ye R BT At
z=——-1—y—-%i--4—}x2—A2:F(sgn z) -5

wobei Ar @of positiv zu wihlen ist.

gl+B
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PP+xp—yq+22=0
Aus den charakteristischen Glen erhilt man das Vorintegral p =24 ¢?;

daraus folgt z=24 zy® 4 ¢(y). Trigt man das in die gegebene DGI
ein, so bekommt man ¢ und damit

=2AzyP+ A2y + By
Ein vollstindiges Integral ist auch
=t 2],
Zu dem letzten Integral s. MansioN, Equations du premier ordre, S. 250.

3p?+xp + (y+2) q==z; Craraursche DGL
Ein vollstéindiges Integral ist
z=Ax+ By+ 3424 2 B.
Ein Integral ist auch
r=—2 4+ B(y+2).

Ein singuldres Integral ist hier nicht vorhanden.

pP+ayp +bg=c; Typus D 114.

—_— A2
z=Az+ﬁ__5ﬁ_y_‘_‘2‘_‘;yz+B.

J. GRAINDORGE, Mémoires Liége (2) 5 (1873) 52.

PP+ay’q+ayz+byt=0
Fir u(z,y) = y2(x,y) erhdlt man die DGl mit getrennten Ver-
énderlichen
ui=—ayu,— by
und hieraus das vollstindige Integral
b A2
yz—-—-—a—t—ty‘—l—Az—}—W—i—F

Ein vollstindiges Integral ist auch

b a
yz=— ;' — 5 @@+ 4+ B.
Fir einen Sonderfall bei Morr1s-Brown, Diff. Equations, 8. 293 (40), 895.

P’ +ay’q=>b; DGI] mit getrennten Verinderlichen.

st Bt

J. GRAINDORGE, Mémoires Liége (2) b (1873) 52,
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611 p*—y3q=a2—y?; DGI mit getrennten Verinderlichen.
Ein vollstindiges Integral ist
4 A
c=+ (5V@+ 4+ Fo@)— 55 +logly| + B

mit
Ar Sin'f‘%— fir 4>0,
@(z)=1sgn z - Ar Cof —V—'—LI—A fir A<0 und |z|>|4],
0 fir 4=0;
dabei ist in der ersten Zeile unter At @of » der positive Zweig zu ver-
stehen.

Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGle1, S. 385, Beisp. 2 (5), S. 822.

612 p*+azq=>b2% Typus Di1r3.
z=Bexp[(zx+ Ay) R] mit R= ——(—l,.—;:i:%]a"’A2+ 4b.
Ein Integral ist auch

z=A4de®* .

613 p:+az(yq—=2)=0
Fir log |z(z, y)| = (=, 7), 7 =log |y| wird aus der DGI die DGI

D 112
Z4al,—1)=0

mit dem vollstindigen Integral
A2
t=Adzt (1—71—)7;—{-3.
Vgl. auch Jur1a, Exercices d’Analyse IV, S. 196.

6:14—6-20. f(x, y,2) P> ++--.
614 x*p>=gq, DGl mit getrennten Variablen

:=2V4z+ Ay + B.

615 x2p*—y2q==2; Typus DI16.

Fiir z = u(x) 4 v(y) erhilt man
22U —u=y?v +v.
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Diese Gl ist erfiillt, wenn die linke und die rechte Seite Null ist. Damit
erhilt man das vollstindige Integral

z=Aexply+£(logx+B)2.

(xp +2)=q 6-16
Fiir w(z, y) = z z entsteht die DGl 6-14
T w: =w,,
also ist
z=2 ‘/g-]— é—yf-—B

ein vollstindiges Integral. — Geht man mit dem Ansatz

2= u(2) + v(y)
in die DGI hinein, so erhilt man
v'(y) = [z v/ (%) + u(zx) + v(y)]2
Diese Gl ist erfilllt fir
zuw Fu=0, v =12

Damit erhédlt man das vollstindige Integral

ForSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 822, Zeile 4ff.

x2p? +ayzq=>2?; gleichgradige DGI. 6-17
Fir z(z, y) ={(&,n), § =log z, n = log y entsteht die DGI 6.12
E4all,=b02

z(x+1)p*—2x2p—y’q +2:=0 618
Bei anderer Zusammenfassung lautet die DGI
(Fp—2Pf+2p°—y*q=0,

ist also vom Typus D 11-17. Mit der EuLERschen Transformation D 11.15
wird aus ihr die quasilineare DGI]

X2Z, + Y22, = — 78,
Losungen dieser DGI erhélt man aus

y=-p+oli-3)
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fir eine beliebige stetig differenzierbare Funktion (u). Damit erhilt
man fiir die Integrale z der urspriinglichen DGI die Parameterdarstellung

Z: (A~ 1 1 1 1 1 1
Firr Q(u) = (4 4 1) u 4 B erhilt man hieraus das vollstindige Integral

(52— B)z= (1% V4"

Vgl. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen. S. 388, Beisp. 4, S. 826.

y@*+1) (@p—2)+z(pP’+) =@ +1gq
Mit der EuLErschen Transformation D 1115 wird aus der DGl die
quasilineare DGI
(X2 1)Zy 4+ (Y24 1) 2, = — Y (Y2 + 1) 22,

Aus den Losungen

X—Y
= 2 =
r+Q (1 + XY
dieser DGI erhilt man Losungen der urspriinglichen DGI in der Parameter-
darstellung
_ 2204+ o _
r= — mg(), z-—xX——-Z,
mit
_ 2 Xy
I=prowm “Titxy

22p*+azq=bxr+cy
Fiir u(z, y) = 2* entsteht die DGI mit getrennten Variablen
u; —4bz=4dcy—2av,.
Aus dieser erhdlt man das vollstindige Integral
=gpbetai4ip Lyt B
Fiir einen Sonderfall bei Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 293 (42), 395,

6-21—6.33. apq +---.
Pq=a

Die Charakteristiken sind gerade Linien. Ein vollstindiges Integral ist
z2=aAdzx+ % + B.
Vgl CoUraNT-HILBERT, Methoden math. Physik 1I, S. 77f.
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Pg=azxy+d 622
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale p* — a ¥2,
¢*— a 22, Fiir ¢2 — a 22 = A ergibt sich weiter

— d
Fir b= 0 vgl. auch D g-6, Beisp. 2.
pq=2*; Typus D 11-3. 623
Ein vollstindiges Integral ist
2
2= (22—;1“ (A22+y+ B))z—a fir a &= 2,
z=Bexp(Ax+—gi) fir a = 2.

Fir den Fall a =1 s. auch D g2 (¢), 9:3, 95 (¢).

pq=Ax"y 2*; gleichgradige DGI. 6-24
Fir z(z, y) = {(£,7) und
a+1 b+1
P Py fira—1, n—= I fir b+ -1,
logx fira=—1, logy firb=—1
wird p=2°{, ¢ =19 {, und somit aus der DGI der Typus D 11-3
Ll =4ACL. .

Ist weiter ¢ &= 2, so geht diese DGl fiir { = u*° in die DGI 6.21
(1) ugu, = A (1—%)2

dber. Ist ¢ = 2, so entsteht aus der DGI fiir u =log { die DGI (1) mit 4
als rechter Seite.

pPq+ap=>bz; Typus D 11-3. 6-25
Fir z(x, y) ={(§), £ = x 4+ A y erhilt man die gewShnliche DGI
240 =—aL V446 +a,
und daher ein vollstindiges Integral aus
b(x+Ay)+B=R+alog|R—a| mit R2=4A4bz+ a2

pq=ap +bgq; Typus F(p,q) = 0. 626
2=Az+By+C mit AB=aAd+bB.
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627 pg=xp+yq
Aus den charakteristischen Glen erhilt man z. B. die Vorintegrale

%. P—2yp, ¢—2zq, (Pe?+2+y)(p+a),

und hieraus vollstindige Integrale in den verschiedenen Formen
2=t L B i=zy+z)P+ A+ B,
2=xy+ny2+A+B,

e=zy+y [VETAddi+g[VFtdan+ B

mit {=2z+y, n=2—y.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 427, 7 (3), S. 840f.

628 pq+xp+yq==z; CLarAUTsche DGl

Ein vollstindiges Integral ist

z=azx+by+abd,
singulires Integral ist z=— zy.

629 pg+ayp+bxq=0, ab=0.

Man kann auf verschiedene Arten vollstindige Integrale finden.

(2) In der DGI lassen sich die Variablen trennen. Man kommt so zu
dem Ansatz

ptbz__ , qtaey 1

bz ay 4
und zu dem Integral

A4—1
2= (bx2——%y2) + B.

(b) Wird die DGI in der Gestalt
p4q 4 9 __
zyTa,Toy=
geschrieben, so erkennt man, daB sie gleichgradig ist. Fir

A ) =L, E=2h n=1°
wird aus ihr die DGI 6.26

28,8, +ali+bt,=0
Damit erhilt man das vollstindige Integral
z=A(x2 +2Ay)+0
d. h. wieder das in (a) gefundene.
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(c) Wenn ab> 0 ist, kann man Zahlen ., § so bestimmen, daB a = 4«2,
b= 4 B? ist, wobei beide Male die oberen oder beide Male die unteren
Vorzeichen gelten. Wird

2(z, y) =L(¢,n), é=fz+ay, n=Fz—ay
gesetzt, so erhidlt man die DGI 6.85

L& =010,
Auf diese Weise wird man zu einem anderen vollstindigen Integral gefiihrt.
Vgl. ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427, 7 (3), S. 841.

(p+a)(q+b2)=c; Typus D 113. 6-30

Man kann auch benutzen, daB ¢/p ein Vorintegral ist und weiter nach
D 9-3 verfahren.
p(q—siny) =sin®; DGl mit getrennten Verinderlichen. 6-31

z=Acosz—cosy——%+B.
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 293 (26), 394.

2pq+yp+xq) +x® +y*=0 632
Man erhilt das Vorintegral p + ¢ + 2 4+ y aus den charakteristischen

Glen und kann nun D -3 anwenden. — Wendet man die Transfor-

mation

x2 y2 z—y x + y
, =2z > 5 = —, = —
CEm=2+5+%5, § 7z 1T
an, so erhilt man die DGI 674
g-g—2p
ForsSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 895, Beisp. 2 (2), 8. 827.

pkgq+ax+by+cz)=1, c0. 633

Firr u(z, y) =— bc——k +az+ by -+ cz(x, y) entsteht die DGI 6-30

(u, —a) (cu + ku) =c
Vgl. auch Forsyrs, Diff. Equations V, S. 160f.

6.34—6.42. f(x,y) Ppq +---.

2xpgq—zq=a 634
22 =2(y— 4)(Bzx— a).
ForsyTH, Diff. Equations V, 8. 161.



635

6-36

196 E. 6. Nichtlineare DGlen mit zwei unabhingigen Veranderlichen.

2xpq—zq+ap=0

Aus den charakteristischen Glen erhéilt man das Vorintegral pg. Lost
man pq = A und die gegebene Gl nach p, ¢ auf, so ergibt sich

ap=—Az+ Jadz+ A222, 2q=Az+ Vadz+ 422°.
Diese Glen lassen sich leicht losen, wenn z = 22u(z,y) und weiter
v:=a A u + A% gesetzt wird. Man erhilt
3
(a Az A2 x2)7—~g~aA2(xz +ay) = A43%2% 4+ B.
Vgl. auch ForsyTH, Diff. Equations V, S. 161f.

ypq—zp+aq=0, a=0.

Losungen sind offenbar die Funktionen z = const. Um die von diesen
trivialen verschiedenen Losungen zu erhalten, kann man gerade bei dieser
DGI verschiedene Methoden anwenden.

(a) Die charakteristischen Glen sind
(I) ’ =9 — ’ — m2 4 =0
@) =2ypg—zptag, PO =p° ¢ =0.

Aus ihnen erhidlt man das Vorintegral ¢. Wird ¢ = A4 gesetzt, hiermit
aus der gegebenen DGl p berechnet und dann integriert, so erhilt man
das vollstindige Integral

(2) 2=Ay4+ |2a Az + B.

{ ¥t)=yq—=z2, Yyt =yp+a,

(b) Wendet man die LEGENDREsche Transformation D 11-14 an, so
wird aus der DGI
7. %2 _aY
p.¢ X Xz
Das ist eine gewShnliche lineare DGI fiir Z, wenn Y als Parameter an-
gesehen wird. Damit findet man Z und sodann durch Riicktransformation

fiir z die Parameterdarstellung
aY , a , aY
3 z=207)+ 355> y=X.Q(Y)——2—X—, z=XY.Q(Y)—|—2—X

wmit willkiirlichem £. Hierbei ist X &= 0, d. h. z, &= 0 vorausgesetzt. Ist
fiir eine Losung z, =0 in einem gewissen Gebiet, so folgt aus der DGl
auch z, = 0, man erhilt also die triviale Losung z = const. Weiter isu
bei der LEGENDREschen Transformation

0(zz. zy) °

—5(;:1—/_)—4:0’ d. h. 2y — %y ¥ 0
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vorauszusetzen. Ist in einem gewissen Gebiet z,,z,, — 22 =0, so folgt
aus der gegebenen DGI durch Differentiation nach x und y

2,2(Y2, —2) + 2, (y2, +a) =23,

2y (U2, — 2) +2,,(y2, +a) =0,
und hieraus 22z,, =0, 22z, , = 0. Ist in einem Gebiet z, =0, so hat

z “yy z "y
man den schon vorher behandelten Sonderfall. Ist dagegen 220, so

folgt z,, =2,, = 0 und daher z, = const, also z=A4 y (). Trigt
man dieses in die DGI ein, so kann man ¢ bestimmen und erhilt wieder
das vollstindige Integral (2).

Wihlt man in (3) etwa Q2(Y) =§ Y + B, so kann man aus (3) die

Parameter X, Y eliminieren und erhilt das vollstéindige Integral

e =222 (y £ VP +ad).

(c) Die EuLERsche Transformation D 11-15 fiihrt in den beiden Formen
(c) x=Zx, y=Y, z2=X2,—2, 2,=X, 2, = —Zy
und
() x=X, y=2y, 2=YZy—2, z,=—1Zy, 2,=7Y
zum Ziel.
(¢,) Durch die Transformation wird aus der DGI die lineare DGI1
X2Zy+(XY+a)Z,=XZ
mit den Integralen

X2
Durch Riicktransformation gewinnt man fiir die urspriingliche DGI die
Integrale in der Parameterdarstellung
x = Q) — (u + j‘{‘;) Q@), r=2X—XQu) mit u=205F2
Untersucht man, welche Integrale durch die erforderlichen Voraussetzungen

X =0, d. b. 2,50 und durch 2., 3= 0 verloren gegangen sind, so findet
man, daBl Aas nur die trivialen Integrale z = const sind.

Withlt man insbesondere Q(u) = A u 4+ B, so erhilt man wieder
das vollstindige Integral (2).

Vgl. auch SERRET-SCHEFFERS, D- u. IRechnung IIT, S. 634f.
(cz) In diesem Fall wird aus der DGI
ZZy=al, also Z°=2aX7Y+ 20(Y).
Riicktransformation fiihrt zu der Parameterdarstellung

_ 2 9o l[azx+ 8277
z—y?Y) 2azY+22(Y), y T 2az¥Y+202(Y)

Z=XQ(2—&L¥'—).

6-36
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Wihlt man Q(u) = Au — B, so erhilt man das vollstindige Integral

By az+4
az+ 4 2y °

z =

(d) Um eine IFliche durch einen gegebenen Anfangsstreifen zu erhalten,
kann man fiir die charakteristischen Glen (1) die Losung-a bestimmen,
die fiir ¢ = 0 das Integralelement ,, ¥,, 2y, Po = 0, g, enthalten. Aus den
beiden letzten charakteristischen Streifen und der gegebenen DGI erhilt

man
1 1
) 9=4» ,=p —bt yPg—2ptag=0
Trigt man dies in die beiden ersten charakteristischen Glen ein, so ent-
stehen die Glen

= 2% — vy DY

Hiermit wird

B_t), y—— 2P%te
(5) x'—xo'*‘“%( Po)’ = 2Po(Pot—‘1)+2P (Pt —1).
Aus der dritten Gl (4) erhilt man weiter
_ 23 YoPo+a
(6) = — o (FlPEl 4 a(pet — 1)),

Damit sind die charakteristischen Glen integriert. Will man eine IFliche
durch den Anfangsstreifen
T=w,(8), y=wy(s), z2=03(3), P=0y(8), ¢=w;(s)
haben, so sind diese Funktionen so zu wihlen, daB sie die partielle DGI
und die Streifenbedingung
wy = W, 0] + o w,
erfilllen. Trigt man nun in (5), (6)
Ty = Wy, Yg= Wy, 32 =03, Po= Wy, o= W5
ein, so liefern (5), (6) die IFliche in einer Parameterdarstellung mit den
Parametern s, &.

SERRET-SCHEFFERS, 8. a. 0., S. 626—629; dort noch weitere Umformungen
der Parameterdarstellung.

pkyq+axr+by+cz)=1, k=0.
Aus den charakteristischen Glen folgt
+ (k+ c) g+b

Das hieraus sich ergebende Vorintegral sieht verschieden aus, je nachdem
k+ ¢ == 0 oder = 0 ist.
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(8) ¥+ c=+0. Dann wird
b -1-2
q=—k+c+A?/ k,
alse

_ b k4 -5
r=—i3 ¥4y " toe@.

Trigt man dies in die gegebene DGI ein, so erhdlt man

(1) (cptazx)g =1,
also fiir u(z) = cep 4+ a z die DGI
wu’
autc L,

bei der die Fille @ 5= 0 und @ = 0 zu unterscheiden sind.

(b) k+c¢=0, also ¥ =—c¢. Dann wird

g= ;l:- log y + 4,
also
z=§y(10gy— )+ 4y +e(=),

und fiir ¢ erhdlt man wieder, die DGI (1).

Ist k¥ 4 ¢ == 0, 50 1Bt sich die DGl durch die Transformation

szt ytor=0En, E=z, n=logy
auch auf den Typus 6-30
Ce—a)(kl, +cl)=07c?

guriickfiihren.
Vgl. ForsyTa, Diff. Equations V, S. 161.

@—y)pg+(@—2)p+(z—y)q=0 638
Durch die LEGENDREsche Transformation D 11-14 entsteht die DGI 2-29
X@Y—X+ 02 _yeX—Y+)Z—(¥—X)2
mit den Integralen

(1) Z=(X+7Y—1)0Q@), u=(_x_‘*:xl’r;1)_’

fiir eine willkiirliche stetig differenzierbare Funktion £. Hieraus erhalt
man fiir die urspriingliche DGI die Integrale in der Parameterdarstellung

z=zX+yY -2, z=9(u)+§(2x—y+1)g(u),

y=2w) +3 QY —X+ 1)),
wozu noch (I) kommt.
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zypqg=1

Fir z(x,y) =C((&,n), E=logx, n=1log y entsteht die DGl 6-21
{¢ €, = 1. Damit erhdlt man das vollstindige Integral

z=Alogx+l—°il+B.

Die DGI 148t sich auch als eine DGl mit getrennten Verdnderlichen be-
handeln.

xypq==2? gleichgradige DGI.

Fir z=4 %", £=1logz, n=1logy erhilt man die DGI 621
C5 C,, =1.

@+1)p(@—1) +xy*q=0
In der DGI lassen sich die Verinderlichen trennen:
2 11 2
22 4 p= ¥ q

z 1—¢q°

Damit erhidlt man das vollstindige Integral

A arctg —j’i bei oberem Vorzeichen,

A’
2:i—2—108(12+1)+-3+ Aﬂng_z_ oder Aﬂrdtg%

bei unterem Vorzeichen.

[A—=z)—y]l[1—a) 1—p)—2]lg=a(l—x)®

Fir z=(1— ) Z(u), u= (_1____"/7)5
fiir Z(u). Daher ist ein Integral, das an der Stelle x =0, y = 0 regulir
ist und fiir y = 0 den Wert 0 hat,

z=(1——x)oleq~‘(1— l—fz)du.

0. PerroN, Math. Zeitschrift 5 (1919) 157f.

erhilt man eine gewdhnliche DGI

6.43—6.48. f(?) pq +---.

643 z2pg=ap+bz; Typus D 113.

—aloglaf V4Adb22+a|LV4db22 fa?=2b(z+Ay+ B).
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Fpg=xp +yq

6-44
Aus den charakteristischen Glen erhiilt man das Vorintegral £ und
hiermit nach D 9-3 das vollstindige Integral

1
22=E(Ax—{—By)2+C’.
zpg+rPyp+xyiq=1ryz 6-45
Fir 22=1{(£,7n), § = 2% 7 =y? erhilt man die Cramrautsche DGI
D 1112

C-—;EC;+77§”+C§C,,»

und hieraus das vollstindige Integral
22=Aax*+4 By*+ A B.
Singuldres Integral ist z = 0.

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (35), 395.

(z+a)pg=>b2? Typus D 11-3.

6-46

Fir z(z, y) = {(§), £ = x4 A y erhilt man die gewdhnliche DGI
AC+a)l? =522

und hieraus

t+B=1 )2 [

Das Integral liBt sich mittels der Substitution { + a = u? leicht aus-
werten. Eine Ldsung ist auch z = 0.

(a+b)zpg+axq+byp=0; gleichgradige DGI.

6-47
Fir
2

d%w=ﬂ&m,f=%,n=§

entsteht die DGl D 11-3
@+ 8L:L, +at,+be =0.
Aus dieser erhdlt man als vollstindiges Integral
aB4bA

z’ = 0—' —(—C-l——rb)—A_E (A x2 + B yz).

22pg=xy+a 6-48
Fir 2 u(z, y) = 22 entsteht die DGl 6.22

u,u,=zy -+ a.
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Zur Losung der gegebenen DGl kann man auch bénutzen, daB sie die
Vorintegrale

2pP—y? 2g¢—a? (xp—yg)2
hat.
Juria, Exercices d’Analyse IV, S. 144—150.

6.49—6.54. (- ) p* +(--).Ppq +-:--=0.
ap?+bpqg=cz?;, Typus D 113
z=Cexp[(Adz+ By)R] mit R*’=

¢
A@A+bB)"
rzp: —pqg+ay’=0

Aus den charakteristischen Glen erhdlt man das Vorintegral pe™?.
Hiermit und mit der gegebenen Gl bekommt man das System

p=Ae, g=_ eV LAz,
und hieraus schlieBlich das vollstindige Integral
z=Axe”—-—§-(y2+2y—|- 2)e~¥ + B.

ep>+ypq=1; DGl mit getrennten Veranderlichen.
Aus

a:p-——%—:A, yg=—4
erhilt man das vollstindige Integral
2=Viz + 4% + A log |——“”y‘4’_‘4!+3.

axp’—(ay+b)pq +cy(ay +b)2=0
Aus den charakteristischen Glen erhilt man das Vorintegral p/(ay - b).
Hiermit und mit der gegebenen Gl erhilt man fiir z das System

p=A@@y+b), g=cdztoy
und daraus das vollstindige Integral
z=Ax(ay+b)+%§+B.

+)yp*+xzpqg=4xy; gleichgradige DGI.
Fiir z(z, y) = (&, ), & = 2% n = y* entsteht die DGl D 11-3
¢*+1) C§+CC;C,,= 1.
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P +22pq==22% Typus D 113.
Tiir z(z, y) = {(§), £ = A4 z + By erhilt man die gewohnliche DGI
(42+ A B3 (=12
und hieraus das vollstindige Integral

+(4z+ By+0) =R+ Alog 24

z

mit RZ= A B2z% 4 A2,

6.55—6.68. ap> +bq’*=f(x,y), (2,9, 2).

P> +q2=a?; Sonderfall von 6-56.
Integrale sind z. B. die Ebenen
z2=Ax+ Py+C mit 424+ B?=q?

Die Charakteristiken durch jeden Punkt &, %, { bilden einen geraden
Kreiskegel, dessen Achse parallel zur z-Achse ist und der selber eine
IFliche ist.

Ist die IFliche gesucht, welche fiir ein festes & die Kurve
x=¢§&, y=1n z=ow@m) fir —co<n<+o00

enthdlt, so ist z(§,7)=w(y), also z({,7) =w'(7), es muB also
|@’(n)| < @ sein; nach der DGl ist dann z,(¢,7) = + Va2 — w. Aus den
charakteristischen Glen

dt)=2p, y@)=2q, ZO)=2p"+2¢ P()=0, ¢(t)=0
findet man daher

p=tlF—a? g=0o,
z=§;{:2tVa2—-co'2, y=n+2t0, z=ow()+ 2a?t.

Die drei letzten Glen konnen als Parameterdarstellung des gesuchten
Integrals angesehen werden.

Durch Flimination von ¢ und » erbilt man fiir
() =o: z=cta(@—§);
om=a+pn: z=ctpyt(e—§le—p
om=y+gV1+a+pn: z=y+35 1+hE—OF+@+Fyr

Zur niheren Diskussion der DGI und zu ihrer Bedeutung fiir die geometrische
Optik vgl. CoURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 74ff. HaMILTON-
PrANGE, Strahlenoptik, S. 204.

6'54

655
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ap? +bqg®=c; Typus D 1I1.
Ein vollstindiges Integral ist

2=Az+ By+C mit ed®4+bB=c
oder auch

#_(x—4P  (y—B?
= & T & -

pP*+q*=ay +0b; Sonderfall von 6-74.

z=Az+(ay+b— 4y + B,

Fiir das Auftreten der DGI bei Bewegungen unter dem EinfluB der Schwerkraft
s. DarBoUX, Théorie des surfaces I, 2. Aufl., S. 462,

P +q>=a +y; Sonderfall von 6-74.
2 2 3
s=3 @+ +50—4 +B.

ForSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 384f.

P +q2=2x%+y?* Sonderfall von 6.74.
. 2 1 42 g ArSin = o 22 g fAr&of y
2z=wfR L AL A RSy P F AT L Y 4B,

wobei das bei Ar @of stehende Argument > 1 angenommen ist.

pPre=a+zy +y

Fiir z(x,y) =((&,n), 2&=2+4+y, 29 =2 — y entsteht die DGI
mit getrennten Verdnderlichen

G—68=29—1(.
Hieraus erhilt man das vollstindige Integral
2= (V684 AdE+ [V2nr— Ady+ B.
Die Integrale lassen sich mittels der hyperbolischen Funktionen noch

auswerten.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427, 7 (1), S. 840.

pPP+qgt=azx" +by" +¢; Sonderfall von 674.

z= j;f}'ax”‘-{—Adx_—_{:f Voy* +c— 4 dy.
Vgl. auch DarBoUX, Théorie des surfaces II, 2. Aufl,, S. 469f.
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Pr+gi=——n— +b 662
EXTs
Fir z(z, y) = (0, %), x =pcos?, y=psin® erhilt man die DGI]
mit getrennten Verdnderlichen
*l,—be*—apg=—0;,
und hieraus das vollstindige Integral

CoURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 15f.

P +q*=[f(x); Sonderfall von 674. 6-63
z=Ay+Bj:fo(x)—A2dx.

Fiir das Auftreten der D Gl in der DGeometrie s. DARBoUX, Théorie des sur-
faces III, 1. Aufl., S. 29f.

P +t=[(=*+9y?) 6-64
HamiLToNsche Gl fiir die ebene Bewegung eines Punktes unter dem

EinfluB einer Zentralkraft. Vgl. I C 926. Aus den charakteristischen
Glen folgt

(q) —(yp) =0, also zg—yp=4.
Aus dieser Gl und der gegebenen Gl folgt fiir 2 = 22 | 4?2

p=— L L5V =&, o= LVr 0 — 2,

also fiir e = r?

z2=—A arctg%i%f}/gf(e?)—-[ﬂdg+B.

P +q¢*=f(x,y); Typus D 11.13. 6:05
Schreibt man die DGl in der Gestalt
(1) PAC L U,y =0,

80 hat man die HamiLTOoNsche Gl fiir die ebene Bewegung eines Punktes.

Die charakteristischen Glen ohne die mittlere Gl, d. h. ohne die Streifen-
bedingung lauten

S)=p, yW)=¢ PO=—-U, ¢O)=-1,.
Aus diesen folgt

() =—U,(z,9), y'tt)=—U,(x,y).
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Es lassen sich also x = z(t), y = y(t) als die Glen fiir die Bewegung eines
Punktes mit der Masse 1 ansehen, und zwar einer Bewegung, die unter
dem EinfluB einer Potentialfunktion U (z, y) erfolgt. Aus den charakteri-
stischen Glen folgt

2 2
PIC 4 U, 9) =0

Es ist also pz-—;:—q' die kinetische Energie, und die obige Gl ist der Aus-

druck fiir den Energiesatz. Hat man eine einparametrige Schar von
Integralen z =y(x, y, 4) der DGI (1) mit |y, ,| 4 |y,,| > 0 gefunden,
so sind die Bahnkurven der Bewegung nach D 11-13 die Kurven, die der
Gl y, = const geniigen.

BIEBERBACH, DGlen, 8. 290f. Allgemeiner bei WHITTAKER, Analyt. Dynamik,
S. 336.

Die DGI ist auch fiir die geometrische Optik von Bedeutung. Liegt ein unhomo-
genes (aber isotropes) Mediup mit dem Brechungsindex f(z, y) an der Stelle z, y
vor, so sind die Charakteristiken der DGI die Wege der Lichtstrahlen, und z = const
gibt die Wellenfronten an. Vgl. CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II,
S. 4.

ap?+bqg:=cz; Typus D 113.

c 3
z=m(‘4x+By+0)2 sowie z=0.

p? +q2=(x® +y?) z; gleichgradige DGI.
Fiir u(z, y) =2 V2 erhilt man die DG1 mit getrennten Verinderlichen
ul— 2=yt —u,
also
u::f}x”-}—Adx—}-nyz-—Ady-{— B;

die Integrale konnen ausgewertet werden.

p?+q:=az?+0b; Typus D I1I3.
Fir z(z, y) = (&), § = Az + By erhilt man
2 % _ .
LVE+ B [y =t
Fiir a =1, b = 0 wird insbesondere
Az By
N
Firr Sonderfille s. JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 113f., 135—140.

z = C exp
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6.69—6.74. f(x, y) p* + 9(x,y) ¢* = h(x, y, 2).

zp’—yq’=x +y; Sonderfall von 6.74. 6-69
— a4 Viz+ 4] + V=] )
=T A+ g s [V

:{:(V;(_A—:E—Aa.rctg ?)4—3

fir x(x+ 4) >0, y(4 — y) > 0; die Vorzeichen vor den Klammern
konnen unabhingig voneinander gewdhlt werden.

axp® +by?q?=7z"; gleichgradige DGl 670
Fir z(z, y) = {(&, 1), £ =logz, n =log y wird aus der DGI
ali+ b=

und aus dieser fiir
2

C—{uz—c bei <=2,

6“ bei c=2
die DGI 6-56
(2—50)2 fir ¢ 2
aui +bu; = fir ¢=2.
(x +a) (x+a) p’—(y +a) (y +a,) ¢ 671

=a |z +a,+b |y +a,+ c(x—y); DGl mit getrennten Veranderlichen

Ein vollstindiges Integral ist

_ AtcztalzFa, ]/A-{—cy——blfy-i-a2

=[) Craare e+ [ VS a1 8,

Die DGl mit 2a =m, +m,, 2b =m, — my und mit 1,, 4, statt x, y
ergibt sich, wenn man die HamiLronsche Gl 6.65

p’jqa—l-u(xsy):c’ U=—-"20_1

7 Ty
fir die Bewegung eines Punktes der
Masse 1 in der =z, y-Ebene unter dem

EinfluB der Gravitationskriifte, die von %

den in z=-+41, y=0 befindlichen
Massen m;, m, ausgeiibt werden, auf
elliptische XKoordinaten transformiert.
Einem Punkt 2, y werden dabei als Fig. 16.
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elliptische Koordinaten die Parameter 4, 4,(4; <<4,;) zugeordnet, welche
die beiden durch z,y gehenden Kegelschnitte
z8 y?
R RRRY!
bei festem a, > a, > 0, a; — a, = 1 bestimmen.

Vgl. BIEBERBACH, DGlen, S. 291—294.

4y(a—=) (b—z) (c—z) pP—4x(a—y) (b—y) (c—y) = (x—y) zy
Dividiert man die DGI durch z y, so lassen sich die Variablen trennen.
Man bekommt dann das vollstindige Integral

FEEA IEPS
2“/ W@ o +2f‘/ N WtB

N(z)=(a—z)(b— ) (c — 2).

Die DGI tritt bei der Berechnung der geodatischen Linien eines Ellipsoids mit
den Halbachsen a, b, ¢ auf. Vgl. CoURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II,
S. 94f.

mit

2—1)sin2x +q2=0; Sonderfall von 6-74.
p q 74
Ein vollstindiges Integral ist

z=A4y+ B:tfl/l—;;]r’

Fiir das Auftreten der DGl bei der Einfithrung orthogonal-geodatischer Para-
meterlinien auf der Einheitskugel vgl. KNoBLAUCH, Differentialgeometrie, S. 459.

f(@) p®+9@¥) ¢?=¢(x) + P(y); DGl mit getrennten Verinderlichen.

= [1/%% d+fV ~4 44+ B.

Fiir das Auftreten der DGI in der DGeometrie (LiouviLLEsche Flachen) s.
DarBOUX, Théorie des surfaces III, 1. Aufl., S. 9f.; dort werden anschlieBend auch
verschiedene Sonderfille behandelt.

6-75—6-80. f(:t, Y, z) p2 + g(:l,', Y, z) q2 = h(:l,‘, Y, z)'

675 ap®+bzg*=c?* Typus D 113.

bBz=—adt+ (255 (4n +By+o))
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z(pP—g)=z—y 6-76
Fir z(z,y) =((&, ), §=2—y, n=x + y erhilt man die DGI
400, =¢,

und aus dieser mit dem Ansatz { = u(£) v(n) fiir die urspriingliche DGI
das vollstindige Integral

82°=[3(z— y)* + 4] [8(z + y) + B].

xzp’—yzq®=x +y; gleichgradige DG 6-77
Fir
u(x, y) = ';,2»’ z%
erhilt man die DGI 6.69 mit getrennten Verinderlichen
z(ul—1) =y +1).

22(p® +q®) = x® +y?; gleichgradige DGL 678
Fir 2 u(z, y) = 2* entsteht die DGI 6.59
ul + ul = 2% 4 o2
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 386, Beisp. 2 (1), S. 821.

2*(@ap® +bq?) =22 +¢c; Typus D 1r3. 679

Die Anwendung von D 11-3 fithrt zu dem volistéindigen Integral
(1) (@4?+ 6B (22 +c)=(Adx+ By + O
Macht man den Ansatz 22 = u(z) 4 v(y), so lassen sich die Variablen
trennen, und man erhilt ein vollstindiges Integral in der Gestalt
(y— B

>

Ist a=—1, b=—1, ¢=—1r2< 0, s0o werden aus (1) Zylinder-
flichen und aus (2) die Kugeln

(= AP+ (y— B 2 =1

Integrale sind dann auch die (wenn vorhanden) Hiillflichen zu solchen
dieser Kugeln, deren Mittelpunkt sich in der z, y-Ebene lings einer Kurve
bewegt (hierbei konnen Riickkehrkanten auftreten), d. h. man erhilt
Rohren- oder Kanalflichen.

Mansrton, Equations du premier ordre, S. 83f. Goursat, Equations du
premier ordre, 8. 139f. Juvria, Exercices d’Analyse IV, S. 106f. CouranT-HiL-
BERT, Methoden math. Physik II, S. 80f.

@) P o B4
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680 23(y2p? + x2q?) =a?x?y?; gleichgradige DGI.
Fiir 2@ =22 2&=2% 29=9
entsteht die DGl 6-55
G+ =at
Juria, Exercices d’Analyse 1V, 8. 163—169.

6.81—6-88. (--) p* + (- -) g* + lineare Glieder in p, q.

681 p*+q*+xp+yqg=2—1; Cramaursche DGL
Ein vollstindiges Integral ist
z=Axz+ By+ 42+ B+ 1;
singulires Integral ist

42+ 23 2= 4.
Mozris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (29), 396.

682 pl+q*—2xp—2yq+2xy=0
Man erh#lt das Vorintegral p + ¢ — x — y aus den charakteristischen
Glen und damit das vollstindige Integral

it Pt Atk @y G

F A e Qof le—ylV2 + B,

2)2

wobei |z — y| > -Vi_;—— ist und fAr Cof das Vorzeichen von x — y hat.

Nimmt man die Transformation
Ll x—y x+
C(El’]) =Z-——-—§-—-—?, fz'ﬁ-—! n= V—2‘y
vor, 8o erhilt man die DGl mit getrennten Veranderlichen
G+ =28,
und hieraus wieder das obige vollstindige Integral.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 394f. (Druckfehler).

683 p+q¢—2yp—2xg=1—x'—9¢
Oder P—9*+@—2)P=1.
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale »p — y und

g — = und damit das vollstindige Integral
z=zxy+Ax+ By+ C mit A4 B*=1.
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P +q*=4(xp +yq—=2); CrarAUTsche DGI.
Ein vollstindiges Integral ist

z=Aav+By——A’+B2

4 ?

singuléres Integral ist
z=22+4 y2
Weitere Integrale sind

B2 A* (4 2
$2+B?/'—7(, y2+Ax'—'_'—’ g_‘;?j:—'zgl"

ap®+bq@*+2cxp+2dyq=k; ab>0; DG] mit getrennten Ver-
inderlichen.

Ein vollstindiges Integral ist
2 =u(z) + v(y) + B,
wo u, v die gewShnlichen DGlen

auw?+2cxu' =4, b2+ 2dyv=k— A4
erfiillen.

. . c . .
Fir A =0 ist w =0 oder u = ‘—l-xz oder aus diesen beiden Kurven
zusammengesetzt.

Fiir ¢ = 0 muB das Vorzeichen von 4 so gewiihlt werden, daB a 4 > 0
ist; dann ist v =« Vi:— .
Fir A+ 0, ¢ 0 ist

c [ aA
u=—2—(1x2:]:5f|/x2—{—-cz— dx;

die Auswertung des Integrals erfolgt fiir @ > 0 nach
f}/;"’—l—azdx:g}’/xz—l—az—{—of—: fAr Sin%,

—— e —_— 2 !
foz——oczdx=-g l/xz———ozz—%%’— fr Gof ’—:z-l— fir |z|> «;

dabei ist unter Ar @of » fiir » > 0 der positive Zweig dieser Funktion zu
verstehen.

Die DGl fiir v wird in entsprechender Weise gelst.
Ein Sonderfall bei ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 395, Beisp. 2 (1), S. 826f.

PP—q:—2zp +22=1; Typus D 113.
Fir z(z,y) =((§), ¢ = A x4 By erhilt man die gewdhnliche DGI
(42— BYU = AL+ VB + 42— BB

6-84

6.85

6-86
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und somit ein vollstindiges Integral aus
A — B2

Az 4+ By+C= f a5
+By+ Az VB2 + A2 — B2
Morris-BrowN, Diff. Equations, S. 292 (21), 394.

(@2—1) [x2(xp—2)2—a2p>—q?] + 222 =0
Fir z = u(z, y) Vl:c“’_—-l_l wird aus der DGl
2?(2? — 1) ul — ul = 0.
Fir 22 < 1 muB %, = 4, = 0 sein, und man erhilt das Integral
z=C)1—
Fiir 22 > 1 1aBt sich die DGI als zerfallende DGI
(xV;Z——luz-l—uy) (x}/mu,——uy) =0

schreiben. Jeder der beiden Faktoren liefert eine lineare DGl. Man erhilt
fiir sie als IBasis

arc tg ]/x2_ 1 :F Y,
also fiir die gegebene DGI die Integrale

z= sz—lg(arctg]/x_{:;t y).

p+x):+(q+y)—a?22(p*+q* +1) =0

Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale zp + x,
zq + y. Diese liefern zwei Glen, die nicht nur mit der gegebenen, sondern
auch untereinander in Involution sind. Daher kann man D 9-2 anwenden
und erhilt als vollstindiges Integral die Schar der Halbkugeln

A2 + B2
(x— AP+ (y—BP+ 22 =—3— (22 0).
Fiir a* > 1 ist ein singulires Integral vorhanden:
(@®—1)22 =2 | ¢

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 364f.

6.89—6-111. (..)p2+(..)q2+(..)pq+....

689 p*+q*=apgq; Typus D 1r2.

z2=Axz+4+By-+C mit A2} B2=aA4B.
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zp’+yq*=2pq
Aus den charakteristischen Glen erhiilt man das Vorintegral %——%

Setzt man dieses gleich —1— so erhéilt man aus dieser und der gegebenen Gl

_1_1__1——::

- o i—wy, §=t1a Vi ay
und damit das vollstandlge Integral
A2V T—zy +10g|t=Vi=2y |)+B
= ( v+ lg 1+V1——zy|

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 398, Beisp. 2, S. 828f.

z—A(y—x)+A10g|—

2(p—q)*+a(p +q)*=b; Typus D 113.

2
z=—a(A+B) +¥e (3“42"(:_‘?%)““0) * fir 4=+ B.

P’+4q) Coffy—4pq Cofy-Siny=1
Bei Auflosung nach p erhilt man die DGl mit getrennten Verander-
lichen ey
1—
p=29Tgy+ ¢ My -

und hieraus das vollstindige Integral

z=Az+§log(Ioiy Vl—Azarcthmy—}-B

yp—zx9) +a(zp+yq)=b
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale z p 4- yq
und ¥y p — z¢. Setzt man etwa yp — xq = A4, so kann man aus dieser
und der gegebenen Gl p, ¢ erhalten und daraus ein vollstindiges Integral:
2 =2 (x2+y2)—Aarctg-Z+B.
Nimmt man die Transformation
z2(z,y) ={(0,¥), x=pcos?¥, y=psind
vor, so erhilt man die DGl mit getrennten Veriinderlichen

ng:—agce""b:

und hieraus

b— A2
=A%+ = logo + B,
also wieder die vorher gefundene Losung.

Nouvelles Annales Math. (6) 2 (1927) 116. Juwria, Exercices d’Analyse IV,
S. 186.

6-90

6-91

6-92

6-93
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(yp—zq) +az(@p+yqg—2)=0
Fiir z(z, y) = (0, ?#), *=pcosd?, y =p sind entsteht die DGI 6.13

G +alel,—0=0.
JuLia, Exercices d’Analyse IV, S. 195f.

Yp—xzq)i=p*+q¢* +1
Aus den charakteristischen Glen erhilt man das Vorintegral p? 4 ¢2.
Man kann auch
2(z, y)=C(esﬁ)’ x=QCOS'!9', y=QSlD?9

setzen und erhilt dann die DGI mit getrennten Veridnderlichen

5=t @+

und aus dieser das vollstindige Integral
{=c—Aarctg 2+ AP+ B mit o® =g*(42—1)— A2
Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 141—144,

yp—xq)i=a(@ +y’) (p* +9* +1)
Fiir z(z,y) =((0,¥), z=pcosd}, y=psind

entsteht die DGl mit getrennten Verinderlichen

e ey,

a
die DGl ist also nur fir 0 < a << 1 16sbar. Wird der triviale Fall a = 0
unberiicksichtigt gelassen und linke und rechte Seite = A? gesetzt, so
erhilt man das vollsté'mdige Integral

= o+ logm_{_A—i—B mit o2 = 4% — g?
(es muB also notwendlg 0% < A2 sein).
Juria, Exercices d’Analyse IV, 8. 162—155.

@p+y9)’=(01—2°) (P +q)
Singulire Integrale sind z = const und die beiden Halbkugeln
224yt 22=1 (22 0).
Die DGI hat deshalb ein Interesse grundsétzlicher Art, weil man zwar

leicht ein Vorintegral, nimlich p'q finden kann, aber die Methode D 9-3
trotzdem nicht zu einem vollstindigen Integral fithrt. Die in D ¢-3 an-
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gegebene Bedingung fiir die Funktionaldeterminante ist nimlich nicht er-
fiillt, da die DGl in p, ¢ homogen ist, es fallen hier daher bei Eintragung
von p = Agq beide Ableitungen heraus. Immerhin erhidlt man durch
dieses Verfahren noch die Integralschar
(Az+ By)p

A5 B

Um ein vollstindiges Integral zu erhalten, kann man die Transformation

22=1—

z(z,y) =(( ), z=pcos?, y=p¢psind
vornehmen. Man erhilt dann die DGI
1= =02+ — 1.
Nach der gegebenen DGl muBl 22 < 1, also {2 < 1, und daher nach der

obigen DGl {2+ 02— 1> 0 sein. Daher zerfillt die obige DGI in die
beiden quasilinearen DGlen

1=t +ell+e—1¢,=0.
Fiir die nach D 5-4 zugehorige homogene DGI erhilt man die Integrale

.Q(c, V—l_é_ci (arc tg]/* 19))

Integrale der urspriinglichen DGI erhilt man also durch Auflésung von
.Q(z, 11 (arctgl/ + —1—arctg )):0
2
nach z.

Teillosung und geometrische Interpretation der DGl und Charakteristiken bei
Goursar, Equations du premier ordre, S. 248.

(@p+yq)*=2(pg+1)

Aus den charakteristischen Glen findet man das Vorintegral ¢/p; man
kann nun weiter nach D g-3 verfahren.

Setzt man

z(z, y) ={(§), &¢=4 z+ By,
so wird aus der DGI
£ =0(AB{2+1).
Das ist eine homogene DGI im Sinne von I A 4.6 (b). Man erhilt aus ihr
log|¢(¢+1@—4B0)| =0~ £
s ) ELVE—ABD

und hieraus durch Eintragen von z, y,z und Auflésen nach z ein voll.
stindiges Integral.

H

6-98
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6-100

6-101
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(xp+y9)’—z2(xp+yq)=pq

Durch die LEGENDREsche Transformation D 11-14 erhilt man die
quasilineare DGI 2.52
XZ22y+YZZ,=XY.

Integrale dieser DGI erhilt man aus
Y
2 =
2=XY+4+Q ( X)

mit willkiirlichem . Integrale der urspriinglichen DGI sind daher durch
die Parameterdarstellung gegeben:

1 Y Y o, (Y 1 (Y
t=— 5 0 (-X«), 252 =Y — 50 (7), 2yZ=X+2Q (7),
2=XY+4+Q (%) :
ForRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (1), S. 823.

(xp+yq)*—a*(P*+q*+1) =0

Aus den charakteristischen Glen erhélt man das Vorintegral ¢/p. Wird
q = ptg A gesetzt, so erhilt man aus der gegebenen DGI

p q od

cos 4™ sin 4 -_:!:V(zcosA+ysinA)3—a3

also

2—a At Qof 2B Atysind | p

a

Man kann auch z(x, y) = (p,?), z=p cos ¥, y=p sin & setzen und
erhilt dann die DGl mit getrennten Veranderlichen
2 92
Gl —a) i —at) =15
Werden linke und rechte Seite gleich 42 gesetzt, so ergibt sich
1 . 2+ A2
{=alog Zil—AarctggAg—l-Aﬁ—i-B mit 02=%,—i;—a—,

Juria, Exercices d’Analyse 1V, 8. 116—118,

(@p+yq) +p’+9*—z(zp+yq) =0
Mit der LEGENDREschen Transformation D 11-14 erhilt man die line-

are DGl 253
X222y +YZZ,=—X2— Y2,

Aus den Losungen
(1) X+ V420 =Q@), u=1%
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dieser Gl, wo Q(u) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion mit
o) XK) > X%+ Y2 in einem gewissen X, Y-Bereich ist, erhilt man fiir

die urspriingliche DGl die Lésungen in der Pa.ra.meterdarstellung

X ’ v
z=zY+yY—2, x=——z‘_2_‘xazg(u)a y=— Z+2XZ'Q(u)’

wozu noch (1) kommt. AuBerdem sind noch die Funktionen z = const
Integrale.

(zp+yq—2)i:=pgq 6-102
Die DGI zerfillt in die heiden CLATRAUTschen DGlen

z=zp+yq+Vpg
mit den vollstindigen Integralen

z=Az+By+4+JAB, AB> 0.
Singulire Integrale sind nicht vorhanden.
Morris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (31), 395.

(p+yq—2)=ap?+bq®+c 6-103

Die DGI zerfillt in die beiden CLATRAUTschen DGlen

z=zpt+yqtlap+bp+oc
mit den vollstindigen Integralen
z=Ax+ByiVaA2+bB2+c.
Die singuliren Integrale erhﬁ,lt man aus
+ + —=1.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 386, Beisp. 1 (8), B. 822,

@p+yq—2)=xp*+yq’ 6:T04

Durch die LEGENDREsche Transformation erhilt man die quasilineare
DGI 2-39
(1) X2Zy+Y*Z, =272
Losungen dieser DGI sind die Funktionen

X—-Y
2=z +2 ()]

bei willkiirlichem, stetig differenzierbarem Q2. Damit erhilt man fiir die

urspriingliche DGI die Losungen in einer Darstellung mit den Parametern
X, Y:

P=W@ @) — QW] 7, z=A1-2m], y=402W
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mit

X—Y 1 -1
S3T [l ow]”

Behandelt man die DGI als gleichgradige DGl nach D 1110, d. h.
setzt man

— 1 1
Z(X, Y) =0 mn, E=%, n=7%,
so entsteht die DGl D 113

L+, + 02 =0.
Man erhalt damit fiir (1) das vollstindige Integral
1

B .
und hieraus fiir die urspriingliche DGI das vollstindige Integral

=Gz =VAz+ VEy—1.
Teillosung bei ForsyTH-JACOBSTBAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (3), S. 824.
6105 (xp+yq—z2)’=[a*(@*+y> +22+1)—1](p*+q% +1)
Geht man nach D 12:3 (a) zu einer DGI iiber, welche die gesuchte
Funktion seibst nicht enthilt, d. h. bestimmt man z(z, y) aus einer Gl
w(z, y, z) = 0, so erhialt man fiir w die DGI 7-20

(xw, +yw, +zw)?=[a?(a®+ y* + 22 + 1) — 1] (w + w? + wh).
Vgl. auch Juria, Exercices d’Analyse 1V, S. 159—162,

6106 (Xp+yq—2)2=a> (@2 +y> +22)2 (P> +¢q° +1)
Ein vollstindiges Integral erhilt man aus
| 1
(x— AP+ (y— B+ (z— O =,
mit

6107

4a?
1
2 2 e 1
A+ B+ CF = .
Singnldres Integral ist 2 + y* + 22 =

a?’
ForsyTH-JAcOBSTHAL, DGlen, S. 426, 2, S. 836.

(@p +yq—2)=f(@* +9°) (p*> + 9%

Aus den charakteristischen Glen erhiilt man (yp— xg)}z als Vorintegral
im weiteren Sinne.

Setzt man dieses gleich 4, so kann man mit Be-

nutzung der gegebenen Gl p, ¢ berechnen und dann durch Integration z
finden. Vgl. dazu -3, Beispiel 2.
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Setzt man log |2(z, y)| = (0, #), * =pcos?, y=psind, so wird
aus der DGI

2 1
08— 1 =@ (2 + 5 43)-
Hierin lassen sich die Variablen trennen.
JuLia, Exercices d’Analyse IV, S. 1981,

(xp +yq—2)2=y?q; Typus D 11. 6-108
Aus den charakteristischen Glen erhilt man das Vorintegral %)2q.

Setzt man dies gleich 4% (auf Grund der gegebenen Gl muB ¢ > 0 sein),
so erhidlt man mit Benutzung der gegebenen Gl die Glen
A x\2 2
= |— 3 — — = A’
1= (), et
und hieraus durch Integration
A2 o2

Y 4+ A4+ Baz;
das sind Kegel, deren Scheitel auf der 2-Achse liegen.

JuLia, Exercices d’Analyse IV, S. 174—176.

z2= —

@+y—1) [(zp +yq—2)°—(P* +¢°)] +2°=0 6109
Fiir {(0,9) =z2(x,y), x=pcosd?, y=psind
erhilt man die DGI 6-87

@ —1) [, — 02— — 5]+ 0282 =0.
Vgl. auch ForsyTr, Diff. Equations V, S. 188f.

[(®Y) P*+9(,y) pa +h(z,y) ¢ =k(x,y) 6110
In der DGeometrie tritt die DGI in folgender Gestalt auf:
2
E(Z{’;) — 2F%€§L:+G(ZLZ)2=EG—F2;
dabei sind die FundamentalgroBen E, F, G gegeben. Ist # =& (u, v) eine
Lbsung, so sind die durch & = const gegebenen Kurven geoditisch parallel,
und es ist ¢ der von einer festen Kurve 4 =¥, an gerechnete Bogen der

orthogonalen geoditischen Linien.
Vgl. BiancH1, DGeometrie, S. 160.

Lo+, 9—1) =W+ + =) (PP + @ +1), f=f(z,972). 6-111

Fiir eine geometrische Interpretation der Aufgabe s. S. L1k, Math. Annalen b
(1872) 198f.
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6-112—6-127. Gleichungen dritten und vierten Grades in p, q.
pP=aq +bx; DGI] mit getrennten Veridnderlichen.
3 + A
2= 0bz+4)+-y+ B.

bp*+(x—2)p + (y—1) g==2; Cramraursche DGI.
Ein vollstindiges Integral ist

z=Ax+4+By-+}+543—24 — B.
Integrale sind auch

3
=— 105 +ow—0.
Ein singuldres Integral gibt es nicht.

pPP—y*q=x*—y?; DGI mit getrennten Verinderlichen.
A 3, —
z=log]y|—2—yz+f]/x2+Ad:c+B.

p*==zq; Typus D 11-3.
Z——(x+Ay+B)’

p*=az?*q; Typus D 11-3.
z=Bexp[:tl’aA(x+Ay)].

pi=gq?; Typus D 11-2.
z= A%z 4 A3y + B.

vp+xp+3yq=0, s. D 148 (c).

p?q==a?y; DGI mit getrennten Verdnderlichen.

A 22
z=—5 +2Aa+B

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (25), 394.

(»* +a)g=(bz +c)p; Typus D 113.

4‘,iB(Avc-l-153y+0)2+

G. IMSCHENETSKY, Arch. Math. 50 (1869) 309—311. FOBSYTH-J ACOBSTHAL,
DGlen, S. 383, Beisp. 2 (3), 8. 821.

aB Ac
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p*(q+a)=(bz +c)gq; Typus D1r3. 6-121

bB(Az+By+C)=AR+{adllog|R—ad]|
mit R2=40B%z + a2 424 4cB2.

(p+yq+2)q®+p>=0 6-122

Aus den charakteristischen Glen erhilt man das Vorintegral p/q. Wird
dieses gleich A4 gesetzt, so erhilt man mit der gegebenen DGI die Glen

R v P
P= AAx+y’ 7= Az +y
und hieraus das vollstindige Integral
B
—_— 422
z2=—4A4 vy

Juvria, Exercices d’Analyse IV, 8. 109f.

(*p+yq—2)2+27pqg=0 6-123

Das ist die CLATRAUTsche DGl

3
z=zp+yq+3Jpg.
Ein vollsténdiges Integral ist
2=Ax+ By+ 3sl/ﬁ,

singuldres Integral ist z yz = 1.

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 386, Beisp. 2 (4), S. 822.

@p+yq)pea—zp’—ygF—(T+y+2—1)pq+2(p+q) =0 6124
Die DGI liBt sich als CLATRAUTsche DGl

P=aP Yt

schreiben, falls der Nenner == 0, d. h. die trivialen Integrale z=C ausge-
schlossen sind. Damit erhidlt man das vollstindige Integral

AB
s=42+By+ g p—a—3

oder bei anderer Bezeichnung der Konstanten
t=(A+B—1) (-}-}-%—1).
Singuléres Integral ist
e=(Vz+Vy+1)".
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6125 9(p*—22)2=44q3% Typus D 11-3.

Die DGI 1aBt sich auch mit dem Ansatz z = u(z) + v(y) lésen. Man
erhilt das vollstindige Integral

Ay B)?
c . (z+4)
Singulidre Integrale sind z =0 und z = —j5—.

&

GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 234f.

6126 22p?q%=y?p? + x%q?; gleichgradige DGI.

Fir 2(z, y) =L ), =2t n=4¢
entsteht die DGl D 11-3
ARGG =041,

Hieraus erhilt man z = C und das vollstindige Integral

22 = @(wz'—}— 4 y%) + B.

6127 (xp +yq—2):(zp* +yq®) =p°¢?

Durch die LEGENDREsche Transformation D 11-13 entsteht die quasi-
lineare DGI 264
X272Z5+ Y222 Zy, = X2 Y2

Integrale dieser DGl erhédlt man aus
1 1)\3 Y X Y 1 1
Y Sl M ¥ (St =0z =
2 (x—7) —3(x—7) + 18| x| =2 (x—¥)-
wo £ eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist. Diese Gl liefert

zusammen mit
x=2y, Y=2y, z=2X+y¥Y—2

eine Parameterdarstellung der eigentlich gesuchten Integrale z(z, y).
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (4), S. 824.

6-128 —6-139. Rest.

6-128 Vz—) + V;: ax; DGI mit getrennten Verdnderlichen.

__(az—

3
3a‘4) + A2y 4+ B fir az> A.
ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 385, Beisp. 2 (4), S. 822,
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lW-l-_l +xp +yq==~; CrairaUTsche DGI. 6-129
Ein vollstindiges Integral ist
:=Axz+By+ VA2 L+ B2 1.
Singuldres Integral ist die obere Hilfte (2 > 0) der Kugel
22+ 2422 =1.
Integrale sind allgemein die Flichen, deren siamtliche Tangentialebenen
vom Nullpunkt den Abstand 1 haben.

MAaNSsION, Equations du premier ordre, S. 16f.

V}’E-— Pp+xp+yq==z; CLaRAUTsche DGI. 6-130

Ein vollstindiges Integral ist
z=Axz+ By -+ Wm
oder in anderer Bezeichnung der Konstanten
2=(A— B?z+ A%y + B.
Singulidres Integral ist

2z fir >0, y<O.

=Lt =

T4z 4y

(re)==xp—yq 6-131
Aus den charakteristischen Glen erhélt man das Vorintegral pq. Wird

dieses gleich A gesetzt, so erhilt man mit Benutzung der gegebenen Gl

die Glen
_ A% 1y T _4
P=syts;Veyd+ 4%, ¢=2,,

und hieraus das vollstindige Integral

z 1, 'R—1 . —— i —
;!iRiﬁlogiR—}——l + B mit R=V4xyA 2641,

A%z =~;— log

P +¢)'=xq—yp 6-132
Aus den beiden letzten charakteristischen Glen erhilt man das Vor-

integral p® -4 ¢2. Setzt man dieses gleich 4, so bekommt man zur Berech-

nung eines vollsténdigen Integrals die beiden Glen

_—A%y+4 xR _A%z+y R
=T mag 0 AT i

mit R?2=A (224 y2) — 42°

Man kann auch die Transformation

z(z,y) =C(0,¥), z=pcos?, y=psind
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6138
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vornehmen. Man bekommt dann die DGl D 11-4

1 2
_a_ C
ﬁ=§_£

und damit das vollstindige Integral
1 4
{=A%+ B+ A“——Q—,dg.

(P*—a)"'=yp +xq
Fiir z(x,y)=¢(5,7]), 2£=x+y, 2')]=z—y
entsteht die DGl 6-131
(CEC,,)“=ECE—nC".

(®*p—yq9)=pq s 6131

ac

b ——
(cosm e (si:llzy) Z=2*"% s D 1r.10.

e’ =x(q +y); DGl mit getrennten Veranderlichen.

2
z=Ay—%—+xlog(Ax)——x+B.
Kaumke, DGlen 1930, S. 377, 430.

logp+ay® (p+9)—2ayz—2logy=>

Aus den charakteristischen Glen erhélt man das Vorintegral p/y®. Man
kann nun weiter nach D g-3 verfahren. — Man kann auch die Transforma-
tion z = y%u(z, y) vornehmen. Man erhilt fiir « die DGl D 11-4

_b—logu,
v T ayt - %z

Mit beiden Methoden erhilt man das vollstindige Integral
log4—2b
Z=Axy2—Aya+—9—ga—aT+By2.
J. GRAINDOXGE, Mémoires Liége (2) b (1873) 70—72.

logpq +xp +yq==2; Cramraursche DGIL.

Ein vollstindiges Integral ist
z=Azxz+By+logAB fir AB>0.
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Singuldres Integral ist
z2=—2—logzy fir zy> 0.
Morris-BrownN, Diff. Equations, 8. 293 (39), 395.

p=sin ®q; Typus D 11.4.
1

zcosAx—-Ay—{—B.

Zz =

7. Nichtlineare Differentialgleichungen mit drei unabhdngigen
Verdnderlichen.

7:1—7-7. Gleichungen mit ein oder zwei quadratischen Gliedern
der Ableitungen.
Pl +22, 2P, +22, %3P, +2P; =0
Aus den charakteristischen Glen erhélt man die Vorintegrale
2 2
(m+p)expy und (p—p)exp (—3F).
Werden diese gleich 2 4, 2 B gesetzt, so bekommt man die Glen

p, = A exp (——32%) + B exp%g-,
p, = A exp (—%g) — B expfé,

die zusammen mit der gegebenen Gl ein vollstindiges System bilden. Aus
den drei Glen kann man auch noch p, berechnen und erhiilt damit das
vollstindige Integral
2= Az, + %) X + B(x, — ;) ¥ — A Bz,
—;-f(fl2 e X + B2t f)dzy; + C mit 2X = 22,
FoRSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 419, Beisp. b (4), S. 832.

ap? +bp;=x;ps; DGI mit getrennten Verinderlichen,

aA* 4+ b B
= +o.
—— -+

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 419, Beisp. b6 (1), S. 831.

z2=A4Az, +Brxy,—

p}+pi=2zp, +22 Typus D 132.

Der Ansatz
2=((), §=Ax,+ Bx,+ 2Cx

6139

71

72
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75

7:6

77
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fijhrt zu der gewdhnlichen DGI
(4 + B {2 =2000 + (2
mit der Losung
K3
log |¢] = 35 (€ + |42 + B + C?) + D.
ForSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 417, Beisp. 6 (1), S. 830.

Pi—P, P;=2(p; +Py); Typus D 134.
Fiir { = log |z| wird aus der DGI die DGl D 131
=00+ + L,
Ein vollstindiges Integral ist daher
log|2| =Az,+ Bz, +Cx+ D mit A2=BC+ B+C.
Morris-BrownN, Diff. Equations, S. 293 (44), 395.

a(p,—P;) Ps +b x3(2, p, + 2, p) = ¢

Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale

2a(p,— pe) — bag, pi— 1k (2 + ) (; + p).
Die mit den beiden ersten gebildeten Glen
2a(p—p) —baj=4, pi—p; =35

sind nach D 12-1 mit der gegebenen Gl, aber, wie leicht zu bestitigen ist,
auch untereinander in Involution. Man erhilt daher Integrale der ge-
gebenen DGI, wenn man die drei Glen nach p,, p,, py auflést und dann
integriert. Man bekommt

e="T"0 X 4 aB T 4 20 [ +C mit X=ba?|A.

V. G. IMSCHENETSKY, Archiv Math. 650 (1669) 3562—358; dort im Rahmen einer
DGI] mit sechs Verinderlichen. FOrSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 417—419,

dx,

2p (X3 Py + X2 13) + 27, +X;=0
Durch die LEGENDREsche Transformation
x, =27y, =P, p=2X%,
erhiilt man die DGl 71
P§+2X1(X3P2+X2P3)+2P1=0-

z 2P (X3P, + Xy P5) =@ (X, Py +22)
In der DGl lassen sich die Veriinderlichen trennen. Setzt man
z = u(z;) v(%,, Z3), 80 bekommt man

a z v +’u_A

% wu =v(Z39,, + %, v,.).
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Der erste Teil liefert
{4 a\ _2a ] Au B
u ( u— E)_-Z, also exp - = B u.
Der zweite Teil ergibt fir w = v? die lineare DGI
Tyw, + 2w, =24
mit den Integralen
v?=24dlog |z, + 25| + Q(2 — 2}
mit willkiirlichem 0.

7-8—7-14. Mehr als zwei quadratische Glieder der Ableitungen, und diese
Glieder mit konstanten Koeftigienten.

(p, +P:)2=2p, +2; Typus D 132, 78

Der Ansatz

z2=((§), §=Ax1+B32+Cxa
fithrt zu der gewdhnlichen DGI
(A+BRlr=200+¢
mit der Losung
2u—2Clog|u+C|=¢&+4+ D, u2= (4 -+ B2+ C%
ForsyTr-JAcoBSTHAL, DGlen, S. 417, Beisp. 3 (2), S. 830.

ap; +bpl +cpi=1; Typus D 131. 7.9
Ein vollstiindiges Integral ist
z2=Ax, +Br,4+Cxy+D mit aA2+bB2+cC?=1.
Uber die Bedeutung der DGI im Falle a = b = ¢ fiir die geometrische Optik
8. CouraNT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 74ff. HAMILTON-PRANGE,
Strahlenoptik, S. 204. Haben alle Koeffizienten den Wert 1, so ergeben die mit den

Lésungen z gebildcten Glen z = const Parallelflichen; vgl. dazu Brancal, DGeo-
metrie, S. 611.

Py Ps +bPspy +Cp, pp=d; Typus D 131. 710
Lin vollstindiges Integral ist
:=Az+ Bz, 4+ Cx3+D mit aBC+bCA+cAB=d.

@ pi +a,p; +a;p;=2; Typus D 134. 71

_(Z4, 3,4 Ap

z, — Av)'
T 4Xae Al )

3
(

oder auch 2z = 2
v=1

4a,
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P +p:+pi=ad+a+ax2; DGl mit getrennten Verinderlichen.

3 —_—
z=2’fo,2+A,d%+Ao mit A4, + 4,4+ 4, =0.
v=1

ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 386, Beisp. 3,.S. 822, Zeile 411

pf+p§+p§=wf+w§+m§+mlw2+:czw3+a:3m1

Aus den charakteristischen Glen erhilt man leicht Vorintegrale und
mit diesen die in Involution befindlichen Glen

2(py — Po)* — (2 — %)’ =4, (py+ P+ P2)* — 2(2 + 7, + 25) = B.
Aus den drei Glen kann man p,, p,, p; und weiter 2 berechnen. Das etwas
lingere Ergebnis ist angegeben bei ForsyTH-JAroBsSTHAL, DGlen, S. 419,
Beisp. 5 (3), S. 831f.

p; + 1 + pi =2(x, p, + @, P, + T3 ;)
Aus den charakteristischen Glen erhilt man z. B. die Vorintegrale
P /Dy, Po/p,. Setzt man daher
Ap,=Bp, Ap;=0Cp,
so hat man ~in vollstindiges System von drei Glen. Man erhilt aus ihnen

2A Az, + Bxy+ Cay)
P = A* L B 1 C® ’

also
__ (42 4 Bz, + Cux,)?
T ATy B
Die DGI kann auch noch auf andere Arten gelost werden. Man erhilt z. B.
auch die Integrale
x3 2y z?
~z+A+z+B+z+O
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 523 (88); die dort unter (3) angegebene
Funktion ist kein Integral, da dort 2, = z, = 0 oder z, = 0 sein muB.

=1,

7.15—7.21. Rest der Gleichungen mit quadratischen Gliedern
der Ableitungen.

Pi(Py + D) + 2, Py (X3 Py + P;) =a

Aus den charakteristischen Gleichungen erhilt man die Vorintegrale
Pos Ps + 3 p,. Werden diese gleich A, B gesetzt, so erhilt man mit der
gegebenen Gl die drei in Involution befindlichen Glen

A Nt
p,=A4, pp=—Ax+ B, P1=_2'il/(“"AB)x1+T
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und hieraus
2 oy 4
z=—%xxﬂ:m((a—AB)x1+T) +Ax,—§:c§+Ba:3+C.

Pi\P; + P2) + &, Py (%3 P + P3) =@, 2; Typus D 13:4.
Fiir 2 = 4 w? entsteht die DGI 7:15
We, (wz, + wz,) + Ty W, (‘zs W, + wz,) =+ % .
DI+ Ty P+ T, Ty Py P34+ X, ®l 2y p=x, 2; Typus D 134
Fiir 2 = 4 4? wird aus der DGl

G+ 201t %1 %0203 + 2 75 2 GG = :{:%1 mit ¢, =u,
Hierin lassen sich die Verdnderlichen trennen. Setz. man
z39,=A, g3+ Azy= B,
so bleibt
G+A4¢+4By =47

Aus diesen Glen erhilt man

v

4

A
2
mit

02=A2—(4AB:}:1)3:1.

Etwas anders bei V. G. IMSCHENETSKY, Archiv Math. 50 (1869) 3560f.

a,(x, ps— T3 Pp)* + @, (T3 p; — T, P3)* + ay(x, p,— a2, py)2 =1
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale
g, Yz, I7
Die wirkliche Aufstellung der Losungen erfordert lingere Entwicklungen.

Zu diesen s. L. ScHLAEFLI, Annali Mat. (2) 2 (1869) 89—96. MansION,
Equations du premier ordre, S. 92—99

2Py P +2P; Py +P3p;=1; Typus D 13-2.

fI/AB22+B0’2+ACclz=Ax1+B2:2+C’x3+D.
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 383, Beisp. 2 (4), S. 821.

(@) Py + 2, P, + @3 p;)? = [ (0] + @5 + x5 +1) — 1] (p] + P} + p)
Fiir 2(2‘1, Xy, 2?3) = C(Q: P, w):
T =gsingcosy, z,=gsingsiny, x;=opcosp

716

717

7-18

719

7-20
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entsteht die DGI
C2 gv (1 az) @’ (92 + 1) »2

sﬁi‘ a?pt4a2—1 e

Das ist eine DGI mit getrennten Verinderlichen. Werden linke und rechte
Seite gleich 42 gesetzt, so hat man die Glen

4 1 i
(1) = ma El/az_gz_nﬁ’
(2) £ = (42— {2 sin® .

In der letzten Gl sind wieder die Variablen getrennt. Setzt man linke und
rechte Seite gleich B2 so hat man noch die Glen

(3) ¢, = B,
(4) C == l/ sm2

Es wird also

= L+By+L+c,

Vl_——

wobel

1 1 a c+a PR 4
[lzle/az_ .é_z—ﬁdg=-2—loga_a—‘1-—a2&rctgm

mit
1

2 __ 42

ol=a FIT
und

. u

12=Aarcsmm—Barctg-Eéos—

mit

Vgl. auch 6-105.

721 2ze" (e p +e 7P, )2=p,; Typus D 13:4.
Fir w=2?, ¢, = w, wird aus der DGI die DGI mit getrennten Ver-
anderlichen
(e g + e ™ gy =e"q;.
Daniit erhilt man das vollstindige Integral
22=A4¢"+ Be™ 4+ (4 +.B)?e” 4 C.

Morris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (45), 395.
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7-22—7-31. Gleichungen héheren Grades in den Ableitungen.

Py P2 P3 =T, X, x3; DGl mit getrennten Verinderlichen. 722
z=Axi+ Ba;+Ca;+D mit 84BC=1.

P1 P2 P3 =2, Py + Ty Py + T3 P3 723
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale p,/p,,
ps/p,. Wird daher
Ap,=Bp, Aps=0Cp
gesetzt, so bilden die drei Glen ein vollstindiges System. Man erhilt

./A

P =
und weiter
2 3
z2=——— (Azx Bzx Cz)* 4+ D.
3 Vm ( 1 + 2 + 3) +
ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 419, Beisp. b (6), S. 832f.

P P2 P3 + Ty Py + Xy, Py + 23 p;=2; CraiRAUTsche DGI. 724
Ein vollstindiges Integral ist
2=Ax 4+ Bxy+Czxy+ ADBC.

Singulires Integral ist 22 = — 4 z, z, ;.

Py P2 D3 =T, P} + T, P + T3P 725
Aus den charakteristischen Glen erhilt man leicht Vorintegrale. 3ildet
man mit diesen die Glen
1 1 4 1 1

nno n el

P P
8o hat man drei Glen, die ein Involutionssystem bilden, und aus denen man
Py, Ps»> P und somit auch z berechnen kann. — Durch die LEGENDREsche
Transformation z, = P,, p, = X, wird die DGI iibergefiihrt in die lineare
DGI 3-61

Py Py Ps— (T, &5 P, 5 + X3 T, p3 P, + %, T, P, Py) 7:26
+ &) 2y X3 () Py + T, Py + 23 P5) =0
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale =z, p,
— Zy Py, X, Py — %3 P3. Nimmt man daher die Glen

Tapp=x,p + 4, zzpy;=2p + B
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zu der gegebenen Gl hinzu, so hat man ein Involutionssystem. Die Elimina-
tion fithrt auf eine kubische Gl fiir p,.

ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427, Beisp. 7 (4), S. 841.

727 (8, p1—?) (@, P, —?) (a3 P3;—2) =P, P, s
Fiir {(z,, z,, z;) = log |z| wird aus der DGI die GI D 131
(al Cz‘ - 1) (az Cz, —1) (aa Cz, - 1) = cm, 4-;r'. gx,

mit dem vollstindigen Integral
(=4, 2, + 4, 2+ A3 23 + 4,
wo
(@, 4, — 1) (ay 4, — 1) (a3 A3 — 1) = 4, 4, 4,
sein muB.

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, 8. 417, Beisp. 3 (3), S. 830 fur a, = 1.

728 2P, P, P3 =2, X, &3; Typus D 134.

Man setze z = »*. Dann wird aus der DGI

3,443 —
Bu Uy Uy Uy = Ty Ty T3,

also fiir 4 =% die DGI mit getrennten Verénderlichen

Yz, Ury Yz (;4_)3

Ty X -x, T\3
Man erhilt hieraus das vollstindige Integral

3l =4+ B+ O+ D fir 4BO=1.

ForsyTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 381, Beisp. 3 (7), S. 821.

729 azp +b2pi+cLpi=1
Fiir w = 22 erhdlt man die DGI D 131
a b c
§91+Zq§+§9:3=1
(debei ist g, =w,). Ein vollstindiges Integral der gegebenen DGI ist

daher
A=Az +Bay+Cz+D mit 3442 B4 =1
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pl+2pl+22pi=23p, p,p;; Typus D 13:2. 7-30

23

ABC] mﬂdzzAxl—}—sz—{—Cza‘}—D.
FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 383, Beisp. 2 (5), S. 821.

P} +p5+p;=1; Typus D 131. 73t
z2=Ax, +Bz,+Cx3+ D mit A"+ B"+ C" =1.

8. Nichtlineare Differentialgleichungen mit mehr als drei
unabhdngigen Verdnderlichen.

PP+ P3Py +T P+ Xy Py + X3Py + X, py=2; CLAIRAUTSche DGI. 81
Ein vollstindiges Integral ist
=A%+ (4,4, + 4; 4,).

Singuldres Integral ist z = — z; z, — 23 z,.

Py P2 P3 Py="2, Py + T, P + T3 P3 + T, P,; Sonderfall von 8-13. 82
Aus den charakteristischen Glen erhilt man die Vorintegrale p,/p,
und hiermit die Glen
Al pr =Av pl (l"«: 2’ 3’ 4),
die zusammen mit der gegebenen Gl ein vollstindiges System bilden.
Die vier Glen lassen sich nach den p, auflésen. Damit erhiilt man
4
3 (Ayzy+ -+ Ag2,)3
— Z ( 1 Ll 1 + Ao .
(Ay- - A4,)3
Morris-Brown, Diff. Equations, S. 293 (47), 395.

z

(Pr—DP2) (Ps + ) (Py + ;) + T, p, + 2, p, =1 83

Die Veriinderlichen lassen sich trennen. Man hat dann fiir eine will-
kiirliche Konstante 4 die Glen

(Ps+ ) (Pa+ 23) =4, TP+ 2,0+ A(py— p) =1
zu losen. Fiir die erste Gl findet man leicht das vollstindige Integral
A
2z = — zsx4+Bx3+E-x4.
Die zweite Gl ist linear, Integrale sind
2, = log |, + @, + 2 [(x; + @) (¥ — a3 — 2 4)]

mit beliebigem, stetig differenzierbarem 2. Integrale der gegebenen DGI
sind dann die Funktionen z = 2, + z,.

ForsYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 420f.
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84 pipipipi=ax,p, +X, P, +T3P; +%,p,; Sonderfall von 813.

85

86

Zum Lgsungsgang s. 8-2.

7 (A1x1+"'+A4x4)%
z2=— + 4,.
5 @)t °

Morris-Brown, Diff. Equations, 8. 293 (48), 395.

(py +@,P5) Py + (P2 + @5 P3) P =0
Da in der Gl z,, 2,, ;3 nicht vorkommen, kann man
z=Az, + B2, + Cxs + u(z,, z;)
ansetzen. Man erhilt dann fir 4 eine lineare homogene DGl mit dem
Hauptintegral w4
T Cazxg-+ B”
Allgemeiner sind Integrale der gegebenen DGI die Funktionen

C A
z=.Q(Ax1+Bx2+Cz3,—C%1—B ,

wo £ (u, v) eine beliebige stetig differenzierbare. Funktion sein darf. Ein
vollstindiges Integral ist auch
z2=Az,+Ba,+(AD—BCO)x+ (Cay, +Day+ E)(Bxy,— A ;) +F.
Fiir eine geometrische Interpretation der Integrale s. S. L1k, Math. Annalen 5
(1872) 190f. Wird z(#, ..., &5) = F(z,,..., x5) gesetzt, so sind die Charakteri-

stiken der partiellen DGl F(z, y, 2, p, ¢) = 0 Asymptotenlinien ihrer IFlichen.
Vgl. auch GoursaT, Equations du premier ordre, S. 251f.

Py LPs + &5 (2, Py + 25 P5) 1 — P [Py + (%, Py + %5 D5) ]
+ P3(Ty ps— x5 pg) =0
Da in der DGl z,, #,, z; nicht vorkommen, kann man
z=Az, + Bz, + C x5+ u(zy, ;)
ansetzen. Man erhilt dann fiir « eine lineare homogene DGl mit dem
Hauptintegral Azt Br,— O
U= a2+ai+1
Allgemeiner sind Integrale der gegebenen DGI die Funktionen
(4 z,+ Bz;,— C)?
z=.Q(Ax1+Bx2+0x3, E i ) )
wo Q(u, v) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion sein darf. Inte-
grale sind auch die Funktionen

z = Q(x, %y + Ty T5 — T3, Ty, T5).
Teillosungen. bei U Bois-REYMOND, Partielle DGlen, S. 127—129. Geometri-
sche Interpretation bei S. L1, Math. Annalen 5 (1872) 194.
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PP+ (@@ +2%5) pypy + (47, +5 ) p3p,
+ [®, + ®5(Py—Ps)] Py Ps + @5 PE =0
Division durch p, ergibt
(1) P+ (Bzg+22) py+ (4254 5 x3) 1y
+ (%4 + 25(p; — p3)] 5 + ‘”5;)—3 =0.
Aus den charakteristischen Glen folgt

x, + log |p, — p;| = const, Tz, + log |p, + 2 p;| = const,
also

(2) pp=24e¢™ + Be '™, pp=—Ae ™ 4 Be 'n,
Hiermit folgt aus den charakteristischen Glen weiter

log =34 ¢ ™ 4 const,

Ps
Ps

also
ps=—Cpyexp (34e™)

und, wenn man damit nochmals in die charakteristischen Glen hineingeht,

{P4 =Dexp(C [e4 " day),

(3 -z -
ps=— CD &4 ™ exp (C [ 247" dzy).

Da die Glen (2) und (3) aus Vorintegralen von (1) gewonnen sind, sind sie
zu (I) in Involution. Ferner sind sie offenbar untereinander in Involution.
Daher haben die Glen (1), (2), (3) gemeinsame Losungen. Durch Eintragen
von (2) und (3) in (1) und Integration erhilt man

2=A(22— 23) e | B(zy + 25) e’ ™
+ D(zy — C 25 ¢4 ™) exp (C [ 4™ dz)) + B,

V. G. IMSCHENETSKY, Archiv Math. 50 (1869) 388—393; dort werden die Vor-
integrale umsténdlicher, Schritt fiir Schritt durch das JacoBische Verfahren D 1447
hergeleitet.

Man kann auch so vorgehen: Aus den charakteristischen Glen folgt
auch
Py

x, P, -+ %5 Ps = const, o €’ = const,
L
also zusammen mit (2)
. c CDexp3Ade™
Py = = D= —.
g+ Dxgexp3 Ade™™ Zy+ Dxgexp3 de ™

Diese beiden Glen, zusammen mit (2) und der gegebenen Gl sind in Invo-
lution zueinander. Aus der gegebenen Gl kann man nun auch noch p,

84
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89
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berechnen und erhilt schlieBlich
2=AQ2zy— ;) € 4 B(x,+ z5) e’
+ Clog |z, + Dagexp3A4e™|—CD [exp34e™dx, + E.
Durch die LEGENDREsche Transformation geht die DGI in eine lineare
DGl iiber.
FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 428f. (15), 844—846.

(2, Py + @, P2) T3 + (P — P2) Ps [P} + (%4 + P5) (% +P5) Ps] =@, a=+0.
Integrale erhidlt man fiir eine beliebige Konstante 4 durch Losen der

beiden Glen

(1) P + (24 + ) (¥ + P5) P = 4,

(2) (%3 2y + %, D) 23 + A(py — p;) D3 = a.

Sind u(z,, %5, ¥g) und v(x,, ¥y, ¥;) Integrale dieser beiden Glen, so ist

u + v ein Integral der gegebenen Gl. Da (1) frei von x; ist, erhidlt man

Losungen, wenn p; = B als Konstante behandelt wird. Dann ist (1) eine

DGI mit getrennten Veranderlichen, und man erhilt

u=%[A —}—C’(x‘-}-B)]%—*—BxS—C’log (g + B).

Losungen von (2) erhilt man aus 7-5.

V. G. ImscHENETSKY, Archiv Math. 60 (1869) 361—368 (mit Druckfehler in
der Aufgabe). MansioN, Equations du premier ordre, S. 158—161.

PP P, =%, Xy++-x,; DGl mit getrennten Verinderlichen,

n
22=3] 4,22+ 4, mit 4,---4,=1
vl

oder auch

n

(z—0O" = (5)”_[-’? (x2 — &) fiir beliebige ¢, &,.

GoursaT, Equations du premier ordre, S. 160. MansioN, Equations du premier
ordre, S. 168, 236.

PPy P, =T P, +Ty Py ++++&,p,; Sonderfall von 813.

Aus den charakteristischen Glen erhidlt man die Vorintegrale p,/p,.

Wird daher
4,p,=4,7 v=2,...,n)

gesetzt, so erhdlt man ein vollstindiges System von n Glen, und aus

diesem das vollstindige Integral
”

1 —_—
(Al ttt An)l—n (Al e R o An xn)”—l .

n—1
n

z=A0+
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D1P:- Pa= (0, P1—?) (@, P,—7) - - - (8, p,—2) 811
Firr {(z,, ..., 2,) = log |z| wird aus der DGI die DGI D 131
@18, — 10,8, — 1) =Ly -+ L,
mit dem vollstindigen Integral
C=Ag+ Az 4 Az, fir (a4, — 1) (a,4,—1)=4,--- 4,

1

z=}x,p,+(n+1)(p,--- pn)m; CratravTsche DGL 812

y=1

Ein vollstandiges Integral ist
1

z=)_":'A,x,+ (n 4 1) (4, -+ - A,)";

ye=]

singuldres Integral ist
_ =
- ZyeooZn’

f(Prse-sP)=T,Py+++-+x,p,, [ eine homogene Funktion m-ten 813
Grades.

Aus den Vorintegralen % (» =2, ..., n) erhilt man die Glen
1

4,
p'=zp1 (1’=2,...,n),
die zusammen mit der gegebenen Gl ein vollstindiges System bilden.
Daraus ergibt sich
2 A4,x,
p= 4, ( ))

f(4,,...
also

+C.

2 (s

Mitteilung von G. LORENTZ.

i@ --.p,) = 2 z,f,(p,) 814

r=1

Vorintegrale sind die Funktionen F,(p,) — F,(p,) mit

dp
LD’

Man l6se das aus der gegebenen Gl und den Glen

F,(p,)—F1(p1)=A, (V=2,-"'9")

F, (p) =
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bestehende System nach den p, auf. Sind die Losungen p, = P,(z,, ..., z,),
so ist .

‘-I
$1ree s fmoo=l

Tyyeoey T N
z= f M P,dz,

ein Integral der gegebenen DGI.
Mitteilung von G. LORENTZ.

9. Systeme von nichtlinearen Differentialgleichungen.

F(p,q, z—xp—yq)=0, G(p,q, z2—xp—yq)=0
Ist F(a,b,¢c) =G(a,b,c) =0, so ist z=a x4 by c eine gemein-
same Losung.

GoursaT, Kquations du premier ordre, S..290.

P +pi + pl=f(x} +x +xl), T,p,—x,p,=0

Involutionssystem. Die zweite Gl ist linear, iiber ihre Losungen kann
man sich eine vollstindige Ubersicht verschaffen. Aus diesen Ldsungen
sind dann diejenigen auszuwihlen, die auch die erste Gl erfiillen.

Eine IBasis der zweiten Gl ist offenbar 2% 4 a2, z;. Integrale dieser
Gl sind daher auch alle stetig differenzierbaren Funktionen {(§,, &,) mit

&= V;f + a2, & = x;. Sollen diese Funktionen auch die erste Gl er-
fiillen, so mul}

G +ia=rE+8&
sein. Fiir diese DGI s. 6-64.

P1P=%3%y, P3Py=T; T
Klammerbildung ergibt die Gl
Ty Pyt Ty Py — T3 P3— TPy = 0.

Die drei Glen bilden ein vollstindiges System. Auflésung nach p,, p,, Ps
fithrt zu

Zy T3 Py = L4 Pa ) Ty
- 2 2 2 b
1 Pe T2 3 Py
oder
T4 Pa 1% 0%
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Jedes der beiden Systeme ist jetzt ein Involutionssystem. Das zweite geht
aus dem ersten durch Vertauschung von z, mit z, (also auch von p; mit py)
hervor. Die A. MavErsche Transformation
Z(u, Uy, Uy, Ug, x&) =2z(Zy, Ty, T3, Ty),
Ty =UUy, Ty—E=UUy, Ty3=UU

ergibt fiir das erste System

_2uu1ua(uu2+52) Uy
2y = Z 2, +"u2+52x4z

(Da » das Intervall 0 < » < 1 durchlaufen mubB, erkennt man jetzt, da

die Einfithrung von &, = 0 notwendig war.) Da u,, u,, u3, £, Parameter

sind, ist das die DGl 6.52. Man erhilt daher hier
Z= A+ &) v+ 3 + B,

also
z2=Azx,z,+ z“-i—B

Vertauschung von z; mit z, liefert die Integrale
z—Ax1x4+x2x3+B.

Vollstandige Integrale sind auch
2 =2V, 2(x, x, — A) + B, 2V, 24(2; ¢, — A) + B.
Fir die Anwendung des JAcoBIschen Losungsverfahrens s. D 14-7.

V. G. IMSCHENETSKY, Archiv Math. 50 (1869) 406—408. M. CoLLET, Annales
Ecole Norm. 7 (1870) 44—47. Forsyrtn. Diff. Equations V, S. 125—127.

P1P:P3=Pys 1P =T3Py +T,P3 + T3P,
Klammerbildung liefert die Gl

D1 P2 Py = Ps-
Ist p, p, = 0, so folgt, daB alle p, = 0 sind; man erhilt dann das In-
tegral z = C. Ist p; = 0 oder p, = 0, so ist auch p; = 0 bzw. py = 0.
Es bleibt dann die DGI z, p, = %, p, mit dem Hauptintegral z, z, ibrig.

Es seien daher jetzt alle p, &= 0. Dann folgt aus den drei Glen

=% 1, py=%p, 2P =20+ (%+z)p,.
Dieses ist ein Involutionssystem. Fiir die letzte Gl ist, je nachdem das obere
oder untere Vorzeichen gilt, x; z, #;(%; + z,) oder a; z,, z,(2x; — ,)
eine IBasis, und diese erfiillt auch die zweite Gl. Es bleibt also noch
C(&y, &) mit & = =, z, und &, = z,(2; + z,) bzw. z,(x; — x,) so zu be-

94
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stimmen, daB { auch die erste Gl erfiillt. Man erhilt die Gl (vgl. zu

dieser 6-51)
(51 CE‘ + 52 Ce,) Cg, =+1

mit dem Vorintegral CS’/CEl. Aus CE' =A4 Ce, und der vorangehenden Gl
ergibt sich
=[G +A4E) 7, also C=2VE@E +AE) + B
und daher
z=2)a, 2, + Az, (x3+ )+ B und z=2}4 z,(x,— x;) — 2,2, + B.
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